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ANALISI  INFINITESIMALE 


CAPO  L 


§  1.  Definizione  della  derivata.  —  Dicesi  derivata  d'una 
funzione  il  limite  del  rapporto  dell'incremento  della  funzione 
all'incremento  della  variabile,  quando  l'incremento  della  va- 
riabile tende  a  zero. 

La  derivata  d'una  funzione  y  =  f{x)  si  indicò  da  Newton- 
con  y  y  notazione  ora  poco  usata.  £)  invece  d'uso  comune  la 
notazione  di  Lagrange  1/  0  f\x).  Quindi 

.m=UM^»^"*)-"'"-"°^'      "(1) 

indicando  con  A^  e  àij  gli  incrementi  corrispondenti  di  x 
e  di  y. 

Qualche  volta  si  indica  la  derivrata  di  y  con  D^,  seguendo 
la  notazione  di  Gauchy.  Però  la  notazione  più  frequente  in 
Analisi  è  quella  proposta  da  Leibniz,  e  che  ora  spiegheremo. 

Invece  di  dire  che  la  derivata  è  il  limite  del  rapporto 

P.  —  AfuaM  infinitesimale,  —  1. 


_  2_ 
■ementi  della  funaione  e  della  variabile,  quaiid» 
?  a  zero,  diremo  che  In  derivata  è  U  rapporto  fra 
nti  infinitesimi  della  fumione  e  della  variabile,- 
che  questa  seconda  espressione,  che  per  la  prima, 
arisce,  non  sia  che  una  forma  diversa  (e  spessa 
:  più  comoda)  della  prima.  L'incremento  infinite- 
i  indica  con  àx,  e  quello  dì  y  con  d^;  onde  si  avrà- 

menti  infinitesimi  éso  e  Ap  diconsi  differenssicìe 
bUe  indipendente  x  e  differemiale  ddla  fumione 
lola  (2)  si  scrive  pure 

Ay  =  f'(x)dx  (3> 

Terenziale  d'una  funzione  è  eguale  alla  derivata 
%  pel  differenziale  della  variabile  indipendente. 

differenziare,  una  funzione  è  il  calcolarne  la  deri- 
differenziale. 

ne  operazioni  sono  distinte,  ma  da!  risultato  del- 
ssa  facilmente  a  quello  dell'altra,  poiché  avendosi 

di  tf,  basta  moltiplicarla  per  da;  per  averne  il 
e;  ed  avendosi  il  differenziale  di  y,  basta  divi- 
ìx  per  averne  la  derivata.  La  derivata  è  quindi 
Ite  di  Ax  in  d^,-  perciò  alcuni  autori  invece  di 
ano  il  termine  coefficiente  differemiale. 
,0  precede,  il  da:  e  d^  si  sono  trattate  in  modo 
quantità  finite;  e  vedremo  che  le  quantità  ìnfìni- 
no  molte  proprietà  delle  quantità  finite.  Però  ri- 
i  scanso  di  equivoci,  che  finora  Ax^Ay  non  hanno 
lenza  reale  ;  che  la  formola  (3)  è,  per  conven- 
Jtro  modo  di  esprimere  la  (2),  e  che  in  questa 
il  segno  per  indicare  la  derivata  di  y  rispetto  ad 
isa  fa  definita. 

ì:aQ,  quando  ci  farà  comodo,  bja  avece  di  — - 
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Teorema.  —  Ogni  funzione^  avente  derivata  determinata  e 
finitay  è  continua. 

Infatti  se  .0?  è  la  variabile  ed  y  la  fanzione^  si  ha 
Ay  =  {Aylàoo)  AsOy  e,  col  tendere  di  Aa?  a  zero,  il  prìmo  fattore 
ha  nn  limite  deterniina,to  e  finito,  mentre  il  secondo  ha  per 
limite  zero  ;  qaindi  il  prodotto,  cioè  A^ ,  ha  per  limite  zero, 
il  che  significa  che  la  funzione  è  continua. 

§  3.  Significato  geometrico  della  derivata,  —  Sia  y  =  f(x) 
l'equazione  d'una  curva  riferita  ad  assi  cartesiani  ortogonali 
Posto  OM=Xy  MP  =  y, 
MM'  =  PQ  =  t^,  QP  =  Ay, 
sarà  tiyj^x  la  tangente  trigo- 
nometrica dell'angolo  che  la 
retta  PP'  fa  coU'asse  delle  rr, 
vale  a  dire  Lyl^x  è  la  costante 
angolare  della  retta  PP.  Fa- 
cendo tendere  ^x  a  zero^  Aj^/Ar 
tende  a  f  (ìt),  e  la  retta  PP^ 
che  congiunge  il  punto  P  della 
curva  con  un  altro  punto  P' 
il  quale  si  va  avvicinando  indefinitamente  al  primo,  tende 
verso  la  tangente  alla  curva  in  P.  Quindi  f\x)  è  la  costante 
angolare  della  tangente  alla  curva  in  P  Indicando  con  (tx) 
l'angolo  che  la  tangente  fa  coU'asse  delle  x,  si  avrà 


•    y  =  tang  (tx). 

Lo  stesso  ragionamento,  servendoci  dei  differenziali,  si 
enuncia  sotto  quest'altra  forma.  Prendansi  sulla  curva  due 
punti  infinitamente  prossimi  Pe  P ;  siano  àx  =  MM  ==  PQ 
e  dy  =  QP  le  differenze  delle  ascisse  e  delle  ordinate  di 
questi  punti.  La  retta  PP'  è.la  tangente  alla  curva;  quindi 
dal  triangolo  PQP'  si  ha  tang  (to)  =  dy/d^. 


§  S.  Derivala  d'una  funzione  di  prim>o  grado. 


:^v-T 


—  o  — 

§  5.  Derivata  d'un  prodotto.  —  Sia  y  =  au^  dove  a  è  nna 
costante  ed  u  una  funzione  di  x;  sarà  ^y=aAu^  ■j^=za^^ 

e  passando  al  limite  3^=  «j-,  e 


daw  =  adw, 

ossia  Za  (fertvofa  del  prodotto  d^una  costante  per  una  fan-- 
zione  è  egtuUe  al  prodotto  della  costante  per  la  derivata  della 
funzione. 
Sia  ora  y  =  uv^  u  e  v  essendo  funzioni  di  x;  sarà 

A^  =  uJ^v  -t-  t;Ae^  -h  Ae^At; 

Ay_    At;        Aw      ^^A 

Ar""    Ar        Ar      AjcAr     ' 


e  passando  al  limite. 


Auv  __    Av       Au 
dr  ^    àr        Ax 


Auv  =  t^dv  -♦-  vAu  ;  (2) 

cioè  iZ  differenziale  del  prodotto  di  due  funzioni  è  eguale 
alla  somma  dei  prodotti  di  ciascuna  funzione  pel  diffe- 
renziale ddraUra. 
Quest'ultima  formula  si  può  anche  scrìvere 

Auv      Au      Av 


uv         u        V 
Se  y  è  eguale  al  prodotto  di  più  funzioni  u\  U2  ^--Un ,  sarà 


=  Éii+Ìffi+...  +  ^.  (3) 


I«    «  ^If    ■• 
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3i  ottiene  dalla  formala  (4)  del  §  5  sapponeido  Fesponento 
intero  e  negativo. 

§  7.  Funzioni  di  funzioni.  —  Sia  y  =  /*(w),  ed  w  =  ^{x)  ; 
^  è  funzione  di  x  per  mezzo  di  u.  Suppongasi  che  le  fun- 
zioni f{u)  e  ^{x)  ammettano  derivata  f{u)  e  ^\x).  Si  dia 
ad  x  nn  incremento  Ao?,  e  siano  A^^  e  ^y  gli  incrementi  cor- 
rispondenti di  u  ^à  y;  sarà 

Att  =  9(0?  +  Aa?)  —  ^{x)j  e  Ay  =  /(tt  +  Aw)  —  f{u). 

Se,  dando  a  Ao;  valori  sufficientemente  piccoli,  ^u  non  si 

annulla  mai,  sarà  7^  =  t^  t—;  facendo  tendere  ^x  a  zero 

'  Ax      A«*  Aa; 

Aìi/Ao;  tende  verso  ^\x)  =  dw/do?,  Aw  tende  a  zero,  e  A^/Ae^, 

t;ol  tendere  di  A?^  a  zero,  tende  verso  f{u)  =  AyìdUy  onde 

^  dy  =  f  (e^)<p'(a;)da;  =  f  (u)du 

Se,  comunque  piccolo  si  prenda  Ar,  A;^  si  annulla  per 
'qualche  valore  di  Ar,  la  formula  precedente  è  ancora  vera. 
Infatti  se  ^u  si  annulla  per  infiniti  valori  di  Ar  piccoli 
quanto  si  voglia,  Ai^/Ar  si  annulla  pure  per  gli  stessi  valori, 
ed  il  suo  limite  che  si  suppone  esistere,  dovrà  essere  zero, 
onde  ^'{x)  =  0.  Facendo  tendere  Ar  a  zero,  dandogli  dap- 
prima i  soli  valori  per  cui  A?^50,  è  applicabile  il  ragiona- 
mento precedente,  e  quindi  Mm  àyl£ix  =  f{u)^'{x)  =  0. 
Dando  a  Ar  i  valori  per  cui  A2^  =  0,  sarà  anche  Ay  =  0, 
AyiAr  =  0,  e  limAj//Ar  =  0;  ossia  il  limite  di  Ay/Ar  è  co- 
stantemente nullo,  comunque  si  faccia  tendere  Ax  a  zero,  e 
la  formula  per  la  derivazione  delle  funzioni  di  funzioni  è 
ancora  applicabile. 

§  8.  Funzioni  inverse.  —  Sia  f{x)  una  funzione  continua 
di  a;  in  un  intervallo  da  a  a  &,  e  supponiamo  che  in  questo 
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Esempio.  Sia  x  =  if^  m  essendo  un  numero  intero  é  po- 
sitivo; variando  y  fra  0  e  -f-oo,  x  va  crescendo  con  legge 
di  continuità  da  0  a  -t-oo;  quindi  questa  funzione  permette 
inversione,  ossia^  dato  ad  x  un  valore  positivo,  esisterà  un  sol 

valore  positivo  per  y,  che  si  rappresenta  con  y=z\x  =  x  '^ 
tale  che  y^=  x.  Si  ha  Axlày  =  my^  -  ^  onde,  applicando  la 

regola  precedente,  ^  =        _^ ,  e  sostituendo  ad  y  la  sua 

funzione  di  x 


1 


[(^,«  )  1       m       ^ 


1 

=  — o; 


do;       m 

Se  invece  di  a;  pongo  u^  u  essendo  una  funzione  di  x^  si  ha, 

/  l\      il  JL^i 
per  la  regola  delle  funzioni  di  funzioni,  d  Vw»  /=  -  u"^     dw, 

e  se  «*  =  a;**,  71  essendo  un  numero  intero,  sarà  : 


^-1 

^     ni         - 

X       da?, 


ossia  la  formula  (4)  del  §  5,  per  la  differenziazione  delle  po- 
tenze, sussiste  anche  per  esponenti  fratti. 


Proprietà  delle  derivate. 

§  9.  Notazioni.  —  Introduciamo  alcuni  simboli  di  cui  ci 
serviremo  per  esprimere  gli  enunciati  dei  teoremi  che  ver- 
ranno in  seguito. 

Scriveremo  la  lettera  Q  invece  di  numero  reale  posUivOy 

0  qtmntita  positiva,  e  q  invece  di  numero  reale,  o  quantità. 

1  numeri  che  si  considerano  sono  sempre  determinati  e  finiti. 
Essendo  a,  b  due  q,  con  a""6  intenderemo  Vintervallo  da 


r  •■i.iJU"«>.-7"v  -." 


—  li- 
core a?i  di  co  interno  alVintervaUo,  e  per  questo  valore  la  de- 
rivata f{oci)  è  determinata  e  finita,  questa  è  nulla. 

Anzitutto  esaminiamo  l'enunciato  del  teorema.  Noi  sup- 
poniamo di  aver  due  numeri  reali,  differenti  a  e  &  ;  e  una 
funzione  f,  reale  e  definita  in  tutto  l'intervallo  ct^  b.  Con  ciò 
non  è  escluso  che  la  funzione  non  possa  anche  essere  defi- 
nita per  altri  valori  della  variabile,  ma  noi  la  consideriamo 
solo  in  questo  intervallo.  Poi  si  suppone  che  ooi  e  a^b,  cioè 
un  valore  interno  all'intervallo,  diverso  dei  due  estremi  aeb. 
Infine  si  suppone  che  per  x=^X\  la  derivata  abbia  un  va- 
lore determinato  e  finito,  cioè  che  f  {xi)  sia  un  q.  Da  tutte 
queste  ipotesi  si  deduce  la  tesi. 

Questo  enunciato  si  traduce  in  simboli  come  segue: 

a,6e  q.a$6.f  e  qla^b.Xt  e  a""fe.f (a?i)=max/Xa^6).f'(a?i)e  q. 

0  .  f\xi)  —  0. 

Infatti,  supposto  che  f{xi)  sia  il  massimo  valore  di  f{x) 
nell'intervallo  a^b,  h  positivo  ed  Xx  -h  h  compreso  nel- 
l'intervallo  dato,  sarà  f^{xi  -+■  A)  <  f{xi),  onde  f{xi  -*-  A)  — 

f(xi)  <  0,  ^^^'  '^\~  ^^^'^  <  0,  e  passando  al  limite 

f\xi)  S  0. 

Supposto  h  negativo,  eixi  -^h  compreso  nello  stesso  inter- 
vallo, sarà  f{Xi  -+-  h)  <  f  (a?i),  onde  f{Xi  -h  *)  —  f{coi)  <  0, 
f(x,  -h  h)-  f(x,)  ^  ^^  ^  q^j^^.  ^,^^^j  ^  ^ 

Adunque  f'{xi),  dovendo  essere  non  negativa  e  non  posi- 
tiva, sarà  eguale  a  zero. 
Analogamente  pel  minimo. 

§  11.  Esempio.  —  Vogliasi  decomporre  un  numero  a  in  due 
parti  in  gaisa  che  il  prodotto  delle  potenze  m  ed  t^  di 
queste  parti  sia  massimo  (m  ed  n  sono  razionali  positivi). 

Sia  X  la  prima  parte  ;  sarà  a  —  a;  la  seconda  ;  e  la  fun- 
zione a  rendere  massima  è 

yz=zx^  {a  —  xy 
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funzione  si  annnlla  per  cc  =  0  ed  sc  =  a,  ed 
'intervallo  fra  0  e  a.  Dunque  diventerà  mas- 
l'alore  di  x  compreso  fra  0  e  o.  Questo  va- 
ullerà  ta  derivata  i/,  ossia  soddisferà   alla 

'-*  (a  —  £c)»  —  «ce™  (o  —  5c)"-'  =  0. 

J   i  fattori  a?"-'  ed  (a  —  oc)"-',  che   non  si 

0)  compreso  fra  0  e  a,  si  ha  l'equazione 

m{a  —  a;)  —  nx  =  0, 
ci  dà  on  solo  valore  per  x.  Dunqne  questo 
uello  che  rende  massima  la  funzione.  Questa 
laò  scrivere 


irti  debbono  essere  proporzionali  ai  rispettivi 
Qlrendola  effettivamente  si  ha 


ma  (di  Molle).  —  Se  la  funzione  flou),  reale 
'intervcdlo  a"""  h,  si  annulla  agli  estremi  di  esso, 
dtìerminata  e  finita  in  questo  intervallo,  questa 
■nulla  per  un  vcdore  di  x  compreso  tra  a  eb, 
la  derivata  determinata  e  finita  in  a'~'  b  „  signi- 
nque  si  prenda  x  in  a""*  6,  f'{x)  è  un  q  ;  ossia 
Si  badi  che  quando  una  funzione  è  conside- 
.ervallo,  la  derivata  f'{a),  corrispondente  a  aa 

il  limite  iif(^-^^'>  —  f('^\  ove  h  tende  a  0, 

che  0  -I-  A  sia  compreso  nell'intervallo  stesso, 
,ndoci  noi  dei  valori  che  può  aver  la  funzione 
intervallo, 
questo  teorema  si  esprime: 

i)  =  0  .  f{b)  =  0  .  /"  e  q/o^6  .  3  . 0  «  f'(a—b). 


fr^^rrr^^ 
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Infatti,  se  f(a?)  assume  valori  positivi,  sia  f(cGi)  il  loro 
massimo  ;  a?i  sarà  diverso  da  a  e  6^  poiché  f{à)  =  f(b)  =  0  ; 
qaindi  sarà/' (^i)  =  0. 

Se  f  (a?)  assume  valori  negativi,  sia  f{ooi)  il  loro  minimo, 
si  avrà  parimenti  f'{coi)  =  0. 

Se  f{x)  non  assume  valori  positivi  né  negativi,  essa  sarà 
sempre  nulla  nell'intervallo  a^b^  e  quindi,  qualunque  sia 
a?i  in  esso;  sarà  f  (a?i)  =  0. 

§  13.  Teorema.  —  Se  f{x)  ha  derivata  in  tutto  Vintet" 
vallo  a^bj  sarà: 

ove  Xi  è  compreso  tra  a  e  b. 
In  simboli: 

a,6eq./;re  q/O^b .0  .  f^^^^fia^b). 
Infatti,  consideriamo  la  funzione 

F{x)=^f{co)-f{a)-^^^  (x-a); 
à  ha:  F(a)  =  0,    F(b)  =  0, 

'   ^  ^  b  —  a    ' 

quindi  (teor.  prec.)  esiste  un  valore  xi  tra  a  e  6  tale  che 
l^'(a;i)  =  0,  ossia 


rw-%:^=o, 


b  — a 
che  è  la  formula  a  dimostrarsi. 

§  14.  —  La  formula  ora  trovata  si  può  scrivere  diver- 
samente. 


-  li- 

)iiiamo  a  =  oo,  b  =  x  -t-  h;  Xi  essendo  compreso  tra 
h,  si  potrà  mettere  sotto  la  fwma  a  •*-  Qh,  essendo  0 
quantità  compresa  tra  0  ed  1  (esclusi  i  limiti),  quindi 
tuendo  nella  formala  del  §  13,  essa  diventa 

i: 

f(x  -«-  A)  =  fix)  -*•  hf'{w  -t-  OA). 

uesto  teorema  è  della  massima  importanza  in  Analisi 
litesìmale,  e  la  formula  ora  trovata  che  lo  esprime  si 
ritenere  la  formula  fondamentale  del  calcolo.  Essa  dice 
il  rapporto  fra  gli  incrementi  finiti  di  y  e  di  o;  è  effet- 
mente  eguale  alla  derivata  i/,  ma  corrispondentemente 
an  valore  di  x  compreso  nell'intervallo  considerato, 
inindi  nella  formula 

dy— /"(a;)d£r 

luò  ritenere  che  da;  sìa  un  incremento  arhitrario  (finito) 
ibuito  ad  a;,  ed  essa  ci  permette  dì  calcolare  il  corri- 
adente  incremento  d^  dì  y,  parche  nel  calcolo  sì  osino 
f'(x)  solo  tante  cifre  decimali  quante  sono  comuni  ai 
)ri  di  questa  derivata  nell'intervallo  considerato  di  am- 
!za  àx. 

Ld  es.  se  si  fa  f[x)  ^=\x,  e  ad  a;  si  attriboiscono  i  va- 
100  e  101,  si  avrà 

VIÓ1-VI00  =  ^' 

X  è  compreso  fra  100  e  101.  E  poiché  Vl00=  10,  ed 
:rvando  che  \x  è  compresa  fra  10  ed  II,  sì  avrà 

VlÒT<  10  +  2^0  =  1**'**50 
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VioT  >  10  -4-  2^  =  10,0451 

Quindi ,  a  meno  di  mezza  anità  del  2""  ordine  decimale  : 

ym  =  10,05. 

§  16,  —  Il  teorema  precedente  si  può  interpretare  geo- 
metricamente.  Sia  a^  la  curva  rappresentata  da  ^  =  f{x)  ; 
prese  su  Occ  le  ascisse  OA  =  a,  OB  =  6,  siano  AA'  =  f{a)y 


ìf 

i 

f\ 

M 

Q 

> 

/ 

( 

0C. 

0 

or 

à 

k          ( 

I 

FJ«.  2. 


-B5'  =  /*(&)  le  ordinate  corrispondenti;  conduciamo  per  A'^ 
la  parallela  ad  Ox^  e  sia  Q  il  punto  in  cui  essa  incontra 
la  BS.  Dalla  figura  si  ha  : 

Sia  0(7=  a7i;  e  sia  CC  l'ordinata  corrispondente;  detto  <p 
l'angolo  che  la  tangente  alla  curva  in  C  fa  coU'asse  delle 
X,  avremo  tang  cp  =  /*'(a?i),  quindi  la  formola  ilei  §  13  può 
scriversi  : 


onde  si  deduce 


tangcp  =  tang  B'A'Qj 
9  =  bQ!Q, 


ossia  la  tangente  è  parallela  alla  corda  A'B'.  Dunque,  sup- 


:  Terificate  le  condizioni  espresse  nel  tee 
della  carva  rappresentata  da  1/  =  f(x)y 
testo  arco  in  cai  la  tangente  è  parallela 


16.  —  Da  questo  teorema  derivano  le  1 
ze: 

iSfe  in  un  intervallo  la  derivata  d'una  / 
ire  positiva,  la  fumione  è  crescente.  li 
ibile  i  dne  valori  a  e  6  >  o,  essendo  f 
f{h)  >  fio) ,  ossia ,  crescendo  la  variab 
le. 

Se  in  un  intervallo  la  derivata  d'una 
vre  negativa,  la  fumione  è  decrescente.  L 
ido  /"(a?!)  <  0,  sarà  /"(&}  <  f{a),  ossia,  ci 
le,  la  funzione  decresce. 
'.  nSfe  in  un  intervallo  la  derivata  è  costa 
unzione   è   costante.   Infatti,   se  f'{cc)  ■ 

=«")■ 

'.  jSfe  due  funzioni  hanno  la  stessa  derivi 
7  per  una  costante.  Infatti  la  derivata  ( 
il  è  Dalla. 

teoremi  precedenti  permettono  di  ricoi 
Mìare  d'una  funzione  f{sc)  e  di  trovar 
mi  valori  corrispondenti  ad  un  interv; 
io,  sì  calcoli  fiso),  si  trovino  i  valori  ( 
le  radici  dell'equazione  f(_x)  =0,  e  le 
ordine  di  grandezza.  Se  a  e  ò  son  dae 

tra  a  e  &  la  f'ix),  non  annallandosi  p 
0  costante.  Se  questo  è  positivo,  !a  funz 
intervallo  a""  b,  il  minimo  dei  valori  di  /"( 

ed  il  massimo  sarà  f(b). 
ì  invece  /"'(cr)  è  in  quel!' intervallo  negi 
ce;  il  massimo  sarà  f(a)  ed  il  minimo 
;  a,h,c  sono  tre  valori  consecutivi  che 
in  a~b  f{x)  è  positiva,  e  in  h~c  è  negati' 
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Simo  dei  valori  di  /(ic)  nell'intervallo  a'"'  e.  Se  fise)  è  ne- 
gativa nel  primo,  ed  è  positiva  nel  secondo  intervallo,  sarè 
f(b)  il  minimo  dei  valori  di  f{x)  nell'intervallo  totale  ci~'c. 
Se  invece  f{x),  annullandosi  per  a^b,  conserva  lo  stesso 
segno  sia  in  a~b  che  in  b~c,  f{b}  non  sarà  né  il  massime 
né  il  minimo  dei  valori  di  flcc)  neirintervallo  a'"' e 

Esempio.  —  Vogliasi  studiare  il  modo  di  variare  deiU 
fìuudoQe 

2x 
^  =  11^^ 

\ a;t 

Fattane  la  derivata  si  ha  y  =  2  -p: — ^rg-  ;  e  poiché  i 
2 
fattore  tz — -^  è  costantemente  positivo,  il  segno  di  y'  coin- 
(1  ■*  or) 

ciderà  con  qoello  di  1  —  a;*.  Ora  1  —  a;*  sì  annoila  pei 
x^  —  Lepera;c=  +  i;  da— eoa— Ila  derivata  i 
negativa^  da  —  i  a  -♦- 1  la  derivata  è  positiva ,  e  da  ] 
a  -K  co  la  derivata  è  di  naovo  negativa.  Dunque  la  fan- 
zione  va  decrescendo  finché  w  varia  da  —  co  a —  1  ;  creso 
nell'intervallo  da  —  1  ad  1,  e  decresce  di  nuovo  da  1  all'co 

§  17.  —  La  formnla  del  §  13  si  può  generalizzare.  — 
Siano  f{w)  e  <p(a;)  fumioni  aventi  derivate  determinate  e  fi- 
nite in  (t*b,  e  supponiamo  che  rfi'(x)  non  si  annulli  per  dcut 
valore  di  co  interno  allo  stesso  intervallo,  potendosi  però  an- 
nullare per  0  =  a,ed  so^b;  allora  si  ha  : 

fibj—fia)      f'{x,) 

essendo  sci  compreso  tra  a  e  b. 

Se  w  è  un'espressione  qualunque  contenente  la  lettera  w 
allora  con  Us=»i  si  indica  comunemente  ciò  che  diventa  t 
ove  al  posto  di  x  si  ponga  a.  E  se  a~b  è  un  intervallo 
con  Usta-b  si  intende  l'insieme  dei  valori  che  assume  ì 
ove  35  vani  in  a^b.  Così 


ì^'.k"  "fTr^^ 


P5«^'— .y 
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Se  in  qaesta  formala  si  pone  <f{x)  =  x,  otteniamo  quella 
del  §  13.  Viceversa  questa  formula  si  può  ottenere  diretta- 
mente da  quella  del  §  13.  Infatti,  poiché  (f\x)  non  è  mai 
nulla  in  a^b,  e^sa  conserverà  un  segno  costante;  quindi  la 
funzione  <f{x)  varierà  sempre  nello  stesso  senso,  cioè  o  sarà 
sempre  crescente  o  sempre  decrescente;  e  perciò  ammette 
inversione.  Pongasi  ee  =  cp(a?),  ui=^{a)y  «fé  =  9(6).  Allora 

si  ricava  a?  =  cp(e^),  e  la  9  è  definita  nell'intervallo  da  ui  a 

«2;  a  =  i(wi),  b  =  ^(u2).  Applicando  la  formula  del  §  13 

alla  funzione  f\'i{u)]^  la  cui  derivata  rispetto  Skà  u  è 


fbiu)]XVi»)=f[9{u)]X^^^^^' 


si  avrà: 


U»  —  Ui  ?'[?(«)] 

essendo  u  xm  valore  compreso  fra  ui  ed  m.  E  introdacendo 
di  nuovo  la  variabile  x,  si  ha  la  formala  a  dimostrarsi. 

Qaesta  seconda  dimostrazione  ci  fa  vedere  che  la  for- 
mala sassiste  ancora  qaando  ff'{x)  si  annalli,  parche  ff(x) 
vani  sempre  nello  stesso  senso.  Si  può  pure  riconoscere, 
dalla  prima  dimostrazione,  che  la  formala  sussiste  pure  se 
f'{x)  e  ff'{x)  non  si  annullano  contemporaneamente. 

§  18.  —  Si  può  trovare  una  formula  ancora  più  generale 
della  precedente.  —  Siano  f{x),  9(0;),  ^{x)  tre  funzioni  aventi 
derivate  determinate  e  finite  in  un  intervallo  {ci~'  h)  ;  conside- 
riamo la  funzione 


I{x)= 


m 
m 

m 


re(x) 
9(a) 
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a  e  q .  /■(a)= <p(o)  =  0 .  /"'(a),  <p'(o)  e  q.  f'{a)  <  0.  o. 


lin.        m  ^  f'(a) 
ff{x)     cp'(a) 


x  =  a 


Infatti,  per  le  ipotesi  fatte  si  ha  : 


fi^)-m 

f{x)  _f{x)  —f{a)^      ce  — a 
qj(a?)      cp(a?}  —  cp(a)      cp(cg)  —  cp(a) 

a?  —  a 


e  passando  al  limite,  poiché  lim  '^  ^  _'^  ^  =  /"(a),  e 
lim  ^PLJ — ?L2  =  cpYM   si  deduce  la  formula  a  dimostrarsi. 

£!s6m2>io.  —  Vogliasi  il  limite,  per  a?  =  a,  di--;;j -. 

Siccome  numeratore  e  denominatore  si  annullano  per  a;=:a, 
il  limite  coincide  col  rapporto  delle  derivate  per  00=:  a^ 
cioè  vale 


r-=  —  a"*"" 


Se  delle  due  derivate  f{a)  e  9'(a)  si  annulla  la  seconda, 
ma  non  la  prima^  allora  il  rapporto  f{co)l'^{x)  ha  per  limite 
l'infinito.  Se  poi  esse  si  annullano  amendue,  allora  il  teo- 
rema precedente  cessa  di  essere  applicabile.  In  tal  caso  si 
applica  nei  casi  comuni  il  seguente. 

§  20.  Teorema.  —  Data  la  frazione  ^XÀ ,  se  i  due  ter- 
mmi  di  es$a  si  annullano  per  x  =  a,e  se  ^-ft-t,  col  tendere 


derivaDdo  si  ha: 

1  •*-  2cc  ■*-  3c(fi  ■*■...  •*■  «35*- ' 


{X 


Se  ora  si  fa  x^l,  il  primo  membro 
dei  nameri  naturali  1  -*-  2  -t- ...  -t-  n;   nel 
numeratore  e  denominatore  si   annulla 
tendere  a^  ad  1  ;   il  limite  del  secondo 
mite  del  rapporto  delle  derivate,  ossia  ^ 

lim  "'"  +  %;l"  +  "'^-'=Iim  «-<=, 

1       -  n(n  -*•  ] 

onde  1-*-  2+  ..,-*- n  =  — ^ 

Il  teorema  sussiste  pnre  se  il  rapp< 
tende  all'infinito. 

La  variabile  co  invece  che  ad  ap  limi 
dere  all'infinito,  e  si  ha  : 

1 8  q  ■  ft  T.  f,  y  '  q/a~OD .  lim«=„  /"(a?)  = 
Hm»=»  f^)ii{x)  8  q  . 0 ~ e  ^'{a~co) . 
=\imf{x)!i{x). 

Infatti,  posto  a!  =  l|^,  si  avrà 

lim^„  f{xMx)  ^  lim.=o  /(!/ 
e  applicando  la  regola  precedente,  poicl 

,  -^m  ,  ^ 

=  hm ^^4-r=^hm     ).(  = 


■y-:f(x},  col  tender 
a  sua  derivata  f' 
tdia  più,  e  seei 
ad  co,  questo  i 


1 .  1ìiDz=.t(9;)  = 
=  Um  f{x)\-^'{a 

lalooqae  della  vi 


dkendola  rispett 


delìnizioDe  di  lii 
Fa  a,  comnnqae 
ìd  gaìsa  che  per 
con  9  in  valor  ; 
netla(l),a7asiai 
\  pnre  Xi  >  xa, 
linato  xa,  le  fra 
dono  a  0  ;  qninc 
omanqae  piccol 
ìlta  forma  6'^  e 
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con  8'  e  fi"  minori  dell'anità,  per  tatti  i  valori  di  w  ma 
giori  d'nn  namero  X  Quindi  sarà 

ove  «,  p,  f  SODO  quantità  arbitrariamente  piccole.  Di  qui 
deduce  lim/'(a;)/tp(a')=/. 

Lo  stesso  avviene  se  limS7-T=  co,   perchè   nel   secon 

membro  della  (1)  il  primo  termine  ha  sempre  per  limite 
e,  dei  dae  fattori  in  cai  si  è  decomposto  it  secondo  termii 
il  primo  ha  per  limite  1,  ed  il  secondo  si  paò  rendere  gran 
ad  arbitrio. 

Se  nel  rapporto  f{x)j-:f{x)  il  denominatore  diventa  infin 
per  an  valore  finito  a  della  variabile,  pongasi  se  =  «  -*•  1 
si  ricava 


ove  il  denominatore  diventa   Infinito  per  «  =  co,  onde 
ricava 


r(.+  ) 
'■(•+;) 

ed  infine  si  ha  ancora 

lim       fì?^_Iim      flM. 
*°^  <f{x)  "^  tp  '(flC) 


■«■  ■ 
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1  2 

binomii  1 >1 ,...il  secondo  membro  crescerà  di  va- 

m         ifw 

lore,  ossia: 


( 


lA"*  1 


w/  1.21.2.3 1 . 2  ...  m 


e  se  nel  membro  di  destra  invece  dei  divisori  3,  4,...m  metto 
2,  avrò  a  fortiori 


(-^) 


<2-hi 


2      2*  2**-^ 


Sommando  la  progressione  geometrica  del  membro  di  destra: 


H.) 


m 

<2 


quindi 


1 

2 

1 
2" 

1 

=«2 

-H 

1- 

1 

2«-i 

1 

2 

1 

+ 

m) 

<3. 

Donqne  l'espressione  1 1  n —  ì  ,  col  crescere  di  w,  cresce 

continuamente,  mantenendosi  inferiore  a  3,  e  perciò  tende 
Terso  nn  limite  non  superiore  a  3.  Questo  limite  si  rappre- 
senta colla  lettera  e. 

Diansi  ora  ad  m  valori  positivi  non  interi;  sia  n  il  più 
grande  intero  minore  di  m,  sicché 

n<m<n-+-l 
sarà 

1.    K      1       .      1     .       1      .         1 


->->  — :T»el-«- ->1 -H— >1  .         -, 


-  29  — 

cresce  pare  indefiBÌtameDte,  e,  siccome  lim  1 1  -t-  -  j  = 

limfl  +-|^1,  sarà  ancora  lìmfx  +  — )  =e,  ossia 

Bt'espressione  ha  sen^re  per  limite  e,  qaalanqne  siano  i 
lori  dati  ad  m  parche  in  valore  assolato  cresceati  in 
nitamente. 
Se  nelle  formale  precedenti  si  pone  m  =  -,  col  creE 

indefinitamente  in  valore  assolato  di  m,  t»  tende  verso  ; 

1 
08»a  la  qoantità  <1  -f-  a?)*  ha  per  limite  e  col  tendere 
a  zero. 

§  SS.  n  modo  di  variare  di  11  -•-  —  j    col  variare  di 

il  sao  limite  col  tendere  di  m  all'co,  assumendo  valor 

ffltivi  0  negativi  si  pnò  pare  stadiare  per  via  diretta,  < 

elementare. 

Ci  serviremo  del  risultato  già  ottenuto  al  §  11,  che  il  : 

Simo  valore  del  prodotto  ic"?/"  ove  x  eA  y  sono  na 

positivi,  e  gli  esponenti  m  ed  n  sono  positivi,  supposto 

T-t-ysia,  eguale  ad  una  quantità  costante  a,  si  ottiene 

,   se      if                       ma                na  , 

ponendo— =-,  ossia  ;»  = ,  u  = , evale  qi 


/   mg   X"  I    na    Y w* «"«"*' 

\wi  -*•  nj    \m-*-  n)        (m-t-M)'"*' 

In  simboli: 
a,a),^,m,nt  Q.  33-4-^=0. =  -.0.  a;"^<- 


(mi -+-«)"+"■ 


Sostituendo  ad  a  il  suo  valore  cc-t-y,  e  dividendo  per  « 
38sa  diventa 

«.,y,«.,».Q.^~=!^.o.f5\"(sy<(£±ir 
'    '  m         n      \m)    \n}      \m-t-n/ 


-  31  — 


in,ncQ.  n>l.  0.  [n-i)"<(l-^)   ".   .     (6) 

cioè  :  i  valori  che  assume  (  1  -♦-  —  1    per  m    positivo  sono 

tutti  minori  dei  valori  che  assume  la  stessa  espressione  per 
m  negativo  e  maggiore  in  valor  assoltUo  delVunità. 

Qaando  m  è  negativo,  e  maggiore  in  valor  assolato  del- 
l'anità,  facendo  m  =  —  (1  -f-  n),  sarà  n  >  0,  e  l'espressione 


( 


1*1-)' 

mf 


diventa 


^-(l+n)      [      ^      \-(n+l)       /;^  H-  1\«+1       /  1\"+1 


ni         \       n 


I        1\"*     /        1  \'"*' 
Infine  i  valori  che  assumono  (Ih —  1    e  (  1  -4-  -  1      per 

m  positivo  (cioè  i  valori  di  (In —  j    per  m  positivo,  e  per 

m  negativo),  col  crescere  di  m  si  avvicinano  indefinitamente. 
Infatti  il  rapporto  fra  la  seconda  e  la  prima  quantità  vale 

Ih — ,  che  per  w  =  oo  ha  per  limite  l'unità. 

Conchiudendo  l'espressione  (  1  h-  -  j   per  m  positivo  cresce 

continuamente,  e  per  m  negati vo,  e  <  —  1,  decresce  conti- 
nuamente; i  valori  della  prima  serie  sono  tutti  minori  di 
quelli  della  seconda,  ed  essi  si  avvicinano  indefinitamente. 

Perciò  (  1  -f-  —  j    per  m  =  00  tende  ad  un  limite,  che  è 

maggiore  di  tutti  i  valori  che  quell'espressione  assume  per 
w  >  0,  ed  è  minore  dei  valori  della  medesima  per  m<  —  1. 
Questo  limite  si  indica  colla  lettera  ^,  ed  è  in  analisi  un 
numero  della  massima  importanza.  Ponendo  dunque 


1 


a  che  esso  è 

meQ. 

endo  w  ^  1  E 


»i  =  100  si  1 
più  grandi  s 
ssimi  fra  loro 
enze  con  esp 
ce  aBsai  laboi 
;olo  di  e,  le  e 


la  formala  (1^ 
li  elementi  di 
iri;  si  deduo 
'andò  ambo  i 

ti  diventino  in 

i  noto  qoand( 
se  ana  funzit 
icente)  qaand( 


a  variabile,  si 
lio,  qualunque 

34.  Derivala  t 
indo  il  logarit 
labile  che  assi 
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^-Loga;=lim^    ^ — ^ r ^  =limr Log— — -  = 

do?      ^  *=o  h  h      ^    oc 


fe\f 

h 


limiLog (l+l)  =lim  Log (l-t-^)^  =  lim  i  Log (l+|) 
Posto  T—  =  a,  e  osservando  che  col  tendere  di  A  a  zero, 

m 

a  tende  a  zero,  avremo  : 

;r-Logfl?  =  lim_  ÌLog(l  -+^  a)", 


da?     ^  «=oa? 


ossia 


g^  Log  a?=  -  Log  e,  d  Log  a?=  -^  Log  e,  (l) 

ove  Log  e  è  preso  nella  base  a  che  si  considera. 

In  pratica  si  usano  due  sistemi  di  logaritmi  :  i  naturali 
(neperiani,  iperbolici)  di  base  e,  i  quali  indicheremo  colla 
caratteristica  log;  i  volgari,  aventi  per  base  la  stessa  base 
del  sistema  di  numerazione,  cioè  il  numero  10,  i  quali  in- 
dicheremo colla  caratteristica  Log. 

Se  i  logaritmi  sono  naturali,  il  logaritmo  di  e  vale  1, 
onde  l'ultima  formola  diventa 

dloga?=-.  (2) 

Il  logaritmo  in  base  a  del  numero  e,  cioè  Log6  dicesi 
madido  del  sistema  di  logaritmi  di  base  a.  Indicandolo  con 
M.  sarà 

^      r  M 

^Log«  =  -.  (3) 


Pei  logaritmi  volgari  si  ha 

M  =  Logio  e  =  0,  43429448. 

P.  •—  AtMlÌ9Ì  mfiHitetimalé.  —  8. 


■.■»■-■. 
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Adunqae,  Log  1001  è  compreso  tra  i  valori  3,  0004342 

e  3, 0004338 ;   quindi  Log  1001  =  3,  000434  a  meno   di 

mezza  nnità  dell'ultimo  ordine  decimale. 

§  26.  Derivata  di  a*.  —  Consideriamo  la  funzione   a*  ; 
si  avrà 

^-.  a*  =  lipi 7 =  lim  — ^— T '  =  a*  lim  — r — . 

da?  A  h  h 

Poniamo  a*  —  1  =  «,  da  cui  a'^  =  1  -h  a  ;  prendendo  i 
logaritmi  in  una  base  qualunque  a  positiva,  si  ha 

feLoga  =  Log(l  -+-  a),        h=     Yoga      ' 

e  quindi 

qH  —  i  Log  ^ 


h  Log(l  -♦-  a)' 

onde 

d    ,       ^,.  Log  a 

a*  =  a*  lima         ^ 


da?  Log  (!-♦•  a)  ' 

ora,  poiché  Log  (1  -♦-  a)  =  a  — ^^   "^   ^  =  a  Log  (1  •*-  «)« , 

avremo 

d   *       «r  Logfl 

—  a'^^za'  lim ^ r  ; 

da?  ±' 

Log  (1  -*-  a) 


a 


passando  al  limite,  e  osservando  che  col  tendere  di  A  a  zero 
a  tende  a  zero,  si  avrà 

d    _       ^Loga 

i  logaritmi  dovendo  prendersi  nella  stessa  base. 
Se  i  logaritmi  si  prendono  in  base  a,  sarà 

da*         ^1 

=  «"t:;;;;t>  (2) 


da?  Log  e  * 
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[odo  in  base  e  si  arra 

iltinui  formiiia  che  con 

f. 

are,  se  a  ^  e,  sì  ha 

da;  ' 

ne  e"  gode  della  proprie 
fonzione  stessa. 
i  funzione  di  a?,  avrenK 
[e  funzioni  di  finzioni, 


d    . 

Si"' 

=  rt-l0g«g 

vota  di  «'.  — 

Consideri 

anzioni  di  a;,  ed  h  assai 

=  V  log  u,  da 

cai: 

!*"  =  de^"P'=  «""B- (logj 

=  a"  (logwdi 

=  «'  logudi! 

are,  se  «  ^  cost.  =  a,  i 

da"  =  a"  log  a  <3 

la  forinola  di  derirazio 

5,  (5)]. 
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Sapponendo  invece  v  =  cost.  =  m,  sarà  àv  =  0,  onde 

iu^  =  mu^^^  dw,  (3) 

e  ritroviamo  la  formola  di  derivazione  delle  potenze. 

Adanqne,  la  derivata  di  u^  è  la  somma  di  due  termini, 
di  cui  il  primo  si  ottiene  ritenendo  costante  la  base  e  va- 
riabile l'esponente,  ed  il  secondo  ritenendo  costante  l'espo- 
nente e  variabile  la  base. 

§  27.  La  funzione  Ioga?,  per  a;  =  oo,  tende  ad  oo.  Il 
limite  di  logxlx  si  otterrà  applicando  il  teorema  del  §  21  ; 
esso  coincide  col  limite  del  rapporto  delle  derivate,  ossia 
col  limite  di  Ijx^  che  vale  0,  danqae 

lim_!^=0.  (1) 

Se  si  divide  Ioga;  per  una  potenza  m  di  x  maggiore  della 
prima,  a  fortiori  loga?/ar»,  per  a?  =  oo,  ha  per  limite  0. 

Supponiamo  invece  w  <  1.  Posto  x*^  =  z,  onde  0?=^,  sarà 

S:r  = —  ;  e  facendo  tendere  x  ad  oo,  col  che  z  tende 

pure  all'oo,  si  ha: 

^«Q.o.lim_l^=0.  (2) 

Elevando  a  potenza  n  la  funzione  di  cui  si  considera  il 
limite,  e  leggendo  m  al  posto  di  mn,  si  avrà: 

m,  w  e  Q .  0.  lim^^^  (loga;)-/ar"  =  0.  (3) 

ossia  il  rapporto  fra  una  pdenza  positiva  qualunque  di  Ioga? 
ed  una  potenza  qualunque  (ìi  a?,  per  x  =  oo,  tende  sempre  a  0. 
Se  in  questa  si  legge  e^  al  posto  di  a;,  si  avrà: 

w, neQ.o.  lim^p^^a;'*e-'^  =  0  (4) 

»       •  ^-  lim^^^e'^/or»  =  oo.  (5) 


Per  ni  ^  1  si  ha  : 

»  e  Q.3.  lim_„ — 

il  rapporto  di  e'  ad  ogni  potei 
e  l'infinito. 

Funzioni  trigonomt 

38.  Queste  fnnzioni  si  sogliono 
;onsideraztoDi  geometriche,  e  i 
essa  via.  Ricordiamo  che  in  get 
in  fisica,  ecc.,  compaiono  diverE 
Kimetria  si  hanno  le  lunghezzt 
ni,  ecc.  Se  a  è  nna  grandezza, 
(nn  Q),  allora  ma  è  una  nuov 
I.  Se  a  e  &  sono  grandezze  omog< 
I  positivo  m,  e  le  equazioni 

bja  :=  m  .  ^  ,  b  : 
equivalenti.  Le  grandezze  non 
pn&  sassistere  nn'eguaglianza  fr 
irò;  però  le  grandezze  si  posso 
in  colla  misura.  Si  sceglie  a  q 
grandezza  u,  detta  unità  di  mh 
numero  che  misura  a  mediante 
i  angoli  piani  costituiscono  ud 
i  etementi  essi  si  misarano  p 
ra  l'angolo  retto,  ovvero  la  s 
i  grado  sessagesimale.  Ma  in  an 
ra  un  angolo  il  rapporto  fra  k 
ào  avente  al  centro  quelVangol 
0  arco  è  descritto,  o  altrimenti 
ngolo  è  lo  ^esso  numero  che  m 
'Mude  quell'angolo,  ove  per  uniti 
lari  si  prenda  il  raggio. 
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Colla  lettera  n  si  indica  il  rapporto  fra  la  lunghezza  di 
una  circonferenza  e  il  suo  diametro.  Quindi,  se  r  è  il  rag- 
gio, 2nr  sarà  la  lunghezza  dell'intera  circonferenza,  (w/2)r 
quella  del  quadrante. 

L'angolo  retto  sarà  misurato  da -^,  l'angolo  d'un  grado  da 

Y^.  L'angolo  1  sarà  l'angolo  chiuso  da  un  arco  eguale 

al  raggio,'  ed  è  espresso  da  57"*  17'  45". 

Si  considera  pure  negli  angoli  il  senso  con  cui  si  imma- 
ginano descritti.  Un  angolo  si  ritiene  positivo  se  una  retta 
che  descrive  l'angolo,  passando  dal  primo  al  secondo  lato 
di  esso,  si  muove  nel  senso  opposto  a  quello  in  cui  si  muo- 
vono le  lancette  dell'orologio;  negativo  nel  caso  opposto. 

Diremo  qualche  volta  angolo  invece  di  numero  che  mi- 
sura un  angolo  con  la  convenzione  ora  fatta.  Quindi  se  l 
è  la  lunghezza  d'un  arco  circolare,  r  il  raggio,  a  l'angolo 
al  centro  (cioè  il  numero  che  misura  l'angolo  al  centro),  si 
avrà  per  definizione  a  =  Z/r,  onde  l  =  ra\  ossia  la  lun- 
ghezza d'un  arco  circolare  vale  il  prodotto  del  raggio  per 
Vangalo  al  centro.  Si  badi  che  i  ed  r  sono  grandezze  con- 
crete omogenee,  cioè  lunghezze,  ed  a  è  un  numero  astratto. 

Con  seno?,  cosa?,  tango?,  ecc.,  ove  a?  è  un  numero  astratto, 
intenderemo  il  seno,  il  coseno,  ecc.,  dell'arco  circolare  mi- 
surato  dal  numero  x  prendendo  per  unità  di  misura  il 
raggio,  ovvero  dell'angolo  al  centro,  cioè  dell'angolo  misu- 
rato dal  numero  a?  secondo  le  convenzioni  fatte.  Le  linee 
goniometriche  seu,  cos,  ecc.,  sono,  come  è  noto,  rapporti  di 
certi  segmenti  al  raggio,  e  quindi  numeri  astratti.  Pertanto 
nell'espressione  sena?,  tanto  la  variabile  a?  quanto  la  funzione 
^na?,  sono  numeri  astratti,  ossia  q. 

§  89.  Teorema.  —  //  limite  dd  rapporto  del  seno  d'una  va- 
riabile alla  variabile  stessa,  col  tendere  di  questa  a  zerOj  è 

» 

l'unità: 

,.         sena?      - 
jim^_rt =  !• 
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Sia  O  il  centro  del  cerchio,  di  raggio  OA=ìj  ed  a  cui 

appartiene   l'arco  AM=^x,  minore  d'nn  quadrante.  Sia 

Paf— senor  e  itfr=tanga;.  Facciasi  la  fignra  simmetrica  della 

considerata   rispetto    all'asse  OA, 

e  sia  M'  il  simmetrico  di  M.  Si  ha 

che  il  segmento  rettilineo  MPM'  è 

minore  dell'arco  contermine  JlfjlJlf', 

il  qaale  alla  saa  volta,  è   minore 

della  spezzata  avrilappante  MTM' 

ossia  2sena;<2a;<2tangaJ,  ovvero 

s^-  *■  sena;  <  a;  <  tan^ 

£  che  an  arco  (nel  primo  quadrante)  è  compreso  fì-a 
seno  e  la  saa  tangente. 

ienx  <  oc  si  dedace <  1,  e  da  a:  <  tUngac,  ossìa 


cosce  < <  1. 

ce 

indo  tendere  a;  a  0,  cosa:  tende  ad  1,  e  perciò 

ompreso  fra  dae  quantità  Tana  avente  per  limite  l, 
a  costantemente  eguale  ad  l,  avrà  pure  per  limite 


2sc 
corda  2*c 
=  corda  2a; ,  si  ha  lim  — ^ =  1,  ossia  il  rapporta 

1  arco  infinitesimo  di  cerchio  e  la  sua  corda  è  l'unità. 
adi  che  il  limite  in  questione  è  l'unità,  supposto  di 
re  gli  angoli  colle  convenzioni  fatte  nel  numero  pre- 
B.  Così, 


-.-i-=  '■"'—^  =  180'""- 


'ISO* 


IF' ,  .  ■■ 


-  41  - 

§  80.  —  Derivaaione  delle  funzioni  trigonometriche. 
Sia  y  =  senx\  sarà: 


T^             ,.        sen(a?-4-fe) — seno?     ,. 
Dseno;  =  limfc=o — ^ r ^=  lina 


2sen^fecos(  «?-*--] 


h  —  h 


sen^h       I        Ji\  senjA 

— j—  cos(a?-«-g  =cDsa?lim — j — , 


sen^A 


e  poiché  lim  -^ — =1,  sarà 

— j —  =  cosa?,    d  sen  a?  =  cos  a?  da?.  (1) 

da?  ^  ^  ^ 

In  modo  analogo  si  paò  trovare  la  derivata  di  cosa?;  più 
semplicemente 

dcosa?  =  dsen(|— a?j  =  cos(|  — a?jd  f|  — a?j  = 

—  cosi  g  — a?)  da? 

ossia  d  cosa?  =  —  sena?  da?.  (2)- 

Le  altre  funzioni  trigonometriche  si  sanno  esprimere  ra- 
zionalmente mediante  il  seno  ed  il  coseno,  ed  applicandovi 
le  regole  note  si  ricava 

,  ,  sena? cos a? d sen a?  —  seno? d cosa? 

^  cos  a?  cos^a? 

cos^a?-+-sen^a?  j 

= = da? 

cos*a? 

ossia 

da? 
d  tanga?  =  — j-  =  (In-tang^a?)  da?  =  sec^a?  da?.  (S)- 

cos  a? 


seno;  ,        ,  cosa;  ,^         /k\ 

seca;  =  — 5-  àx,    dcoseca;  = =-  aas.        w 

cos'AC      '  sen'ac 

-  Fumioni  trigotiometriche  inverse,  —  La  funzione 
col  Tarlare  di  oc  assume  infinite  Tolte  ogni  valore 

fra  —  1  e  •*- 1.  Ma  variando  se  fra  —  Tt/2  e  ■*-n!2, 
crescendo  con  continnità  da  —  1  a  -»- 1  ;  quindi  essa 
vertire,  ossia  dato  ad  y  un  valore  qualunque  tale 
Cy  <  -+■  1,  esiste  uno  ed  nn  sol  valore  di  x  com- 

— jt,'2  e  •*-TC/2  che  verifica  la  condizione  y  =  sena;, 
alore  di  sr  è  la  fnnzìone  di  ^  inversa  del  seno.  Al- 
tri la  indicarono  con  co  —  arc(sen  =  y),  cioè  l'arco 
10  è  eguale  ad  j»,  altri  più  broTemente  con  x=: 
altri,  e  specialmente  gli  inglesi^  usano  indicarla 
V.  ovvero  con  sen^y;  noi  metteremo  il  segno  — 
a  del  segno  sen,  e  scriveremo  sen^,  conformemente 
Lzione  delle  funzioni  inverse.  Si  avrà  quindi,  leg- 
ai posto  di  ff, 

W  e(—  l)"-*  (+  1).  o.séòxti—  n/2)"-  (it/2) 


'2 


lo  X  compreso  fra  —  1  e  -1-  1  sarà  sen  sen  ao  :=  aj. 

compreso  fra  — nl2  e  n/2  saràsensen  x^x. 
;amente  con  cos  x,  ove  x  sia  compreso  fra  —  1  e 
oderemo  l'arco  compreso  fra  0  e  n  avente  per  coseno 

tang  X,  qualunque  sia  il  valore  reale  di  x,  inten* 
l'arco  compreso  fra  — it/2  e  n/2  avente  per  tan- 
Così  tangO=l,  tangl=n/4,tang(— a;)=— tangau; 


iW»< 
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Le  formule  di  trigonometria,  introdacendo  le  fanzioni  in- 
verse, assumono  un'apparenza  nuova,  cui  conviene  abituarsi 
onde  riconoscervi  le  formole  ben  note.  Così  la  formola 


cosa  =  sen  (^ — «j, 


sapposto   0  <  a  <  «,    onde   nl2  >  ir/2  —  a  >  —  nl2j   posto 
cosa=a;  onde  a=cosa?,  diventa  a?=senf-^  —  cosa?]  e 

prendendo  i  sen  d'ambo  i  membri  sena?=^  —  cosa?,  ossia 


n 


sen  a?  -t-  cos  a?  =  ^  •  (1) 

La  formula  cos  a  =  Vi  —  (sen  a)« ,  posto  sen  a  =  a?,  onde 
a  =  sen  a?,  diventa  cos  sen  co  =  Vi  —  ^^;  o 


sena? 


=  cos  \l—oo^  .  (2) 


La  formula  sen  «  =  ry        ^^    ~,  posto  tanga  =  a?  di- 

VI  -*-  tang*a 


a? 


Tenta   sen  tang  a?  =  ^.  ,  o 

VI  -+-0^* 


(3) 


tang  a?=  sen  ^. 
^      :        Vi  -*-  »• 

La  formula 

.       /    .  Qx       tang  a -+- tang  p 
^^g('-^P>  =  l-tangatangV 

sapposti  a,  p  e  a  -♦-  p   compresi   fra   — 1^/2    e   7C/2,   posto 
tang  a  =  a?,  tang  P  =  y,  diventa  : 

tanga?-^tengy  =  tang  1^^^^,  (4) 

e  così  via. 


Sia  y  =  sena;.  Si  ha  a;  =  sei 
1/cosy;  volendo  esprimere  la 
ìabile  indipendente  x,  si  osse 

cosy  sVl  —  sen'y  =  V 

dicale  si  deve  prendere  col  i 
compreso  fra  —  n/2  e  «/2,  cos 


d5enfl;  = 

dir 

\l-a^ 

=  cosa;  ; 

sarà 

,    da>  = 

=  —  seny  dy. 

%=- 

dc^ars: 

ix 

licale  si  prenderà  positivo,  pò 

jfvi  che  le  derivate  di  sena;  t 
contrario,  cosa  che  si  poò  ai 
formala  [§  31,  (1)]: 


=taDgx;  si  ha 

cos*y  da; 


lo  analogo  si  ricava 


« 


^^_  pB^jjr^ .— j*»  ■■ 
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,  — -  da? 

d  cot  a?  =  —  -r 5  j  /4\ 

aseca?=    ^  .  :     dcoseca?  = t-===  .    (k) 

oo^/co^  —  1  '  C0\(ÌC*  —  1        ^^ 

Le  formule  precedenti  permettono  di  determinare  la  de- 
rivata d'ogni  funzione  di  x  ottenuta  eseguendo  sulla  varia- 
bile e  su  costanti  un  numero  finito  di  volte  le  operazioni 
algebriche  di  addizione^  sottrazione,  moltiplicazione,  divi- 
sione, elevazione  a  potenza,  e  colle  operazioni  trascen- 
denti esponenziali,  logaritmiche  e  trigonometriche  dirette 
ed  inverse. 

Applicazioni  geometriche. 

§  83.  —  Se  y  =  f{<c)  è  l'equazione  d'una  curva  in  assi  car- 
tesiani ortogonali ,  si  è  già  visto  che  la  costante  angolare 
della  tangente  alla  curva  nel  punto  di  ascissa  co  è  data  da 
dy/da?  =y'  z=zf{x).  Quindi,  dette  {X,T)  le  coordinate  cor- 
renti d'un  punto  di  questa  tangente,  la  sua  equazione,  vale 
a  dire  l'equazione  della  retta  passante  pel  punto  (a?,y),  e 
di  costante  angolare  i/  sarà 

Y-y  =  y'{X-oo), 

X-co     Y—y 
ovvero  -—5 —  =    ,    ^  • 

da?  dy 

Alcune  volte  la  direzione  della  tangente  alla  curva  in  un 
suo  punto  dicesi  direzione  della  curva  (o  di  un  elemento  di 
curva)  in  quel  punto. 

Dicesi  normale  ad  una  curva  piana  in  un  suo  punto  la 
perpendicolare  alla  tangente.  L'equazione  della  normale, 
cioè  l'equazione  della  retta  passante  pel  punto  (a?,y),  e  di 
costante  angolare  il  reciproco,  cambiato  di  segno,  di  y',  sarà 

Y-y  =  -l{X-x), 


(X—as)da! 

14.  —  Pel  punto  P  d 
ogente  TP  che  incont 


rerso  della  sottonorni 
positiva  se  qaesto  ve: 
delle  0,  negativa  ne 
geate  è  da  T  verso  . 
I  triangolo  rettango 
PTM  =  y',  si  ricava 

Sottotange 

1  medesimo  triangolo 
laverà  l'ipotenusa: 

lezza  tangente  =  TP 

1  triangolo  rettangolo 

V=  PTM  ha.  per  tai 

Sottonormi 


lezza  normale  =  JW= 

J5,  —  Esempi. 
Parabole.  —  Si  dà  q 
:  in  coordinate  cartes 

m  è  an  esponente  qu 
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mensarabile ,  positivo  o  negativo,  che  dicesi  anche  ordine 
della  parabola. 

Se  fw  =  2,  ovvero  =1/2,  la  curva  coincide  colla  ^arafco/a 
conica^  il  cui  asse  è  Oy  nel  primo  caso,  ed  Ooo  nel  secondo.. 
Per  m  =  1,  la  linea  è  una  retta  passante  per  l'origine.  Se 
w  =  3,  la  curva  si  chiama  parabola  cvMca,  e  se  w  =  3/2, 
vien  detta  parabola  semicubica.  Se  w  =  —  1,  la  curva  è  una 
iperbole  riferita  ai  suoi  asintoti. 

Se  m  è  intero  e  positivo,  la  funzione  ao?*"  è  definita  per 
tutti  i  valori  di  ce;  lo  stesso  avviene  se  w  è  intero  e  ne- 
gativo, tolto  il  valore  speciale  a?  =  0,  per  cui  la  y  diventa 
infinita. 

Se  m  è  un  intero  pari  (positivo  o  negativo),  l'asse  delle  y 
è  un  asse  di  simmetria  della  linea;  invero  dati  ad  oo  due 
valori  eguali  e  di  segno  contrario  ce  e  —  ce,  ì  valori  corri- 
spondenti dell'ordinata  sono  eguali,  e  quindi  i  due  punti 
della  curva,  aventi  la  stessa  ordinata  ed  ascisse  eguali  ma 
di  segno  contrario,  sono  simmetrici  rispetto  all'asse  delle  y. 

Se  m  è  un  intero  dispari,  l'origine  è  centro  della  curva. 
Invero  i  due  punti  di  ascisse  ce  e  —  x,  hanno  per  ordinale 
flf/jjw  Q  —  ^rjQm^  Q  quindi  sono  simmetrici  rispetto  all'origine. 

Invece  di  dare  il  coefficiente  numerico  a  si  può  dare  un 
punto  A  per  cui  passa  la  curva.  Se  a?o  e  yo  sono  le  coor- 
dinate di  A^  dovrà  essere  yo  =  axo^  ;  e  quindi,  eliminando 
a,  l'equazione  della  parabola  diventa  2^/yo  =  (^/^o)"*;  ed  al- 
lora, se  m  è  intero,  si  sa,  colla  geometria  elementare,  data 
l'ascissa  ce,  costrurre  l'ordinata  y. 

Si  ha  y'=zmace^'^,  onde 

sottotangente  =:yly':=:xlm, 
ossia  ndla  parabola  d'ordine  m  la  sottotangente  è  Pm'^  parte 
delVascissa.  Questa  proprietà  permette  di  costrurre  assai 
facilmente  la  tangente  ad  ogni  parabola. 

Così,  per  m  =  2  (parabola  conica),  sia  T  il  punto  media 
dell'ascissa  OM;  sarà  PTla  tangente  alla  curva.  Per  m  =  —  1 
(iperbole),  si  prenda  TM=  —  OM,  vale  a  dire  MT^=OMy 
la  PT  h  la  tangente  cercata. 


—  48  - 

1  casa  speciale  della  parabola  c< 
2poc,  si  ha  y/  =  p,  ossia  in  qnesta 
è  costante. 

Curva  logaritmica.  —  È  la  carva  i 
t  è  ana  costante  positiva  diversa  e 
tribnendo  ad  w  i  valori  interi 

...-2,-1,0,1,2,3, 
nata  y  assume  i  valori 

fl-*,  o-',  a"  =  1,  a,  n'  . 
esti  segmenti  si  costraiscono  medie 
li,  dati  i  segmenti  1  ed  a. 
loscendo  le  ordinate  a*  ed  a''  coi 
«  a;  ed  0^  si  può  determinare  l'ordii 

H-g 

2 

è  la  media  geometrica  delle  ordinat 
ò  costrarre  colla  riga  e  col  compa 
no  costrarre  infiniti  punti  della  cu 
quanto  si  vuole. 

ha  y'  =  a'iogo,  onde  ^l'y'  =  1/loga, 
ìtmica  la  sottotange>ite  è  coslaiUe. 

6.  La  posizione  d'aa  punto  P  nel 

ninare  mediante  le  coordinate  pala 

■)  vettore  p  che  è  la  distanza  dal  pn 

fisso,  0  polo,  0,  e 

argomento  tp,  che 

raggio  vettore  OF 

fissa  Oco,  detta  asi 

Un'equazione  p= 

curva  in  coordinati 

j        vogliamo  condurre 

Fig.6.  Prendansi   perei' 

punti  Pe  P'  l'uno 

tre  di  coordinate  (p  -h  A  p,  9  -•-  A  cp 

0  OP  si  descriva  l'arco  PQ  ;  si  avrS 
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circolare  PQ  .-=  pAcp.  Dal  triangolo  rettilineo  PQP  si  ricava. 

■ 

sen  QPP_  PQ 
senQPP-QP" 

Facciasi  ora  tendere  Acp  a  0,  ossia  P'  a  P.  La  retta  PP' 
ha  per  limite  la  tangente  alla  curva  in  P;  l'angolo  QP'P 
ha  per  limite  l'angolo  che  la  tangente  in  P  fa  col  raggio 
vettore  OP,  angolo  che  diremo  6  ;  Tangolo  QPP'  ha  per  li- 
mite il  complemento  di  6  ;  quindi,  passando  al  limite,  si  avrà  : 

,       ^     ,.     PQ      y        PQ     ^arcoPQ      ,.        PQ 

poiché  il  limite  del  rapporto  della  corda  all'arco  è  l'unità; 
e  sostituendo 


tange  =  lim^=lim^ 


A'^ 


e  infine 


tange  =  ^  =  i^. 


§  37.  Si  può  arrivare  allo  stesso  risultato  con  considera- 
zioni geometriche.  Poiché  tutti  lati  del  triangolo  PQP' 
tendono  a  zero^  si  faccia  una  figura  simile  alla  considerata, 
moltiplicando  tutte  le  linee  di  essa  per  una  stessa  quantità 
ky  che  si  sceglierà  in  modo  che  al  limite  si  abbia  ancora 
un  triangolo  finito.  Basta  prendere  k  in  modo  che  il  pro- 
dotto A-Acp  sia  una  quantità  finita,  che  si  può  scegliere  ad 
arbitrio,  e  che  chiameremo  dcp. 

Allora  la  figura  simile  al  triangolo  PQP  tenderà  ad  un 
limite,  e  sia  questo  il  triangolo  Pi  QiPi. 

L'arco  PQ  vale  pAcp;  l'arco  corrispondente  nella  figura 
simile  sarà  fcpAq?,  e  il  suo  limite  che  è  il  lato  PiQi  sarà 
eguale  a  pd«p.  L'angolo  Qi  che  è  il  limite  dell'angolo  PQP\ 
è  retto.  Il  lato  QP'  vale  Ap;  il  corrispondente  nella  figura 
simile   sarà  A-Ap  =  A;(Ap/A'-f  ) Acp  ;   il  suo  limite,   che  il  lato 

P.  —  Analiti  infimiésimale.  —  4. 


ìiPi  sarà  (dp/dip)d9.  L'angolo  in  Pi'  sarà  l'angolo  cercato 
;  e  del  triangolo  PiQiPi'  si  ha: 


tang6  = 


PtQi  _pdtp 


QiPi       dp 

Qurato  ragionamento  si  saol  esporre  sotto  forma  pift  con- 
;isa,  e  dispensandoci  dal  costrarre  la  figura  simile,  nel  modo 
egaente: 

Prendansi  sulla  curva  due  punti  infinitamente  prossimi 
9  e  P.  Descritto  l'arco  di  cerchio  PQ,  ii  triangolo  QPP' 

cui  lati  sono  il  segmento  rettilineo  QP=Ìp,  l'arco  circo- 
are  infinitesimo  PQ  =  pdtp,  d'elemento  infinitesimo  di  curva 
RP,  è  rettilìneo,  e  rettangolo  in  P;  quindi,  poiché  l'angolo 
n  P  è  0,  si  ha:  tang fl  =  pd^/dp. 

§  38.  Si  condnca  nel  polo  0 
la  perpendicolare  al  raggio 
vettore  OP,  che  incontri  la 
tangente  alla  curva  in  T  e  la 
normale  alla  curva  in  N.  Il 
segmento  OT  dicesi  sottotan- 
gente polare;  il  segmento  ON 
soitonormale  polare;  TP  lun- 
ghezza ddla  tangente  polare; 
e  NP  lunghezza  della  normale 
polare.  L'aggettivo  polare  si 
sottintende  -quando  non  siavi 
pericolo  di  confusione  fra 
questi  segmenti  e  quelli  aventi 
lo  stesso  nome  in  coordinate 
cartesiane. 
Dal  triangolo  rettangolo  POT,  in  cui  0P=  p,  e  tange=p/p' 


Sottotangente  =  0T=  p'/p' 
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Dal  triangolo  rettangolo  NOP,  in  cui  OP=:^,e  Tangolo 
in  N  vale  6  si  ricava 

Sottoriormale  =  ON=p' 

§  89.  —  Esempi. 

1.  La  Spirale  d'Archimede  ha  per  equazione  p  =  a% 
ove  a  è  una  costante  arbitraria. 

In  essa  p  varia  proporzionalmente 
a  7.  Quindi,  conoscendo  un  punto  A 
della  curva,  se  ne  possono  ottenere 
infiniti  altri,  segnando  delle  rette 
OB,  OCy...  che  facciano  coU'asse  po- 
lare OX  angoli  multipli,  0  summul- 
tipli  di  AOX,  e  poi  portando  su  esse 
raggi  vettori  multipli  0  summultipli 
di  OA,  secondo  la  stessa  ragione. 

Si  ha  p'=a;  dunque  nella  spirale 
^'Archimede  la  sottonormale  ha  una  lunghezza  costante. 
La  sottotangente  polare  p*dcp/dp  vale,  nel  nostro  caso,  acp*. 
Se  si  descrive  con  centro  0  e  con  raggio  OP  l'arco  di  cer- 
<;hio  PM  compreso  fra  il  punto  P  e  Tasse  OX ,  sarà  ap- 
punto l'arco  PJf  eguale  ad  a^  ;  quindi  la  sottotangente  OT 
^  eguale  in  lunghezza  all'arco  di  cerchio  di  raggio  OP^  e 
di  ampiezza  l'angolo  POX. 

2.  La  spirale  logaritmica  è 
la  curva  di  equazione  p=  Ce^^, 
ove  C  ed  a  sono  due  costanti. 
Se  a  =  0,  si  deduce  p  =  C, 
ossia  la  spirale  logaritmica  è 
in  questo  caso  un  cerchio. 

Se  a  non  è  nullo,  variando 
C  si  hanno  infinite  spirali,  che 
però  non  sono  che  posizioni 
distinte  d'una  stessa  curva.  Invero,  se  si  prende  per  nuovo 
asse  polare  una  retta  passante  per  lo  stesso  polo,  ma  che 


Fig.  8. 


faccia  l'angolo  w  coU'antico  asse  pola 
lunque  del  piano  non  si  altera  il  ragj; 
cliiamando  ?'  il  nuovo  argomento,  i 
Quindi  l'equazione  della  curva  diventa  i 
che  ha  la  stessa  forma  della  primiti 
della  costante  C  trovasi  Ce"",  e  prendei 
w  si  può  fare  in  modo  che  essa  assuma 
piace. 

Quindi,  qualunque  si  sia  la  spirale,  s 
e  la  sua  equazione  ridotta  alla  forma  f> 
l'equazione  diventa  p  =  A^. 

Se  OA,  OB  e  OC,  OD  sono  due  e 
che  vanno  ai  ponti  ABC D  della  cur* 
mente  inclinate  fra  loro ,  ossìa  se  l'a 
all'angolo  COB,  allora  i  triangoli  Ch 
mili.  Invero,  detti  «,  p,  y,  S  gli  argoi 
vettori,  sarà 

OB         ,._,,     OD 

m  =  '"''  '  00"= 

e  siccome  ^  —  a.^h  —  Yi  perchè  le  e 

sono  egualmente  inclinate  fra  loro,  si  hi 

i  triangoli  OAB  e  OCD,  che  hanno 
e  i  lati  che  li  comprendono  proporzi 
Perciò,  se  della  spirale  sì  conoscon' 
^  e  B,  e  si  costruiscono  i  triangoli 
ad  OAB,  si  hanno  infiniti  punti  C, . 
vanno  in  un  senso;  e  se  si  costruisci 
OFE,....  pure  simili  ad  OAB,  si  haE 
che  procedono  in  senso  opposto.  Inol 
due  raggi  vettori,  se  si  segna  la  bist 
ed  OH  è  il  raggio  vettore  che  corri; 
trice,  dovranno  i  triangoli  OAH  ed 
quindi  OH  è  media  proporzionale  fr. 
costrurre  colla  riga  e  col  compasso. 


determinare  sulla  corva  invaiti  altri  punti,  tanto  prossimi 
ctnanto  sì  vaole. 

Si  ha  p'=ae"^.  Onde 

tang  e  =  p/p'  =  l/£i. 

Quindi  la  spirale  logaritmica  taglia  sotto  angolo  costante 
itUti  i  raggi  vettori. 

3.  Concoidi.  —  Sia  nel  piano  ana  linea  /.  Da  un  punto 
O  del  piano  si  conduca  la  retta  OM  ad  un  punto  qualunque 
M  della  linea  l,  e  si  porti  sulla  direzione  OM  un  segmento 
MP  di  lunghezza  costante.  Variando  M  sulla  linea  l ,  il 
jponto  P  descriverà  una  linea,  che  dicesi  concoide  di  /,  ri- 
spetto al  punto  0. 

Kiferita  la  linea  /  a  coordinate  polari,  dì  cui  0  è  il  polo, 
sia  p  =  f(i}  1*  sua  equazione.  Detto  pi  il  raggio  vettore  cor- 
rispondente al  punto  P]  e  A  ta  lunghezza  costante  MP,  sarà 
^1  =  p  -I-  A.  Derivando  si  ha  pi'  =  p'.  Ma  p'  e  p/  sono  le  sun- 
normali  della  linea  l  e  della  sua  concoide,  quindi  la  concoide 
d'una  linea  ha  la  slessa  soltormale  polare  della  linea  dola. 

Questa  proprietà  permette  di  trovare  immediatamente  la 
tangente  alla  concoide  conoscendo  la  tangente  alla  curva 
primitiva,  e  dà  luogo  alla  seguente  costruzione: 

Si  segni  la  ON  ±  OMP,  fino  ad  incontrare  la  normale  in 
M  alla  l  nel  punto  N.  La  retta  NP  è  la  normale  cercata. 

Se  la  linea  l  è  una  retta,  la  con- 
coide assume  il  nome  di  concoide 
di  Nicomede.  Se  si  prende  per  asse 
polare  la  perpendicolare  OA  ab- 
1)assata  da  0  sulla  /,  l'equazione 
della  retta  è  p  =  a/cos^,  e  quella 
della  concoide 


Si  vede  che  la  curva  è  simmetrica  ^'*"  *■ 

rispetto  alla  retta  OA.  Se  M  è  un 

punto  dil,  e  P il  corrispondente  della  concoide,  segnato  MN 
±l,e  0N±  OM,  la  PN  è  la  normale  alla  concoide  in  P. 
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Altro  caso  importante  di  concoidi  è  qaello  in  cui  la  linea 
è  un  cerchio,  ed  il  punto  O  sta  sulla  circonferenza.  Essa 
icesi  lumaca  di  Pascal.  Questa  curva  ha  forme  differenti, 
econdochè  il  segmento  h  è  maggiore  o  eguale  o  minore 
el  diametro  del  cerchio.  Se  h  è  eguale  al  diametro  del 
erchio,  la  curva  dicesi  anche  cardioide.  Presa  per  asse  pò- 
ire  la  retta  OC  che  va  al  centro  C  del  cerchio,  sarà 
)3/=2(icosT,  e  quindi  l'equazione  della  concoide  è 

p  =  2acos9  -H  h. 

La  normale  alla  curva  ia  P  si  ottiene  segnando  il  dia- 
letro  MCN;  sarà  ON  la  sottonormale,  ed  NP  la  normale 
ercata. 

4"  Cissoidi.  —  Siano  nel  piano  due  linee  h  ed  h.  Da  aa 
unto  0  si  conduca  la  retta  0P\P2  ad  incontrare  le  dae 
nee  h  ed  h  in  Pi  e  ft  ;  e  si  segni  sulla  retta  OPiPt  an 
unto  P  tale  che  OP=OPi±OPi.  Variando  la  direzione 
ella  retta  OP,  il  punto  P  descriverà  una  hnea  /.  Sì  vuol 
'ovare  la  tangente  alla  l  in  P  conoscendo  le  tangenti  in 
*i  e  Pa  alle  h  ed  Ì2. 

Detti  pi,  pb,  p  i  raggi  vettori  corrispondenti  a  Pi  P*  e  P, 

iràp  =  pi  +  pe,  e  quindi  ^=-^+-p;  ossia  la  sottonor- 

lale  della  Mn  P  è  la  somma  0  differenza  delle  sottonor- 
tali  di  lì  e  h  in  Pi  e  Pg. 

Sia  p.  e.  la  linea  h  una  retta  APi,  la  U  nn  cerchio  C 
ingente  alla  retta  in  A,  e  il  ponto  0  sia  l'altro  estremo  del 
iaraetro  passante  per  A.  Preso  OP=OPt  -  OPg  =  pBpi, 
,  avrà  come  luogo  dei  punti  P  una  curva,  detta  cissoide 
i  Diode.  Essa  è  simmetrica  rispetto  alla  retta  OA.  Posto 
*A  =  a,  si  deduce  OPi  =  a/cosqj,  OPt  =  ocostp,  e  quindi 
equazione  della  cissoide  è 

a  senhi 

COS:p  ^  COS'f 
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La  costruzione  della  normale  alla  curva  in  P  si  otterrà 
nel  seguente  modo  :  La  retta  PgC  incontri  in  N^  il  cerchio  ; 
segnata  la  retta  indefinita 
OJN2,  il  segmento  OJV2  sarà 
la  sottonormale  del  cerchio. 
Da  Pi  si  innalzi  la  PiNil-APi 
che  incontri  0N%  in  JVi  ;  poi 
si  segni  0N=  ONi  —  0  JVi  = 
=  ONi^N20=N2M  La 
NP  è  la  normale  cercata. 

Le  linee  h  ed  h  possono 
anche  essere  archi  di  una  stessa 
curva.  Così  se  da  un  punto  0 
contenuto  nel  piano  d'un  cer- 
chio Csi  conduce  una  trasver- 
sale OPfPi  a  questo  cerchio, 

e  si  porta  su  questa  trasversale  il  segmento  OP  =  OPi  — 
—  OP2  =  P«Pi,  si  avrà  come  luogo  dei  punti  P  una  curva. 
Per  condurre  la  normale  a  questa  curva,  si  segni  la  J.  in 
O  al  raggio  OPP^Pi,  che  incontri  il  raggio  del  cerchio 
passante  per  Pi  in  Nt.  Si  porti  0N=  ONi  —  ONt  —  N2N1. 
Sarà  PN  la  normale  cercata. 

Se  si  prende  per  asse  polare  la  retta  OC,  e  si  chiamano 
p  e  cp  le  coordinate  polari  di  P,  a  il  raggio  del  cerchio  C, 
e  2^  la  distanza  OC,  l'equazione  della  curva  ottenuta  nel 
modo  testé  indicato  è 


Fig.  10. 


p  =  2  \/a*  —  6*sen2?. 

La  curva  ha  forme  diverse  secondochè  0  è  estemo  od  in- 
temo al  cerchio.  Nel  caso  in  cui  le  tangenti  condotte  da  0 
al  cerchio  siano  ortogonali,  dicesi  lemniscata. 

Più  generalmente,  se  da  un  punto  0  si  conduce  una  retta 
ad  incontrare  in  Pi  P» ...  P«  n  linee  date,  e  si  porta  su  essa 
un  segmento 


0P=  WllOPi  H-  W2OP2  -H -H  ninOPn, 
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e  mi  mi ...  m„  sodo  numeri  arbitrariij  dette 
estremità  dalle  sottooormali  corrispondei 
0N=  miONi  ■*■  TìitONi  ■+■ ...  ■+■  m. 
Sia  ancora,  come  nella  cissoide,  C  un  cere 
Ila  circonferenza,  OCA  un  diametro,  e  ^ 
lare  ad  esso  in  A.  Segnata  la  OPsPi  che 
io  in  Pi  e  la  retta  in  Pi,  sia  P  il  loro 
)go  dei  punti  P'  è  una  curva  detta  visie 

Si  ha  0P'  =  ^^^^^^;  quindi  l'equa; 

rva  è 

a  sua  normale  in  P  si  ottiene  segnando  il  i 
i  ONt;  in  seguito  Pi^iHO^,  che  incon 
tto  N'  il  punto  medio  di  JVi  ed  Ni,  sarà  , 
rcata. 

Sul  mimerò  e. 

§  40.  Come  appendice  al  capo  I  daremo 

lare  il  numero  e, 

Teorema.  —  Essendo  n  un  intero  positivo  q 


1      2!      3!        ■        » 
^,111  1 

6<iH-3-+2-!  +  3!  + ■■■•*-.^-^; 

Infatti  nello  sviluppo  (1  -«-  Ijnt)"  colla 
mio,  ove  m  è  intero  e  positivo  (§  22) , 
mma  dei  primi  »  -«- 1  termini,  ed  ii  la  i 
issivi. 
Si  avrà 


-,-^r 
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ove 


(»  +  l)!\        *»/""\        ni) 


m  —  1 


Facendo  tendere   m   ad  oo  ,   si  ha  lim  f  1  h —  j   =  e , 

1  1 

lim«S=l  -*- 1  -♦•  ^  -t- ...  H-  -j,  E  è  positivo;  onde  si  dedace 

la  (1). 

Si  ha  poi,  osservando  che  ciascuno  dei  binomii  (1  —  1/»»)... 
è  minore  dell'anità. 

o^       1        .        1  ^J_ 

^(»H-1)!      (»-t-2)!        •       m! 

cioè 

1  '1 


B<       ' 


in  ■*- 1)  ! 


n  H-  2      {n-h  2)(n  -t-  3) 


...] 


e  a  maggior  ragione^  sostituendo  ad  n  -f-  2,  ti  -t-  3  la  quan- 
tità minore  n  -♦- 1  : 

g^       1        /.    ,       1      ,        1 ^  1         \ 

Ora  dall'algebra  elementare  si  sa  che  i  termini  entro  pa- 
rentesi formano  una  progressione  geometrica  decrescente,  e 

1             n  -t-  1 
la  loro  somma  è  minore  di z — = .  Quindi 

^   -f-    1 

B  <  — j — ,  e  passando  al  limite  si  ha  la  (2). 

Tv  •  Tv 


1     1     1     1 


ove  e  è  una  quantità  compresa  fra  0  e  9: 
Facciamo  7i=10;  e  calcoliamo  i  vari  t 


I+l 

= 

2,  00000000, 

1/2! 

= 

0,  50000000, 

1/3! 

_ 

0,  16666666, 

1/4! 

= 

0,  04166666 , 

1/6! 

-. 

0,  00833333 , 

1/6! 

= 

0,  00138888 , 

1/7! 

= 

0,  00019841 , 

1/8! 

= 

0,  00002480, 

1/9! 

= 

0,  00000278  ; 

1/10! 

= 

0,  00000027 

Sommando 

2,  71828177 

Avremo  dunque  e  >  2,  71828177,  in  prii 
i  termini  della  somma  precedente  sono  cali 
poi  perchè  si  è  trascurato  il  resto  8/(w!»); 
iore  per  eccesso  di  e,  calcoleremo  i  termi 
per  questo  basterà  aggiungere  8  unità  d 
decimale  alla  somma  precedente,  inoltre 
decimo  dell'ultimo  termine  scritto,  cioè, 
unità  dell'ultimo  ordine  decimale,  onde 

e >  2,  71828188. 

Quindi  possiamo  scrivere 

e  =2,  7182818. 

con  errore  minore  di  un'unità  dell'ultimo 
Teorema.  —  Il  numero  e  è  irrasionale. 
Infatti,  ponendo  per  assurdo,  e  =  min  < 

due  nnmeri  interi,  avremo: 


m - 

n 


Ih-  ;r; 


1 
2! 


59 
3! 


2^ 

n! 


e 


n\  n 


Moltiplichiamo  i  due  membri  per  n\;  trasportando  tutti 
i  termini  del  secondo  membro,  eccetto  l'ultimo,  nel  primo, 
avremo  nel  primo  membro  un  numero  intero,  nel  secondo 
la  frazione  6//i,  il  che  è  assurdo,  dunque  il  numero  e  è  ir- 
razionale. 

Il  numero  e  non  solo  non  è  razionale^  ma  come  dimostrò 
il  sig.  Hermite,  esso  non  è  un  numero  algebrico,  cioè  non 
può  essere  radice  di  alcuna  equazione  algebrica  a  coeffi- 
cienti razionali. 


Esercizi!. 

§  41.  Sui  §§  1-8. 
Dimostrare  le  seguenti  formule: 

1.  D(a-+-a?)  (6 -f- 2a?«)  =  6jc« -♦- 4aa?  +  &. 

2.  D  (a  -^  feiT*")»  =  mnhx"^-^  {a  ^  Za?'»)"-^ 

3.  D  x^{a  H-  lx'')P  —  oo^{a  -4-  Ix^y  f-  ^  nplx^ 

^  ^  ^  Ma?      r^-+-/ir" 

m 


4.  D  {r.  -*-  a?)"'(6  -h  x)^  =  (a  ■+-  x)'^{b  ^  a?)"  ( - 

\a 


n 


X     b-^x 


5.D.-^=2    ^-^' 


6.  D 


7.  D 


8.  D 


1  ^x^        {l-^x^f 

a—  X 2a 

a  H-  a?  ~      {a-^xf  ' 

1  A~x  _  1_— ^^  —  ^ 
l-+.a?«  ~  ~"(1  -H  a?2)i 


x"" 


nx 


n-ì 


(l-f-a?)*»     {l-^x) 


ni-l 


^  (a?  H- 1)  (g?  -h  2)  (X  -4-  3)_2flg^  —  24fl?  —  28 
^' ^  x  —  2  ~       {x-2f 


p  g  -H  ^g-  _  ap  —  6a 

p  «  -I-  Pig  --  TJg' .  _  (gp  —  fe)  -I-  2((iT  —  <»)■<;  *  (In-ef)if 
a-i-ix-h  ex-  ^a-*-ix-*-  ex*) 


V?" 


D 
D 


'  2\a  - 


Va'  —  ci^     ia'-^f 

X  1 

Vi  *  a:»  ~  (1*0!')"»  ' 

1  X 


Vi— io'      (l-a?)W 

Ci  — n;     (1  — a;)Vl  — a^ 
D  ' 


U-vr= 
^ViZZ: 


■vr: 


:Vl— a;'  \,l*Vl— W 


1- 


1 


Vi  -«-a^— Vi  — •>:'  x'\        Vi— a='' 

La  derivata  di  u/a,  ove  a  è  nna  costante,  vale  »'/«-  ^ssa 
si  ottiene  considerando  la  funzione  scritta  sotto  la  forma 
(l/rt)w,  ed  applicandovi  la  regola  del  prodotto  [§  5,  (1)], 
anziché  quella  del  quoziente. 

Le  derivate  di  parecchie  funzioni  si  possono  trovare  di- 
rettamente, senza  farle  dipendere  da  altre  regole  di 
derivazione.  Così: 


,  1 


1 


1 


:  lim  a;  H 


x{x  -*■  ìì)  = 


i  Va'  =  lim 


VE 


x{x  -h  h) 


"^Va'  +  'i  +  Va!) 
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22.  Il  binomio  {a  ■*•  x)",  ove  n  è  intero  e  positivo,  si  paò, 
coli' Algebra  elementare,  sviluppare  secondo  le  potenze 
di  X,  e  si  ha  un  risultato  della  forma: 

(a  -t-  x)"  =  Ao-*-  Aix  •+■  AìX^  -t-  ...  -i-  AnX".         (1) 
Fatto  x=0  si  ha  a"  — .io.  Si  derivi  la  (1):  si  ha: 
n(a  ■+■  ce)*-'  =  j4[  -*-  2As.x  ■*•  SAsx'  -h  ...  -♦-  iiA^x^-^. 
Moltiplico  per  a-t-  x,  e  nel  primo  membro  al  posto  di 
(fl  -I-  x)"  metto  il  suo  sviluppo  dato  dalla  (1).  Si  ha: 

ttJf,  +  rìA,X  +  H^,j'  +  ...  +  nAnXO  = 
^uA^+^aAtlx-^SaAAx'-}-  .,.-\-naAn  \x'*—^-tnAnX'' 

+     a}    +    2AJ  +(K-l)^n-il 

Eguagliando  i  coefiicienti  delle  stesse  potenze  di  x,  sì 
hanno  delle  equazioni  da  cui  si  ricavano  i  valori  di 
^1 ,  As,  ...  An.  Così  si  può  dimostrare  la  formula  del 
binomio. 

§  42.  Sui  §§  10-11). 

1.  La  funzione  i/ :^  x^  -*■  pw  ■*■  q  è  decrescente  da  —  co  a 

—  p/2,  è  minima  per  a;  =  — p/2,  è  crescente  da — pì2 
a  -t-  co. 

2.  Studiare  la  variazione  di  y  =  a;^  •*-  /  a;^  -*-  (,a7  -t-  r. 

(Si  risolva  l'equazione  di  2°  grado  p'^^O;  se  essa  ha 
due  radici  reali  «  e  p,  ove  a  <  p,  la  ^  è  crescente   da 

—  co  ad  a,  decrescente  in  a~p,  crescente  da  p  a  +  co  ; 
/"(a)  è  il  massimo  dei  valori  dì  f{x)  da  —  co  a  p,  ed 
fip)  è  il  minimo  nell'intervallo  da  «  a  -i-  co.  —  Non 
c'è  né  massimo  né  minimo  dei  valori  assunti  da  }'{x) 
col  variare  di  a;  da  —  co  a  -♦-  co.  Se  y'  ha  le  radici 
coincidenti,  o  immaginarie,  la  a'  è  sempre  crescente.) 

3.  La  funzione  x^  —  2x^  —  ?£c  -h  30  è  crescente  da  —  co 
a  —  1,  decrescente  da  —  1  a  3,  e  crescente  da  3  a  -♦-  oo. 

4.  Il  minimo    di    {x  —  (n)*  +  (a;  —  at)^  ■*-...-*- (x — a„}* 
corrisponde  ad  ic  =  («r-n  as  ■* >■  ««),». 

5.  La  funzione  }\x)  —  x^  —  5x*  ■+■  bx'^  —  1  cresce  quando  x 


.'■=^«B.' 
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varia  da  —  oo  ad  1,  decresce  quando  a;  da  1  va  a  3,  e 
cresce  poi  quando  co>3. 

6.  Inscrivere  in  un  triangolo  il  rettangolo  d'area  massima. 

(L'altezza  del  rettangolo  è  la  metà  dell'altezza  del 
triangolo). 

7.  Inscrivere   in   un   triangolo  il  rettangolo  di  perimetro 

massimo  o  minimo.  (Corrispondono  all'altezza  nulla  o 
alla  base  nulla). 

8.  Inscrivere  in  un  cono  di  rivoluzione  il  cilindro  di  vo- 
lume massimo.  (L'altezza  del  cilindro  =  1/3  altezza  del 
cono). 

9.  Id.  id.  di  superficie  laterale  massima.  (L'altezza  cilindro 
=  1/2  altezza  cono). 

10.  Id.  id.  di  superficie  totale  massima.  (Se  r  ed  A  sono  il 
raggio  base  e  l'altezza  del  cono,  sarà  altezza  del  ci- 

lindro  =  ^., . .  Affinchè  il  problema  sia  possibile, 

deve  essere  A  >  2r  ;  altrimenti  la  superficie  totale  cresce 
al  diminuire  dell'altezza. 

11.  Inscrivere  in  una  sfera  di  raggio  r  il  cilindro  di  volume 

2r 

V3 

12.  Id.  id.  di  superficie  laterale  massima  (diametro  base  ci- 

lindro =  altezza  cilindro  =  r\2), 

13.  Id.  id.  di  superficie  totale  massima   (altezza  cilindro 

14.  Inscrivere  nella  stessa  sfera  il  cono  di  volume  massimo 

f  altezza  =  ^rj  • 

15.  Id.  id.  di  superficie  laterale  massima  f  altezza  =  o^")  • 

16.  Id. id.  di  superficie  totale  massima f  id.  =  ^(23  —  \n)]. 

17.  Con  un  foglio  rettangolare  di  lati  a  e  b  costrurre  una 
scatola  di  volume  massimo. 


massimo  (altezza  cilindro  =  :^;  raggio  base  ==ry-j. 
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Detta  X  l'altezza  da  dare  alla  scatola,  il  volume  è 
x{a  —  2x)Q)  —  2x).  Supposto  a<6,  esso  si  annulla  per 
x=Q  ed  0?  =  a/2  ;  e  diventerà  massimo  per  un  valore 
di  X  compreso  fra  i  due.  Esso  corrisponde  ad 


X 


=  Ua'^l)  —  \'a^  —  ab^lA 


§  48.  Sui  §§  24-27. 

l.d  log  1/^3  = -i^ 
^  r  x^\    0(^—1 

2.  d  log  {x  H-  V^^  ±  à?)  = 


àx 


V^±a«' 


3.  d  log(a?  -4-  p  -4-  ^ofi  -+-  2px  -^  q)  = 

4.  DaJlog^  =1-4-  Ioga?. 
^x  -♦-  a  -4-  \x  -I-  h 


da? 


5.  d  log 


Va?-  -+-  2px  -+-  y 


do? 


Va?  -♦-  a  —  V^  -*"  *      V(^  "♦"  «)  (^  -♦■  &) 

da? 


6.  d  log  (log  i»)  =     , 

°  ^   ^    ^      0?  Ioga? 

7.  d  e*  (a?  —  1)  =  a?6*  do?. 

8.  d  e*  (a?«  —  2a?  h-  2)  =  a?^  e*  do:. 


10.  D 


6^ 


11.  D 


e*  —  e 


(f 


■> — jp 


12.  Dlog  (e*  -4-  c-"^)  = 


2 

e'  "4-6- 

-  • 

2 

4 

(e'  -i-e- 

-f 

-r^      ^- 

—  e" 

-a? 

e^ 


I  —  X 


13.  Il  massimo  valore  di  a?'*é-*si  ha  per  x=n. 

14.  Il  minimo  di  a^  (per  a?  >  0)  si  ha  per  a?  =  I/e. 

15.  Il  massimo  di  a?^^*  (a?  >  0)  si  ha  per  a?  =  6. 
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=a;cosa;da;. 

;os  a!  —  a^  cos  a;)  =  as*  sen  x  àx. 

=taDg'icdr. 

cotasda;. 

-  taog  X  ex. 

Ax 

wsa;' 

ena;)  = 


(.'-»> 


tang 

x\ Ax 

2  /      cos  ^ 
:_Va«— ydiC 
3      o-t-JcosjJ 
1. —    \        dai 

/ab  dx- 

6a^  "(II- Ja?' 
x\2h-x'        1 


a;V2H 


2V2 


taDg 


x\ì\ 


cos*  a;  -I-  ra*  sen*  a:  ' 
[  da; 

!~a!Va:'  — 1  ' 
-  I  da; 


x^a^—l  ' 


da; 
^V2«  — a^  ' 

enti  an  lato  e  l'angolo  opposto  deter- 
mo è  l'isoscele. 

ritti  ad  una  data  sfera  trovare  qnello 
no.  (Il  seno  dell'angolo  delle  generatrici 
5. 


-  fó  — 

19.  Trovare  fra  i  coni  aventi  un  dato  lato  qaello  di  volarne 
massimo.  (La  tangente  dell'angolo  delle  generatrici  col- 
l'asse  vale  Y2). 

§  46.  Sui  §§  33-39. 

1.  La  sottonormale  della  parabola  ^  =  2pa;  è  costante  ed 
eguale  a  p  (metà  del  parametro). 

2.  La  sottotangente  della  carva  y  =  aod^  (parabola  d'ordine 
m)  è  l'w^  parte  dell'ascissa. 

Si  consideri  il  caso  di  m  =  —  1  (iperbole  equilatera). 

3.  Le  curve  y=/'(^)>  y  =  «/'(^)j  ove  a  è  una  costante 

(le  quali  curve  sono  affini,  essendo  l'asse  delle  x  l'asse 
d'affinità),  hanno,  nei  punti  di  medesima  ascissa,  sotto- 
tangenti eguali. 

4.  Nell'iperbole  equilatera  oc^ — y*  =  ±l,  la  sottonormale 

è  eguale  all'ascissa. 

5.  Nella  conica  y^  =  ma^  -1-  «,  la  sottonormale  è  propor- 

zionale all'ascissa. 

6.  Le  curvejr  =f(a;),  y  =  Va*  -t-  [fi^)^  hanno  nei  punti 

di  eguale  ascissa  le  sottonormali  eguali. 

7.  Le  curve  y=f{x),  y==\a^  "[fi^ìY  hanno  nei  punti 
di  eguale  ascissa  la  sottonormali  eguali  ma  di  segno  con- 
trario. 

8.  Le  curve  y=f(a?),  y  =  ;;T-^  hanno   punti   di   eguale 

/  w 

ascissa  le  sottotangenti  eguali  ma  di  segno  contrario. 

9.  La  curva  y=  3 5  ha  l'origine  per  centro  di  sim- 
metria; costrurre  la  tangente  nei  punti  di  ascissa  0, 1, — 1. 

10.  Costrurre  la  curva  di  equazione  y  =  z ^  • 

11.  Costrurre  la  curva  di  equazione  y  =  senx  (simisoidé). 

12.  Costrurre  la  curva  y  =  (e*  -h  e'-*)/2  (catenari-f). 

13.  Se  y=f{x)  è  l'equazione  d'una  curva,  allora 

a)  La  distanza  dell'origine  dalla  tangente  vale  ^~  '^^^  . 

P.  —  AmatUi  infiniUtimaJe.  —  5w 


h)  U  segmento  che  la  tangente  taglia  sull'asse  delle  x 

vale  x  —  y\ì/. 
e)  Il  segmento  che  la  tangente  taglia  sall'asse  delle  y 

vale  y~xif. 

d)  La  sottOBormale  polare  vale ~-,-^ — l^y— . 

f  oìy  —y 

e)  ]ia  sottotangente  polare  vale  ^-^^ — ^-^ — ; — ^■ 

4.  La  cnrva  p  =^  a!^  (spirale  iperbolica)  ha  il  polo  per 
punto  asintotico,  ed  ha  un  asintoto  parallelo  all'asse 
polare  alla  distanza  a.  In  essa  la  sottotangente  polare 
è  costante. 

5.  Costrurre  le  curve  di  equazione 

P  =  osen29,   p=rtsen3'P,   ...    p  =  fisenra(p. 

6.  Se  i  raggi  vettori  pi  e  p*  di  due  curve  corrispondenti  ad 

ad  uno  stesso  argomento  %  soddisfano  alla  relazione 
p,  pi=l^j  ove  k  è  una  costante  indipendente  da  cp,  al- 
lora le  tangenti  alle  due  curve  fanno  col  raggio  vettore 
angoli  eguali  e  di  segno  contrario. 

Le  due  curve  diconsi  inverse  l'una  dall'altra. 

7.  Nella  curva  di  equazione  p"  =fl'"cos»i:p,  l'angolo  che 
la  normale  fa  col  raggio  vettore  vale  mrf. 


CAPO  II. 
Oerivate  succeesive- 

§  46.  La  derivata  della  fanzione  y=f{x),  indicata  con 
'  =  f{x),  dicesi  anche  rferjra/a  prima.  La  derivata  della 
erivata  dicesi  derivala  seconda,  e  si  indica  con  y  o  f'{x). 
i&  derivata  della  derivata  seconda  è  la  derivata  terza 
f"^f"{x),  e  così  via  si  hanno  ^",  if. ...  i'"',...  Esse  si  rap- 
ireaentano  anche  con  Dy,  D'y,...  J>i/, ... 

Le  derivate  successive  si  indicauo  pure  coi  differenziali. 


Si  ha  ày^^dcc.  Dicesi  differenziale  secondo  di  y,  e  si  ia- 
dica  con  i'i/,  il  differenziale  del  differenziale  primo,  cioè 
dd^,  ottenuto  però  considerando  il  Aw,  differenziale  della 
variabile  indipendente^  come  costante.  Quindi 


y  = 


_d'y 
diB*' 


Così  via  si  definiscono  i  differenziali  terzo,  quarto,  ecc.  e 
in  queste  successive  differenziazioni  il  do?  è  sempre  costante. 
Si  ottiene  così 

d"y=y'"da:n 


.  d"y 
da;"* 


§  47.  Per  calcolare  le  successive  derivate  d'una  funzione 
basta  applicare  più  volte  le  note  regole  di  derivazione.  Ec- 
cone alcuni  esempi. 

1°.  Sia  ìf  -^r^aox"  •*-  Oi  a;"-'  -i-  ...  +  a„ . 
Sarà       y'  ^xox"-^  •*■  (n —  1)  ai  x"-*  -*- ...  -*-  On-i 

y"=n(n  —  1)  aox'-^  -t-  (n  — 1)(h  —  2)  tu  db—»  -*- ... 


Quindi  le  successive  derivate  d'una  funzione  intera  dì  grado 
n  sono  funzioni  intere  di  grado  n  —  l,  n  —  2,  ecc.;  I'h"  è 
costante  e  vale  il  coefficiente  del  1'  termine  moltiplicato  per 
n!;  le  successive  sono  tutte  nulle. 

2'.  Sia  ìj  =  au-*-  hv,  ove  a  eh  sono  costanti,  a  e  v  fun- 
zioni di  X. 
Si  avrà      yW^AHM-t-^^M. 
3*.  Sia    y  =  av. 


^  ^uv  -t-uv 

y"  =  Uff'  -*-  2u'v'  -*-  u"v 

ì/"  =  uv"'  •*■  Su'v"  -H  3«'V  -I*  u"'v 


e  saccessìve  derivate  di  e  sono  tatte  egaalì  ad  e'. 
iyata  n'  dì  a'  vale  a'  (Ioga)". 
&  y=  logac,  Sarà  : 

ff'  =  llx  =  x-i,  y"=  —  x-*,  y"'  =  23r-8,... 
ptnì  =  (  -  l)»-!  (n  —  1)1  ar-». 

a  y^senos;  sarà  : 

OS  X,  y"^  —  seo  a;,  y"'  =  —  cos  oc,  y"  =  sen  x. 

la  derivata  quarta  coincide  colla  funzione,  la  de- 
nta coincìderà  colla  prima,  e  così  vìa,  cioè  si  rì- 
'  periodicamente  di  quattro  in  quattro, 
pure  scrìvere 

d"  /  it\ 

5— sena!  =  sen   a;+«5 


a  y==Fiu),  ove  ti  è  funzione  di  oc.  Sì  ha 
ày_ 


doc 


=  F'iu)u' 


Lo  più  volte  qaest'  eguaglianza,  si  ricava 

«"+  F"(u)(iu'u"'  +  3i("')  +  F"'(u) .  &u'*u"  +  F>y(u) .  u"- 
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8«.  Sia  y  =  f(a?),  e  si  ricavi  x=f(j/).  Conoscendo  le  suc- 
cessive derivate  della  funzione  diretta  fy  si  vogliono  calco- 
lare le  derivate  della  funzione  inversa  /!  Si  ha 

da?        1 


dy     f{w) 

Derivando  ambi  i  membri  rispetto  ad  y,  ed  osservando 
che  il  secondo  membro  è  funzione  di  x^  il  quale  è  funzione 
di  yj  la  cui  derivata  è  data  dalla  formula  precedente,  si  ha 


e  così  via. 


§  48.  Siano  x  eà  y  due  funzioni  della  stessa  variabile  t. 
Si  ricavi  t  in  funzione  di  x,  e  si  sostituisca  il  suo  valore  in  y; 
la  y  diventerà  funzione  di  x.  Conoscendo  le  successive  de- 
rivate di  a;  ed  y  rispetto  a  ^,  e  che  indicheremo  con  x\  a?" 
...  t/,  y, ...  si  vogliono  calcolare  le  successive  derivate  di  y 
rispetto  ad  x. 

In  altri  termini,  se  a?  =  cp  (t),  y=f{t),  si  ricava  t  =  ?  (a?), 
e  quindi  y=f\^ix)].  Si  conoscono  le  derivate  di  /*  e  di  ?; 
si  vogliono  le  derivate  f^. 

Questa  questione  chiamasi  cambiamento  della  variabile 
indipendente,  e  si  risolve  colle  regole  che  danno  le  derivate 
delle  funzioni  di  funzioni  e  delle  funzioni  inverse. 

Si  haj^  =  -n  J-:  maj-  =  j-;  onde,   ricordando   che 
ax      àt  ax^        ax      db  '  ' 

àt 

dw       ,  dx        ,    ,        .    dy      i/ 
-,^=y ,  -r-  =  0?'  si  avrà  -r^  =  ^, . 
àt     ^  ^  dt  dx     X 
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Si  derivi  rispetto  ad  x  osservando  che  il  secondo  membro 
è  funzione  di  t,  il  quale  è  funzione  di  ce,  avente  per  deri- 
vata Ijx'.  Si  avrà: 

àhj a/;/'  —  r"i/ 

d^y  „  x'jccfi/'"  —  oc'y)  —  Z!jc"(xy  —  a"i/') 
dflc»—  ,^'5  ■  ■    ■ 

sì  via.  Se  in  queste  formale  si  sappone  x^t,  quindi 

1,  cc"  =  a/"  — ...  =  0,   si  hanno  le   identità T^—y, 
'  '  Ax     "  ' 

=y", ...  Se  in  esse  si  suppone  y  =  t,si  avranno  le  for- 

ì  che  esprimono  le  derivate  di  t/  rispetto  ad  x,  in  fan- 
!  delle  derivate  di  x  rispetto  ad  ij,  cioè  le  formale  del- 
mpio  8°. 

le  funzioni  x  eà  y  della  variabile  t  sono  le  coordinate 
asiane  d'un  punto  nel  piano,  questo  punto  varierà  col 
are  di  (;  e  questo  punto  mobile  descriverà  una  curva, 
ajettoria.  Per  avere  l'equazione  di  questa  curva  sotto 
)rnia  y  =  f{x),  bisogna  appunto  fare  il  cambiamento 
i  variabile  indipendente,  cioè  ricavare  t  in  funzione  di  x, 
stituime  il  valore  nell'espressione  di  y.  Ora  le  formule 
edenti  ci  permettono  di  trovare  le  successive  derivate 

rispetto  ad  x  in  funzione  delle  derivate  di  a?  ed  y  ri- 
to a  ^,  e  ci  dispensano  dal  fare  l'eliminazione  di  t.  Cosi 
ostante  angolare  della  tangente  sarà  data  da  y'jx'. 

hihtppo  delle  funzioni  secondo  le  poterne  ascendenti 
di  una  variabile. 

49.  Si  dice  che  una  funzione  y  è  infin-ltesima  con  x, 
sro  col  tendere  di  oc  a  0,  se  limi  =  o  y  ^  0.  Usando  la 
izione  sulle  inversioni,  una  funzione  infinitesima  con  x, 
i  avente  per  lìmite  0,  col  tendere  di  x  a  0,  si  può  in- 


-  71  - 

dicare  con  lim^p  =  o  0,  ovvero  lim  0,  quando  si  sottintende  il 
modo  di  variare  della  variabile  indipendente. 
Se  f(cG)  è  infinitesima  con  a?,  può  avvenire  che  il  rapporto 

^-^-^tenda  ad  un  limite  determinato  finito  e  non  nullo.  Ai- 
re 

lora  f{(c)  si  dice  infinitesima  di  primo  ordine.  Cosi  seno? 

seno? 

è  infinitesimo  di  primo  ordine  con  ce,  poiché  lim  =  1. 

ce 

Se  invece  '--^  tende  a  0,  lo  si  divida  ancora  per  co,  e  si 

consideri  la  frazione  ^-^.  Se  essa  tende  ad  un  limite  finito, 

la  funzione  f{cc)  si  dirà  infinitesima   di  second^ ordine.  E 
così  via. 
In  generale,  dicesi  che  f{x)  è  infinitesima  d'ordine  n  se 

~r-  col  tendere  di  a?  a  0,  ha  un  limite  determinato,  finito 

e  diverso   da  zero.  Se  fico)   è  infinitesimo   d'ordine  n,  le 

frazioni  ^>,  ^,...^\  che  valgono  a.-^  ^-^,  x-'f^, 

...  0?'-^ — -.  tendono  tutte  a  zero. 
xn  ' 

Si  dice  che  f{x)  è  infinitesima  d'ordine  superiore  air;j"*°, 

se  il  limite  di  ^—^  è  ancora  0.  Una  quantità  infinitesima 

d'ordine  superiore  ali  V'°  si  può  indicare  con  cd^  lim  0,  cioè 
come  il  prodotto  di  a?"*  per  una  quantità  infinitesima. 

§  50.  Sia  f{x)  una  funzione  reale  della  variabile  reale 
X.  Suppongasi  che  col  tendere  di  x  a  zero,  f{x)  tenda  ad 
un  limite  ao.  Se  f(x)  è  continua,  sarà  ao=:f(0}.  Allora 
f{x)  —  flfo  è  una  quantità  infinitesima  con  a?  ;  la  si  divida 
per  X,  e  si  passi  al  limite  facendo  tendere  x  a  zero.  Si  sup- 
ponga che  questo  limite  sia  determinato  e  chiamiamolo  ai  : 

X 


%;■    ^^.  ~'  *^ — ]Fi 
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Allora  la  differenza  '-^ —  ai  è  infinitesima  con  a?  ; 

dividiamola  per  x^  e  passiamo  al  limite^  e  sia 

f(cc)  —  ao 


ai 
lim  — =  lim'-^^^^^^ — ^ — ^^^^  =  02 

X  01? 


^ i;^  f{x)  —  ao  —  a\x  _ 


e  analogamente  sia 

X 

-;^ ^2 

lim ^^.J(x)-ao-a,x-a^^^ 

X  x^ 

e  così  via. 

Con  questo  processo,  data  la  funzione  f{x)^  dedaciamo 
una  saccessione  di  quantità  reali  oo ,  ai ,  as ,  . . . ,  la  quale 
può  continuare  indefinitamente  (cosa  che  avviene  nei  casi 
più  comuni)  ovvero  arrestarsi  quando  uno  di  quei  quo- 
zienti non  ha  più  un  limite  determinato  e  finito. 

Noi  converremo  di  scrivere: 

f{x)  =^0  ^0  ■♦"  ^1^  "+"  ^2^*  -H  ...-♦-  a»  a?"  -H  ecc.      (1) 
per  indicare  che 

y        f{x)  —  ao  —  a^x  —  azx^  — ...  —  an-i  x""-^  _  .^. 

"™*=o  '^  —  "«  •     v^/ 

Si  dice  che  il  secondo  membro  della  formula  (1)  è  lo  svi- 
luppo di  f{x)  secondo  le  potenze  ascendenti  di  x. 

L'indice  a?  =  0,  che  si  mette  al  segno  d'eguaglianza  nella 
(1)  sta  per  indicare  che  il  limite  è  preso  per  a?  =  0;  questa 
indicazione  si  sopprime  ove  non  siavi  pericolo  d  ambiguità. 

La  formula  (2)  si  può  pure  scrivere  sotto  le  forme: 

1.         f{x)  —  ao  —  aix  —  ...  —  On^i  ag"~^  —  ^n^'*_  a  /o^ 

jp=0  /pn  '  V    ' 


\ 


.'>«r  " 
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f(x)  =  ao  -4-  aix  -4-  atoi^  -♦-...-»-  an^**  -♦-  «a?**         (4) 


ove  lim     «  =  0, 


/l[ir)  =  oo  -*-  ai  a?  -4-  a^x'^  -h  ...  -+•  an^t'*  -*•  xHìm  0.      (5) 

e  si  paò  anche  enunciare  cosi:  l'eguaglianza  (1)  sta  per  in- 
dicare che  la  differenza  fra  f{x)  e  il  polinomio  oq  -h  a\X  -♦- 
...-*-  flw:"  è  infinitesima  con  rr,  d'ordine  superiore  all'n'^^. 

Il  termine  ar»  che  comparisce  nella  formula  (4)   dicesi 
resto  nello  sviluppo  di  f{x)  dopo  il  termine  di  grado  n. 

Se  f{x)  è  sviluppabile  in  serie  secondo  le  potenze  ascen- 
denti di  x^  fino  al  termine  di  grado  n,  secondo  la  formula  (1), 
il  che  significa  se  esistono  le  quantità  determinate  e  finite- 
af^^ai...an che  soddisfano  alla  condizione  (2),  allora  come 
è  facile  a  vedere,  si  avrà: 

lim  f{x)  =  Qq 

,.      f{x)  —  Qq 
X 


ossia  la  (2)  ha  per  conseguenza  tutte  quelle  che  da  essa  si 
deducono  leggendo  al  posto  di  n,  ano  qualunque  dei  nu- 
meri di  esso  minori. 

Se  f(x)  è  infinitesima  con  oc  d'ordine  n^  sarà  ao  =  ai  = .., 
=  an-i  =  0,  ossia  il  suo  sviluppo  comincierà  col  termine 
di  grado  n  in  oc. 

§  61.  Teorema.  —  Se 

f{x)=^aQ  -f-  a\X  -4-  . . .  -*-  anoo"^  -h  ecc. , 
e 

cp  (ir)  =  6o  -+-  6i«?  -♦-...  -♦"  />na?"  -♦-  ecc., 


f{x)  -I-  9  (a;)  =  tao-*-&o)-*-(ai  -*-5i)cc-t-...  ■*■  ■ 

Infatti  scritto  /"(a;)  sotto  la  forma  an  ■+■ . 
r)  sotto  la  ho-h...-i- fxc^ -+- ^z" , 
■»-  cp(ic)  =  (fio  +  io)  -f- . . .  ■*■  (on  H-  &■)  a 
y=a-t-p;  e  poichè  a  6  p  sono  ini 
!  Y  è  ÌQfìDÌtesimo  con  x,  ossia  sussisti 
'arsi. 
orenia.  —  Nella  slessa  ipotesi  sarà  : 

f(cc)  X  fp(x)  :=  flofio  -t-  (oo^i  -^  aìbo) 
...  -I-  («oft„  -«-  aiftn-1  +...-»-  ai.6ti)a 
Atti,  posto 

f{cC)  :=  flo  -H  aiO;  M-  „.  -f-  a^X"  -h 
qj(flC)  =:  io  -»-  biCC  ■+■  ...  -4-  J„X"  -*- 

endo  il  prodotto,  ed  ordinando  secondi 
•anno  oltre  ai  termini  scritti,  dei  term 
a  potenza  superiore  all'u",  e  i  termini 
somma  di  questi  termini,  divisa  pe 
zero. 

3.  Teorema.  —  Se 

/■(a!)  =■  ao  +  a\cc  +  . . .  -f-  a^x"  -h 

-J*  (ac)  =  Co  -I-  Cio;  -t- . . .  -H  eco"  + 
pesto  Oo  non  nullo,  si  ricavano  le  bo,  &i, 

flo^o  =  Co ,  aohi  •+■  dito  ^  Ci , . 


ÌM_i.H-te  +  t,a;'-H,..H-4^ 
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Infatti,  siano  aa?** ,  ^cc'^e  ^xf^  i  restì  negli  sviluppi  di  f{x) 
^  (^)  ^  f(  \   dopo  i  termini  di  grado  n.  Per  ipotesi  a  e  y 

sono  quantità  infinitesime.  Si  vuol  dimostrare  che  anche  ^ 
è  infinitesimo.  Perciò  nella  formala 

ii-i=  bo  -♦-  bix  -♦- ...  -*-  bnoc^  -*-  P«»" 
/(a?) 

si  moltiplichi  per  /*(»),  e  si  sostituiscano  a  ^  (x)  ed  f{cc) 
gli  sviluppi  secondo  le  potenze  di  a?,  fino  ai  termini  di 
grado  w,  coi  rispettivi  resti.  Si  avrà  : 

(oro  -4-  aio;  -♦-  ...  -♦-  anX^  -+-  ax«)  (6o  -h  èia?  -♦- ...  -+-  bnX^  -4-  pò?»). 

Eseguendo  il  prodotto  nel  secondo  membro,  ed  osser- 
vando che  i  termini  di  grado  0,  1^  2, ...  ^  in  a;  nei  due 
membri  sono  eguali,  e  quindi  si  possono  sopprimere,  sì 
avrà  : 

Y.^»»  =  termini  di  grado  (w  -♦- 1)  ■+•  ^x'^iao  -h  ...  -♦-fl«a?'»  -♦-  oflCt,), 

Y  —  termini  di  P  grado 


onde  p  = 


ao  -♦-  ...  4-  QnX'*  -+-  OLX^ 


da  cui  si  deduce  lim  p  =  0. 

Si  ottiene  pure  lo  sviluppo  del  quoziente  di  due  sviluppi 
colla  divisione,  e  quest'operazione  è  alcune  volte  più  sem- 
plice della  risoluzione  delle  equazioni  in  &o ,  h, ...  prima  con- 
siderate. Sì  dispone  l'operazione  come  segue  : 


Co  -H  CìX  -♦-  C2X' 


(  1  — • \X  -t-  Cft \i^  -♦- ... 


ao  -+-  a\X  -4-  a.'ix'^ 
Co 

^^t      •  •  • 

ao 


ossia  si  divìde  cò  per  ao,  e  sì  ha  il  primo  termine  del  quo- 
ziente  -.  Poi  dal  dividendo  sì  sottrae  il  divisore  moltiplì- 
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cato  per  -  e  si  ha  il  resto  scritto  sotto  al  divisore,  sicché 
si  ha  ridentità  : 


,^^-^>)*^*-^^h- 


co  -♦-  ClX  -♦-  ...         Co 

^0  -♦-  diCC  -♦- ...      Oq  ùq  -h  aicc  -♦- ... 

e  poi  si  continua  la  divisione  della  frazione  che  moltiplica  ce 
nel  secondo  membro. 

Esempio.  —  Per  sviluppare  ^ si  divida  il  numera- 
tore pel  denominatore,  si  ha  per  primo  quoziente  1,  e  per 
primo  resto  1,  onde  : 

1  1  1 


co  I  —  co 


La  nuova  frazione  :ì è  identica  alla  data;   quindi 

1  —  0? 

ripetendo  il  procedimento  si  avrà  : 


=  l-4-a?-Hi»*-hfl^ 


1  —  co 
e  volendo  tener  conto  del  resto  : 


=  1  -♦-  a?  -h  a?*  -f-  ...  -♦-  a? **-^  4-  a?" 


l  —  rjo      -  '  -  '  -    -        '  -   i_a) 

§  58.  Teorema.  —  Sk  f(u)  si  può  sviluppare  secondo  le 
potenze  ascendenti  di  u: 

f{u)  =  ao  -H  ai  w  -t-ag  u^ ...  -♦-  an  «***  -♦-  ecc.  (1) 

e  se  u  è  una  funzione  di  co,  infinitesima  con  ce,  che  si  può 
sviluppare  secondo  le  potenze  di  co  fino  ai  termini  di  grado  w, 
cioè  : 

u  =  bix  -^  hco^  -h  hzco^  -h  ...-^  hrix""  -h  ecc.       (2) 
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sarà  f{u)  funzione  di  funzione  di  co,  e  il  suo  sviluppo,  fino 
ai  termini  di  grado  n  si  otterrà  sostituendo  nella  (1)  il  suo 
valore  dato  dalla  (2),  eseguendo  le  potenze  e  i  prodotti  in- 
dicati,  e  raggruppando  i  termini  dello  stesso  grado,  fino  a 
quelli  del  grado  n,  inclusi  : 

f{u):=ao  -+-  aifciot?  H-  {aibt  -h  aj^j^)c(fl  -♦-  (ai&s  -♦-  2a86i6«)a?^ -i- 
•*-  (ai  64  -♦■  a«  bi^  -*-  2a8  61  63  -»-  3a3  61*^8  -h  a*  bì^)a^  -4- ... 

La  dimostrazione  si  fa  in  modo  analogo  alle  precedenti, 
completando  gli  sviluppi  (1)  e  (2)  coi  rispettivi  resti,  e  so- 
stitaendo. 

Esempio.  —  Per  sviluppare  secondo  le  potenze  di  a?  la 

frazione 

1 
1  —  ao?  -H  a?* 

ove  a  è  una  costante  data^  si  ricorre  alla  formala  del  §  53^ 
e  si  ha  : 

:; 7 57  =  1  -H  (ao?  —  a?')  -♦-  (ax  —  X^f  -¥- 

1  —  (aa?  —  o(?)  ^       ^  ^ 

-H  {OLX  X^Y  "♦"   — 

Eseguendo  le  potenze,  e  ordinando  : 

^^^_^^g=l-Hacc-»>(ag— I)fl7g-h(a3— 2«)a?3H-(a^— 3agH-l)a?iH- 

-4-(a5— 4a3-f.3a)a?5^(ae— 5a4-+.6a«— l)a;«^  ... 

§  64.  Essendo  f{x)  una  fanzione  qualunque  di  x,  pongasi 
a?  =  /To  -♦-  A;  se  la  funzione  f{Xo  -♦-  h)  si  potrà  sviluppare 
secondo  le  potenze  di  h,  si  avrà  : 

f{xo  -H  lì)  =^^^  ao-^  a\h  -^  a%¥  -^  ... 

ovvero,  ponendo  h  =  x  —  xo, 

f{x)  =  -=-  Oo  -H  ai  (a?  —  xo)  -•-  a«  (»  —  xo)^  -h  ... 
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per  sviluppo  di  f{x)  secondo  le  potenze  ascendenti  di 
{x  —  a?o). 

I  coefficienti  «o  ed  ai  si  determinano  subito.  Invero 
«0  =  lim^^o  /'(a?o  -*-  A)  ;  quindi  se  f{x)  è  continua  pel  valore 

a?  =  a?o ,  sarà  ao  =  /*(a?o). 
In  questa  ipotesi  sarà  ai  =  lim  '-^ ^  ~  /  v^o; .  q^j^^j 

f  {x)  ha  derivata  per  a;  =  o^o ,  e  questa  vale  ai . 

Teorema.  —  Se  la  derivata  f\x)  si  può  sviluppare  iti 
serie  secondo  le  potenze  di  x  —  Xo  fino  al  termine  di  grado 
n,  cioè: 

f\x)  =  ao  -♦-  ai  (a?  —  Xq)  -h  «2  (a;  —  x^f  -*- ... 
... -f-an(a?  —  XqY  '^  ... 
sarà 

...  +  Un —i h  ecc. 

'  n-\-\       ' 

Infatti  applicando  il  teorema  del  §  20  si  ha  che  il  limite 
del  rapporto 

ti^)—ì  (^o)  —  ^o(a?  —  Xo)  —  ai- — 5 ...—Gn- —4— 

(a?  — a?o)"*'  ' 

in  cui  numeratore  e  denominatore  si  annullano  per  x=Xoj 
coincide  col  limite  del  rapporto  delle  derivate  del  numera- 
tore e  del  denominatore,  cioè  col  limite  di 

1    f'(x)  —  aQ—ai(x  —  Xo)  — ...  —  an(x  —  a?o)" 

w-*-l  (x — Xo}^ 

Ma  per  ipotesi  questo  tende  a  zero  ;  dunque  tenderà  pure 
a  zero  il  rapporto  considerato. 


,.!l#'»^c 
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§  66,  Teorema  (di  Taylor)  —  Se  f{x)  ha  le  successive 
derivate,  fino  alVn^^  pél  valore  a?  =  a?o ,  si  ha: 

-  ^^'rW  -K ...  *  <^^>-(a'.)  *  ecc. 

Infatti,  per  definizione,  si  ha  : 

a?  —  a?o  /     V    / 

ossia 

f  (n-l)  (a?)  =  fin-I)  (^^)  +  (a;  _  «-,)  /*(n)  (^,)  ^  gCC. 

Applicando  più  volte  il  teorema  precedente,  si  ha  succes- 
sivamente : 

f{n^Z)(a.)  =  fin^2  (^a',)  +  ix--xo)fin-^xo)  +  ^^^^fi^  (^o)  +  ecc., 

fin-3)  (;p)  =r  /^(«-3)  (^^)  +  (a:  -  x,)  f(n^2)  (x^)  +  ^^^:=^  f{n-l)  (^r,) 


+  ^^^-^fi^){x,)  +  ecc. 


e  così  via.  Infine: 


che  è  la  formula  a  dimostrarsi. 
La  stessa  formula,  ponendo  x  =  oco  -^  hj  diventa  : 

f{xo  -f-  h)  =f{x,)  ^  hnxo)  H-  ^  nx,)^  ^rixo)  -h  ... 

§  66.  La  formula  di  Taylor  ora  trovata  è  la  più  impor- 
tante formula  di  analisi  infinitesimale.  Essa  ci  fa  vedere 
che  i  due  problemi  di  calcolare  i  coefficienti  dello  sviluppo 
di  f{x)  secondo  le  potenze  di  a?  —  a?o,  e  di  calcolare  le  de- 
rivate di  f{x)  per  x  =  xo,  sono  equivalenti;   poiché  date 


aie,  sì  haDDo,  per  la  forinola  dì  Taylor,  ì  coefficienti 
0  sviluppo,  che  sono  le  derivate  divise  pei  fatto- 
i  successivi  aamerì  nataralì.  Reciprocamente,  snp- 
ti  i  coefficienti  dello  sviluppo,  e  sapposta  l'esistenza 
rivate  successive  della  funzione,  si  possono  trovare 
di  queste  derivate.  Così  il  primo  teorema-  del  §  51 
•ivate  successive  della  somma,  e  il  secondo  quelle  del 
>;  e  precisamente,  se  »  e  v  sono  funzioni  di  x,  e  ai 
)  secondo  le  potenze  di  x  —  oca,  allora  il  coefficiente 

aro)",  che  secondo  la  formola  di  Taylor  è       ;    ,  è 


ial 

polinomio 

) 

-1> 

u" 
*2! 

=2)1 

rema  del  §  52  permette  di  trovare  le  successive  deri- 
l  quoziente,  e  quello  del  §  53  le  successive  derivate 
azioni  di  funzioni.  In  pratica  alcune  volte  il  calcolo 
rivate  riesce  facile,  e  da  esso  si  dedurrà  lo  svilappo 
ozìone.  Ma  spesso  è  più  facile  il  calcolare  i  coeffi- 
ello  sviluppo,  applicando  ì  teoremi  precedenti,  e  se 
rranno  le  derivate. 

Se  nella  formala  di  Taylor  si  fa  i»o  =  0,  si  ha  la 
particolare  : 


c)=/-(0)  +  xno)  +  ^/-"(o) + %rxo)  - 


portante,  e  che  porta  il  nome  di  formala  di  Maclaubin. 
dà  lo  sviluppo  di  f{x)  secondo  le  potenze  ascendenti 
iriahile  x.  La  formula  di  Maclaurin  è  caso  partico- 
quella  di  Taylor;  viceversa  la  formula  di  Taylor 


f{x,->-h)=f{To)*hr{x,)' 


■  «■■■■■M 
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dà  appunto  Io  svilappo  di  f{xQ  -h  h)  secondo  le  potenze  ascen- 
denti della  variabile  h^  e  quindi  si  può  dedurre  dalla  for- 
mula di  Maclaurin. 
Faremo  alcune  applicazioni  di  questa  importante  formula. 

§  58.  Formuda  dd  binomio.  —  Il  binomio 

(a  -4-  6)*»  =  0^(1  -^  6/a)"»  ; 

e  ponendo  bla  =  a;  il  secondo  fattore  diventa  (1  -^  x)^;  è 
questa  funzione  che  vogliamo  sviluppare  secondo  le  potenze 
ascendenti  di  oo. 
Pongasi  perciò  f(cc)  =  (1  -h  x)"^  ;  sarà 

f(a?)  =  m  (1  -H  a?)"»-i,  f\x)  =  w  (m  —  1)  (1  f-  (»)«^», 

ed  in  generale 

fin)  (a;)  =  m{m  —  l) (m  —  n  -h  1)  (1  +  x)^\ 

Quindi  la  formula  di  Maclaurin  dà: 

/-i        w     1      w^     ^(w* — 1)    o     w(w — l)(m — 2)    , 

Questa  formula,  dovuta  a  Newton,  coincide  nella  forma 
con  quella  nota  dall'Algebra  per  esponente  intero  e  positivo. 
Dando  ad  m  vari  valori,  si  ottengono  le  formule  : 


ì  +  x 

*      ^1      1^.  1-3  1.3.5  1.3.5.7 


Vr+^'"        2     ^2.4      ^2. 4. 6"'   ^2.4,6.8 
Vr^^""     '  2^  +  2.4^  +2.4.6^  ^2.4.6.8^^- 

§  59.  Poniamo  /*(»)  =  e*;  abbiamo 

r(x)=r{x)= rzze-, 

P.  —  .ÌMali«i  imflmitMimale.  —  6. 


quindi 


AO)  =  /"(0)=no)  = 

ormola  di  Maclanrìi 

a;'      x' 

''(se)  =  8600';  si  ha 
,  f''{x)  1=  —  sensc,  / 

r)  =  86007,  /'*(!<;)  —  ( 

derivate  si  ri  prode 
I,  avremo 

"(0)  =  !,  f"(0)=0. 
'"{0)  =  0, /•'(0)  =  ] 

forinola  di  Maclaar 


c= 

— s 

*S- 

= 

cosx;  abbiamo: 

ia^,rw  = 

=— cosa 

» 

^  cosar, 

r{x)= 

derivate  successive 


''KO)  =  l,r{0)=< 
formola  di  Maclaur 


=cu^^^       3!'  (4') 

Così  continuando  a  passare  dalle  derivate  alle  fanzioni 
primitive,  prendendo  queste  in  modo  che  si  annallino  per 
sc  —  0,  si  dedurrà: 


—  84- 
iJ<0,  sena;  è  maggiore  ddla  somma  di  un  numero 
'.  minore  deUa  somma  di  un  numero  impari,  di  ter- 
lel  suo  sviluppo.  Lo  ^esso  avviene  per  cosa?. 

queste  formule  merita  menzione  speciale  la  (4'),  che 

eDUQciare  : 

differenza  fra  un  arco  ed  il  suo  seno  è  minore  dei 
Id  cubo  ddVarco. 

..  Lo  sviluppo  di  log  (1  -I- 1»)  si  potrà  ottenere  ri- 
do alle  sue  derivate,  state  calcolate  al  §  47,  5".  Più 
.mente  si  sviluppi  la  derivata  1/(1  ■*■  x)  secondo  le  p6- 
di  oo: 

■z ^1  —  cc-t-cc*—  k'h-o;*  — 

1  -h  X 


licando  il  teorema  del  §  54  si  ha  : 

jg'       ac'      g^ 
'T"^  3        4'*'"' 

logamente  si  sviluppa  t&ngx.  La  sua  derivata 

5  =1  —  OC* -1-37*  —  a;"-!-  

1  -t-  oc* 


(1) 


tangic  = 


(2) 


derivata  dì  sena;  ^ 

1  ^  ^   1^,  ^  1.3  _^  ^1.3.5^ 

ll  —  x'  2  2.4      *2.4.6 


—  la!»      1.3:»'     1.3.6a? 

''■"  =  "^  *  2y  ■*■  274 T*  27476 T* (3) 
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§  62.  Yogliansi  alcuni  termiDÌ  dello  sviluppo  di  (1  -♦-  a?)  v*. 
Si  sa  che  col  tendere  di  a;  a  0^  quest'espressione  ha  per  limite 
a;  dunque  e  sarà  il  primo  termine  dello  sviluppo.  Per  avere  il 

coefficiente  di  a?  si  dovrà  calcolare  il  limite  di  ^^ — ^^, 

e  così  via. 

Più  rapidamente,  prendansi  i  logaritmi  ;  si  avrà 

log  [(1+ a;)'/']  =  I  logd-H  a;)  =  1  - 1  + 1  - 1  +  .... 

e  passando  dai  logaritmi  ai  numeri  : 

(1  -♦-a?)^/*  =  e*-*/2-^*'/3-....  =  g    g_  0-/2  +  a:«/3  - 

X      a^       \      1  /     X     x^ 


'  -(-I 


2       3         ;      2!V     2      3 


e  calcolando  i  primi  termini 

<>*^)"-<'-|*M""-è'«'*S'»'- ) 

§  68.  Vogliamo  sviluppare  secondo  le  potenze  di  x  la  fun- 
zione 

y  =  sen(wsena?). 

Si  ha 

dy  m  ,    —    . 

-xz.  =  ^/  cos  (m  sen  x) 

da?       Yi_a?2       ^  ' 

d^                 mx                .    —    .         m^         ,    —    V 
-r~  =  ■; ,,^/  cos(m  sen  x) sen(wsen  a?). 


Fra   queste  tre   equazioni   eliminando   sen  (m  sen  x)    e 
cos  (m  seno;)  sì  ha  l'equazione 


ivate  saccessire  si  possono  ricavare  cootinaando  a 
il  d'y/da^,  ovvero  derivando  la  (1).  Ci  basterà  &f- 
i  l'esistenza  per  dedarre  che  y  si  può  svilnppare 
le  potenze  di  ir;  e  perchè  y  è  fanzione  disparì,  sarà: 

y  ^a\x  -*-  dso?'  -f-  «50^  -I- 

dy/da;  ^  d  -t-  SasSC*  -*-  Òasx^  -t- 

d^das*  =  2 .  Zmx  ■*■  4 .  hdhX^  •*- 

lendo  nella  (1)  si  avrà: 

.SflaX      -+-4.5rtt0^ +  6.7(i7a5*-»- ] 

—  2.3ft3ic»  — 4.5rT3a;^  —  .. 
-  aix  —  3((3a;'  —  SasH^  — .. 
■*- m^aiX -*- tn^ajx^    -t- hi^abCc*    +  .. 


>  =0. 


;Iiando  a  0  i  coefficienti  delle  varie  potenze  dì  x, 
tlcane  riduzioni,  si  avrà  : 

2 .  3a3  —  (1  -  »i*)  «1  =  0 
4.5a5— (3'-m«)a3=0 
6.7o7  — (5*~m')(T5  — 0 


1  è  il  valore  di  dy/da;  per  aT  =  0;  ossia  ai  =  m. 
ima  equazione  si  ricaverà: 

"^^ — o — 

lendo  nella  seconda  si  ricaverà 

wi(l— ni»)(35  — m») 
a,= g-j 

_  w  (1  —  TO')  (3'  —  nf)  (5»  —  wt') 

07-  ^j 

la. 


ì^^ 


immm9B!^mr'-  •    -  -  •■T^i'^a-'v^-" 
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Qaindi 
fien(wsena?)  =  iwa?H — ^^-5-j — -x^  h — ^^ ^ -afi-^ ... 

Se  w  è  un  numero  intero  dispari,  sen  {m  seno?)  è  funzione 
intera  di  grado  m  in  x. 

§  64.  Sia  f{x)  una  funzione  che  col  tendere  di  a?  a  0  tenda 
all'oo,  ovvero,  come  si  suol  dire,  che  è  infinita  per  a?  in- 
finitesimo. La  si  moltiplichi  per  ac;  potrà  avvenire  che  il 
prodotto  xf(x),  in  cui  il  primo  fattore  tende  a  0  ed  il  se- 
condo all'oo,  tenda  ad  un  limite  determinato  e  finito,  di- 
verso da  zero.  Allora  si  dice  che  f{x^  è  infinita  di  primo 
ordine.  Se  invece  xf{x)  tende  ancora  ad  00,  la  si  molti- 
plichi di  nuovo  per  a?,  e  se  oc^f{x)  tende  ad  un  limite  finito, 
si  dirà  che  f{x)  è  infinita  di  secondo  ordine.  In  generale 
si  dice  che  f{x)  è  infinita  d'ordine  w,  se  il  prodotto  x^f{x) 
tende  ad  un  lìmite  determinato  finito  e  non  nullo,  col  ten- 
dere di  a?  a  zero. 

Se  f{x)  è  infinita  d'ordine  m,  il  prodotto  x'^f{x)  si  può 
sviluppare  secondo  le  potenze  di  a?, 

x'^f^x)  =  eio  •+■  aia?  -♦- ... 

e  il  primo  termine  ao  sarà  diverso  da  0.  Di  qui  si  ricava  : 


x^      a?*»-  ^      '"        x 


A^\ «0   ^     t*l     ^       ^  Wm-l  _^  ^      .    ^        ^ 


che  è  lo  sviluppo   di  f{x)  secondo  le  potenze  ascendenti 
di  X.  Esso  comincia  colia  potenza  —  m  di  a?. 

Esempio.  —  La  funzione  cota?  = è  infinita  per  a?==0. 

sena? 

Sviluppando  numeratore  e  denominatore  si  ha 

_xl      x^ 


cota?  =  —   -^-      ^' 


x^      ofi 


j^^ 


_'-2!-^4T- 

^  ^ 


r  DC  =  0;  e  sviluppando  qaesta  fra; 
di  OG  colla  divisione,  si  avrà  : 


fl;cota;==l  — TjiK-  —  jr^f^  - 
3  45 


11         1     , 


lizioni  date  sull'ordine  di  iafìnità   e 
no  da  quelle  date  sugli  ordini  degli 
0  di  dire  che  uua  faozione  è  infinite 
infinita  d'ordine  m.  Una  funzione 
e  non  nullo  si  potrà  dire  infinitesima  < 

inora  abbiamo  sempre  considerato  i 
variabile  a  0.  Se  la  variabile  x  te 
porre  a;  =  xo  -*•  A,  e  allora  la  nu 
Xo  tenderà  a  0. 

variabile  co  tende  ad  oo,  basterà 
'labile  Ijx,  affinchè  essa  tenda  a  z< 
tano  le  convenzioni  fatte,  quando  x 
ione  f{x)  è,  per  a;  =  co,  infinitesimi 
Ix}'',  cioè  sf"f{x)  ha,  pera;  =  oo,  ur 
nfinita  d'ordine  m,  se  {Vx)"f{x),  ciò 
finito. 

si  può  sviluppare  secondo  le  poteu 
avrà: 


fix)  =  ,= 


.«1. 


"-^nr-' 
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ossia  lo  sviluppo  di  f(pii)  secondo  le  potenze  discendenti 
di  CD.  Se  f{x)  è  infinitesima  d'ordine  m  per  a?  =  oo,  nel 
suo  sviluppo  il  primo  termine  non  nullo  sarà  a^lx^. 

Se  invece  f{x)  è,  per  a?  =  co,  infinita  d'ordine  m,  il  suo- 
sviluppo  assumerà  la  forma  : 

f(x)  =  aoa?«  -f-  aia?-"i  ^  ...  +  a«  h-  ^  -h  ^  +  ... 

Esempio.  —  Volendo  sviluppare  secondo  le  potenze  di- 
scendenti di  co  la  funzione  Va?*  -♦-  1  si  porrà  : 


\^^-:^  =  'x]/i^^=x[i 


1  i_  1    1 

2  fl?«      2 . 4  cp* 


_         11^ LJ__ 

■"^"^2  0?      2,4oo^      - 

§  66,  Non  sempre,  data  la  funzione  f{x),  esiste  un  espo- 
nente m  intero  (positivo  o  negativo)  tale  che  f{x)lx^^  per 
a?  =  0,  abbia  un  limite  finito  e  non  nullo;  ma  può  avve- 
nire che  esista  un  numero  reale  m  tale  che  f  {x)lx^  abbia 
un  limite  determinato.  Allora  si  dirà  ancora  che  la  funzione 

è  infinitesima  dell'ordine  m.  Così  \x  —  x'^  =  V^  Vi  —  x 
è  infinitesima  con  x  d'ordine  1/2,  poiché  dividendola  per 

Va?  =  a?v«  si  ha  la  quantità  finita  Vi  —  ^-  Moltiplicando 
lo  sviluppo  di  Vi  —  0?  per  x^'^  si  avrà  : 

Si  ha  cosi  un  esempio  dello  sviluppo  d'una  funzione  se- 
condo le  potenze  ascendenti  fratte  di  x. 

Può  avvenire  che  il  prodotto  o  quoziente  della  funzione 
/  (^)  pei*  qualunque  potenza  di  x  abbia  sempre  per  limite  0 
0  sempre  oo .  Supponendo  di  far  tendere  a;  ad  oo ,  se 
f{x)lo(f^ ,  comunque  grande  sia  il  valore  di  m  ha  per  limite- 
l'oo ,  allora  diremo  che  f(x),  per  r»  =  oo  ,  è  infinita  d'or-- 


Se  y==f{x)  è  iafiaita  per  x=^  co,  d'ordine  infiDitamente 
grande,  e  la  funzione  /'  si  può  invertire,  allora  x  =  Jiy)  è, 
per  y  =  rx>,  infinita  d'ordine  infinitamente  piccolo.  Cosi , 
poiché  y  =  e*  è  d'ordine  infinitamente  grande,  x  =  logy  è 
con  y  infinito  d'ordine  infinitamente  piccolo  ;  ossia  Ioga;  è, 
perx=iCO,  infinita  d'ordine  infinitamente  piccolo.  Il  reci- 
proco di  un  infinilo  d'ordine  infinitamente  piccolo  è  nn  infi- 
nitesimo dì  ordine  infinitamente  piccolo;  cosi  l/loga?  è  per 
iC  =  GO  un  infinitesimo  d'ordine  infinitamente  piccolo.  Lo 
stesso  avviene  di  1/logac  per  x-=Q. 

Se  w(  è  nn  q,  e  se  x"/"(£c)  per  a;  =00  tende  a  od,  men- 
treehè  per  ogni  valore  di  n<m  si  ha  lim,_„ x''f{x)  =  0, 
allora  fix)  si  dice,  per  a;  =  oo,  infinitesima  d'ordine  mi- 
nore di  m  d'nna  quantità  infinitamente  piccola  ;  e  se  invece 
af^l'ix)  tende  a  0,  mentrechè  per  ogni  valore  di  *(  >  m, 
x'>i'{x)  tende  ad  co  ,  si  dirà  f\x)  infinitesima  d'ordine  mag- 
giore di  m  di  nna  quantità  infinitamente  piccola. 

Cosi  acloga?  è  per  a;  =  oo  ,  infinita  d'ordine  infinitamente 
poco  superiore  all'onità,  e  ±lìogx  è  infinita  d'ordine  infi- 
nitamente poco  inferiore  all'unità. 

Infine  può  avvenire  che,  per  qualche  valore  di  m,  aff{x) 
non  tenda  né  verso  un  limite  finito,  né  verso  l'infinito,  né 
verso  lo  zero,  ma  non  abhia  limite.  In  qnesto  caso  non  fa- 
remo più  alcuna  convenzione  sull'ordine  d'infinità  di  f{x). 

Applicajuioni  analitiche, 

§  67.  Forma  O/O.  —  Si  consideri  il  rapporto  f(x)l^{x), 
e  supponiamo  che  il  numeratore  e  il  denominatore  siano  in- 
finitesimi con  X.  Facendo  x  ~  0  l'espressione  assume  la 
forma  O/O;  ma  quel  rapporto  può  avere  an  limite  deter- 
minato. Per  trovarlo,  si  sviluppino  numeratore  e  denomi- 
natore secondo  le  potenze  ascendenti  di  x,  arrestandoci  ai 
primi  termini  non  nulli.  Se  il  numeratore  è  infinitesimo  di 
ordine  m,  e  il  denominatore  d'ordine  »,  si  avrà: 


)_  «ma:" -<-•■■  _^  a"+  ... 
)      bnOP' ■*-...      01"  è" -H  ... 

ossia  se  nnmeratore  e  denominatore  sono 
stesso  ordine,  sarà  lim  f(x)lf(x)  =  fl„/J,; 
di  due  infinitesimi  dello  stesso  ordine  ha 
nato  e  finito,  cbe  è  il  rapporto  dei  primi 
illi  nel  loro  sviluppo. 
.  se  il  numeratore  è  infinitesimo  d'ordine 
ainatore,  sarà  lim  x'^jw  =  lim  a;"-"  =  0, 
tende  a  zero;  ed  è  infinitesimo  d'ordine 

h  se  il  nnmeratore  è  infinitesimo  d'ordine 
natore,sarà  lim  x^jaf  =  lim  l/a?"-"  =  oo, 
ùderato  ha  per  limite  l'infinito,  ed  è  infi- 
m. 

re  dei  coefficienti  dello  sviluppo  di  fi"^) 
rlare  delle  derivate,  che  ne  differiscono 
icì.  La  proposizione  precedente  diventa: 
si  annullano  amendue  per  se  =  0,  insieme 
ì  successive,  e  se  le  prime  derivale  non 
[x),  la  fli" ,  e  per  :p{a7)  la  «",  allora,  se 
e  fix)jf{x)  ha  per  limite  /'<"' (0)/9<'''(0). 
mite  ha  per  limite  0;  e  se  m<  «  la  fra- 
e  Vinfinito. 

rendono  col  far  tendere  x  verso  Xa,  basta 
,  onde  ridurci  al  caso  precedente  in  cui 
de  a  zero;  o  ciò  che  fa  lo  stesso,  basta 
ermini  della  frazione  secondo  le  potenze 

■Xn. 

rendono  per  se  =  co,  basta  prendere  per 
ero  sviluppare  i  termini  della  frazione 
\  ascendenti  di  \ìx,  cioè  discendenti  dì  x. 


limite,  per  oj  =  0,  dì 
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Svìlappando  secondo  le  potenze  di  x^  qaesta  diventa  : 
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e  rìdacendo 
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Il  numeratore  e  denominatore   sono   infinitesimi  del  se- 
condo ordine,  e  il  limite  cercato  è  2. 
2.  Vogliasi  il  limite,  per  a?  =  0,  di 

log  (1  H-  a?  -H  a?2)  -4-  log  (1  —  a?  -+-  a?*) 

sec  X  —  cos  0? 


Si  svilappi  il  numeratore  secondo   le  potenze  di  a?,  osser- 
vando che  : 

Iog(l-4-a;-^a;g)  =  (a;-^a:«)-~^^"^^'^'-4-^'^"^g^'^'-... 

=  07-1-  -a;2  — ... 

log(l— a:H-a;2)  =  — a? -f-^a;*— ... 

ìog{l -^x-i- oc?)  -^  log  (l  —  x-h  a^)  =  o(^  -h  ... 

Onde  il  numeratore  è  infinitesimo  del  secondo  ordine. 
Si  ha  poi 


..^«^  1  sen^a?      (a?  —  ...)* 

seca?—  cosa7= cosa7  = =  7; f-= 

cosa;  cosa;      (1 — ...) 


a;» 


'■— ■^"■^■Pllli 


ÀDChe  il  denominatore  è  infÌDitesimo  del  secondo  ordine, 
e  si  avrà  pel  limite  cercato  l'onìtà. 

§  69.  Forme  0  X  CO,  oo/oo,  CO  —00.  Abbiasi  il  pro- 
dotto /'(•^)=p(^)>  ove,  per  a;  =  0,  il  primo  fattore  tende  a  0, 
ed  il  secondo  ad  cxi  ■  Per  trovare  il  limite  di  questo  pro- 

dotto  lo  si  pnò  porre  sotto  la  forma  '-y- ,  ed  allora  as- 

some  la  forma  O/O. 

Oppure  si  pnò  sviluppare  f{x)  e  tp(u;)  secondo  le  potenze 
ascendenti  di  x. 

Se  f(x)  e  f{x)  sono  la  prima  infinitesima,  e.  la  seconda 
infinita  dello  stesso  ordìne'ni,  sarà  : 

f{x)  =  a„  X"  -I- ...     ,    ?  (a:)  =  ^  +  ... 

e  qoindi  lim  f{x)  f{x)  =  a„  h„. 

Se  invece  esse  sono  iniìnitesima  Tana  e  infinita  l'altra  di 
ordine  diverso,  il  prodotto  avrà  per  limite  lo  zero  o  l'in- 
finito. 
Se  nel  quoziente  f(x)l^{x)   numeratore  e  denominatore 

1 
Vix) 

si  ha  la  forma  0  x  oo  ,  e   leggendolo    -7—7^77—7  si  ha  la 

9(J3Jj/  {X) 

forma  O/O.  Oppure,  direttamente  si  sviluppino  numeratore 
e  denominatore  secondo  le  potenze  ascendenti  di  x.  Se  essi 
sono  infiniti  dello  stesso  ordine,  il  rapporto  avrà  per  limite 
il  rapporto  dei  primi  coefficienti  non  nulli.  Se  sono  infiniti 
d'ordine  diverso,  il  rapporto  avrà  per  limite  0,  0  l'oc  . 

Se  nella  differenza  f{x)  —  <^{x)  i  due  termini  tendono 
all'oc  ,  si  sviluppino  secondo  le  potenze  ascendenti  dì  a:. 
Se  i  termini  di  grado  negativo  si  distruggono,  la  differenza 
avrà  un  limite  finito,  0  nullo;  altrimenti  il  suo  limite  è  in- 
finito. 


w->3S»v  -->•*■ 


Esempio.  —  Vogliasi  il  limite  di 

V(a  -H  a?)  (è  -4-  0?)  — 


0? 


per  a;  =  00.  Sviluppandolo  secondo  le  potenze    crescenti 
di  I/o?,  si  ha: 


V(a+a;)  (6-4-0;)=  Va)«+(a-h6)a;-*.a6=a;yi+  ^^-f-g 

Qaindi  V(a  -^  a;)  (ft  -h  a;)  —  a?  =-  (a  h-  6)  -♦- ... 
e  il  suo  limite  è  ^  (a  -♦-  6). 


§  70.  Forme  Qf^^ocPj  1~.  Sia  y  =  w*,  ove  w  e  t;  sono- 
funzioni  di  a;,  tali  che  col  tendere  di  x  ad  un  limite  de- 
terminato si  abbia 


u      0 

e 

V      0 

U        00 

e 

v  — 0 

u—1 

e 

i;      00. 

ovvero 
ovvero 

Prendendo  i  logaritmi,  si  ha  logy  =  t^loge^;  e  in  ogni 
caso  logy  si  presenta  sotto  la  forma  0  x  oo,  che  si  trat- 
terà colle  regole  note.  Noto  il  limite  di  logy,  si  troverà  il 
limite  di  y  passando  dai  logaritmi  ai  numeri. 

Si  osservi  che,  nel  primo  caso,  se  u  e  v  sono  infinitesimi 
amendne  di  ordine  determinato,  logj^  è  un  infinito  d'ordine 
infinitamente  piccolo,  e  quindi  logy  è  ancora  un  infinite- 
simo, e  il  limite  di  y  sarà  e°,  ossia  1. 

Così  lim  0^  =  lim  (sen  a?)*  =  lim  (1  —  cos  a;)  ^*  =  1,  poiché 
base  ed  esponente  sono  d'ordine  determinato,  cioè  lei 
nei  primi  due  casi,  2  e  1/2  nel  terzo. 

Il  secondo  caso  si  può  ridurre  al  primo  prendendone  i 
reciproci;  poiché  1/y  diventerà  (1/w)^  che  ha  la  forma  0^- 


1  terzo  caso,  pongasi  1  -h  u  al  posto  di  u.  Allora  la 
ssione  considerata  assome  la  forma  y  =  (1  -t-  u)",  ove  « 
nitesimo  e  v  infinito.  Si  ha 

>gy  =»log(l  -t-«)  =  v(w — s  -^■..)  =  f«—  ... 

u  e  V  sono  infinitesimo  ed  infinito  delio  stesso  ordine, 

avrà  nn  limite  finito  e  non  nnllo,  e  quindi  ^  ha  nn 

;  finito  e  diverso  dall'unità  =  e'™"". 

u  è  infinitesimo  d'ordine  m,  e  v  è  infinito  d'ordine  n, 

>n,  sarà  limlogy^O,  e  limy^l.  Se  invece  »»<«, 

lim  ìogy  ^  +  co  ,  e  limy  ^  go  o  a  0. 

empio.  —  Vogliasi  il  limite  di  (cosa;)"*'' per  ic  =  0, 

la  1").  Si  ha  che  cosa;=^l  — 5-,  +  ...  differisce  dal- 

à  d'ana  quantità  infinitesima  del  secondo  ordine.  £ 
è  l/ic"  è  infinita  d'ordine  m,  si  conchiude:  se  m<2, 
Bsa!)'/'^  =  1;  p. es.  lim (cosa;)V' =  1.  Sem  =  2,  sarà 

:os ic)!'**  =  e- •  '  ^  ^-r=  ;  se  m> 2,  sarà 

Ve 

hm  (cosa;)'''"'  =  0. 

1.  Si  dice  che  una  funzione  f(:c)  ha  una  data  pro- 
i  ndle  viciname  dì  un  valore  x^xo,  se  si  può  de- 
nare  nn  intervallo  contenente  nel  suo  interno  xo,  nel 
intervallo  la  funzione  /  (x)  abbia  la  proprietà  consi- 
ì. 

)rema.  —  Se  f{x)  è  sviluppabile  in  serie  secondo  le 
re  ascendevi  di  x,  e  il  primo  termine  non  nitUo  è 
',  nelle  vicinanze  di  x  =  0  la  funzione  f(x)  ha  il 
del  primo  termine  non  nullo  ama;". 
Itti,  posto  omX'"  in  evidenza,  la  funzione  t\x)  assu- 
la  forma: 

f{x)^amX"  (1  +  quantità  infinitesima). 


IT',  mi  »-■  - 
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Si  potrà  scegliere  x  cosi  piccolo  che  il  secondo  termine 
entro  parentesi  sia  minore  di  1  ;  quindi  il  binomio  risalterà 
positivo,  e  il  prodotto  avrà  il  segno  di  amoc"^. 

Teorema.  —  Se  per  x  =  Xq  la  prima  derivata  della  fun- 
zione f(x)  è  nidlaj  e  sono  pure  nulle,  alcune  successive  de- 
rivale^  e  la  prima  non  nulla  è  la  m«,  allora  : 

Se  m  è  pari  ed  f^^ioco)  >0,  f{ooo)  è  il  più  piccolo  dei  valori 
di  f{x)  nelle  vicinanze  di  x  =  xq. 

Sé  m  è  pari,  e  f^^{xo)  <  0,  fioco)  è  il  massimo  dei  valori 
di  f{x)  nelle  vicinanze  di  x  =  Xq. 

Se  m  è  dispari,  f{x)  non  è  né  il  minimo  ne  il  massimo 
dei  valori  f{x)  nelle  vicinanze  di  x=^  xo. 

Infatti,  posto  x=  ooo-^  h,  e  tenendo  conto  che  alcune 
derivate  sono  nulle,  si  ha  per  la  formula  di  Taylor: 


mi 
ovvero 


f{xo^h)=f{xo)'^'i:^,r-^Kxo) 


f(^Xo  -♦-»)-  fixo)  =  ^,  /-("•)  (Xo) 


m  ! 


Quindi,  nelle  vicinanze  di  02=0:0  la  differenza  fixo-^h) — f{xo) 
avrà  il  segno  del  primo  termine  scritto  nel  secondo  membro. 

Quindi;  nel  primo  caso,  qualunque  sia  il  segno  di  h,  h^  è 
positivo;  e  il  primo  termine  è  positivo,  onde  f{xo  -^  h)> 
f{xo),  ed  f{xo)  è  il  più  piccolo  dei  valori  di  f{x)  nelle  vi- 
cinanze di  x  =  Xq. 

Nel  secondo  caso  il  primo  termine  è  negativo,  onde,  per  h 
saflBcientemente  piccolo,  f{xo  ^  h)<  f{xo),  ed  f{xo)  è  il 
minimo  dei  valori  di  f{x). 

Nel  terzo  caso,  h^  cambia  di  segno  con  h  ;  quindi  il  primo 
termine  dello  sviluppo  cambia  di  segno  con  h.  Dunque 
fioco  -♦-  A)  è  ora  minore,  ed  ora  maggiore  di  f{xo)y  a  se- 
conda del  segno  di  fe;  e  f{xo)  non  è  né  il  massimo  né  il 
minimo  dei  valori  che  assume  f{x)  in  un  intervallo  conte- 
nente nel  suo  intemo  xo. 

P.  —  JauOiH  infiniteaimale,  —  7. 


Sesto  ndla  formula  di  Taylor, 
e   nelle  formule  di  interpolazione. 

sto  di  Lagrange  nella  formala  di  Taylor.  —  Si 
ormala  di  Taylor  {§  55)  : 

•(Xo)  -^{x-  xa)  nx.)  +  fc^V'(:ro)  1-  ... 

0  è  nn  numero  determÌDato,  an  q;  la  a;  è  ana 
le  tende  ad  ^o;  e  questa  formula  sta  per  indi- 
rle di  limiti.  In  essa  non  si  può  sostituire  ad  x 
eterminato,  il  quale  non  può  tendere  ad  Xq.  Però 

posto  dì  X  un  valore  speciale  xi,  si  può  ritenere 
ima  dei  primi  n  termini  del  secondo  membro 
re  approssimato  del  primo. 
^0  nella  formula  dì  Taylor,  dopo  n  termini, 
iogna  aggiungere  alla  somma  dei  primi  n  ter- 
ivìluppo  per  avere  il  primo  membro.  Dettolo  JE, 

definizione  ; 

f{^ì)  =f{^o)  •+■  i^i  -  ajo)  fi^o)  ■+■  - 
••■•*- ^■^^E^/''"-»(^c)H-i2,  (1) 

a  dì  Taylor  dice  appunto  che  It  è  una  quantità 
per  xi  =  cCfl  d'ordine  superiore  all'n  —  1.  Ora 
are  un'espressione  comoda  per  R,  essendo  x^ 
calori  fissi  qualunque,  onde  poter  giudicare  in 
articolare  se  esso  si  possa  trascurare  o  no. 
U^={xi  —  Xo)"K,  e  sì  consideri  la  funzione 

^)=.f(x)-f{xo)-ix-x,)f'(x^)-... 

che  diventa  il  primo   membro  della  (1)  ove  sì 
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trasporti  tatto  nel  primo  membro,  e  si  legga  x  al  posto 
dì  Xi).  Si  ha  che 

F{x^)=^Q,  F'{Xo)=Oy..  F^^-'^{xo)  =0,  e  F{xi)  =  0. 

Poiché  F{x)  si  annulla  per  x  =  Xq  ed  a?  =  o^i ,  la  sua 
derivata  F{x)  si  annullerà  per  un  valore  compreso  fra 
a^o  eà  Xi,  ma  essa  si  annulla  pure  per  x  =  oco;  dunque  la 
derivata  di  F{x),  cioè  F'{x)  si  annullerà  per  un  valore 
di  X  compreso  fra  i  due  precedenti,  e  quindi  compreso 
fra  Xq  ed  Xi.  Ma  F'X^)  si  annulla  pure  per  x  =  xoj  dunque 
F"\x)  si  annullerà  per  un  valore  compreso  fra  Xq  ed  xi\ 
e  così  via.  La  derivata  (n  —  1)*,  cioè  F^'*-^^^)  si  annullerà 
per  un  valore  compreso  fra  xq  ed  Xi  ;  ma  essa  si  annulla 
pure  per  a?  =  a;o;  dunque  infine  la  derivata  n^  di  F{x)  si 
annullerà  per  un  valore  di  x  compreso  fra  o^o  ed  r»i.  Ma 
F^^\x)  =  f ('*J {x)'^n\ K\  quindi,  chiamando  u  il  valore  che 
annulla  la  derivata  n^ ,  si  avrà  : 

0  =  p)(w)  — n!ir, 
onde  si  ricava 

Così  ottenuto  K^  si  ricaverà 


ni       '     ^  ^ 


(2) 


e  sostitaendo  ad  ^  il  sao  valore  nella  (1)  si  ha  : 
f(xi) = ficco)  +  (COI  -  eoo)  f'icoo)  +  ^J^l^Z^f'M  +  ... 

La  formula  (2)  del  resto  è  dovuta  a  Laobànoe.  Si  vede 
che  il  resto  rassomiglia  al  termine  di  grado  n  nello  svi- 


-  100- 
or,  salvochè  invece  dì  mettere  nella  derivata 
;o  di  a;  il  valore  x^,  si  deve  mettere  nn  va- 
u,  che  sì  sa  e^ere  compreso  fra  x  oi  xo. 
)  al  postti  di  xi  si  legge  x,  si  avrà  : 

ic)  =  f{xo)  -t-(x  —  xo)  f'{xo)  ■*• ... 

ireso  fra  x  ed  aro. 

questa  ic  =  tco  +  A,  ed  «  =  iCo  -*-  BA,  risal- 
!so  fra  0  ed  1;  e  sì  avrà 

7(8 

(^^r'-"(^)-Hj/"""(^-H6A).  (5) 

2, ...  si  hanno  le  formale  particolari  : 

[xa  -*-  h)  =  f{JSo)  -t-  hfixo  •+■  6A). 

ft)  =  /-(xo)  -H  A/"{;ro)  +  Ij-r'iiCb  +  OA). 


a  già  dimostrata  al  §  14. 

I  di  Cauchy.  —   Daremo  un'altra  dimostra- 
irmula  precedente,  la  qaale  ci  permetterà  di 
tra  espressione  del  resto  dovuta  a  Caitcht. 
la  (1)  dell'articolo  precedente  rispetto  a  B  si  ha; 


\^f--K^)- 


:a)-{Xt-xo)r(Xo}- 
i  la  funzione 

-m-(x,~xn^)-...-  fc^/i.-i)(a,), 
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(la  qaale  si  ottiene  da  R  leggendo  x  dovanqne  trovasi  a;o). 
Sarà  JF(a?i)==0,  F(xo)  =  Rj  e  derivando  F{x)  si  ricava 

!Ed  ora  basta  ricorrere  alle  formale  che  legano  i  valori  di 
una  funzione  con  quelli  della  derivata  per  avere  espres- 
sioni di  R. 

Ricorrasi  alla  formula  F{xì)  —  F{xo)  =  {xi  —  ooq)  F\u), 
ove  ti  è  una  quantità  compresa  fra  o^  ed  o^i;  sostituendo , 
e  cambiando  segno  : 

e  ponendo  cco^h  invece  di  x\^  e  fatto  u=^  xq-^-  OA,  ove  0 
risalta  compresa  fra  0  ed  1,  si  trova  l'espressione 

la  quale  è  dovuta  a  Cauchy. 
Ricorrendo  invece  alla  formula  : 

F{xì)  —Fjxo)  ^  F\u) 
cp(a;i)  — cp(ax))        cp'(w)' 

dove  cp(a?)  è  una  funzione  arbitraria  la  cui  derivata  non  si 
annulli  nell'intervallo  xqXi,  si  ricava:  P' 

<p  (u)  (n —  1)!    '      ^  ^ 

e  posto 

(p(flc)  =  (xi  —  xy        con       p  >  0, 
sarà 

Kf{x  i)  =  0,    cp(a;o)  =  {xi  —  xo^  ,    ^\x)  =  —  p(a;i  —  a?)^-^ 


/ 


T^HHIPi 


endo: 

i)(M-l)!  '     ^  ' 

essa  si  fa  ;)  s  1,  si  ritrova  l'espressione  precedente; 
p=M  si  ha: 

»!        '      ^  ' 
e,  posto  a;i  =  j'o  -4-  A ,  m  =  iCo  -i-  6A, 

(3) 

spressioDe  di  Lagrange. 

Teorema.  —  iSe  la  fumione  f{x)  si  .  anntdla  per 
liori  distinti  della  variabile,  xo,  Xì,..,Xn,  la  sua  de- 
*  si  annulla  per  un  valore  di  x  medio  fra  i  valori 
Iti. 

)  teorema  è  la  generalizzazione  del  teorema  di  Bolle 
si  dimostra  applicando  più  volte  qaesto  teorema. 
;ansi  disposti  i  valori  a:o,  x\, ...  Xn  in  ordine  crescente, 
idosi  f(x)  pei  valori  xo  ed  ;ri,  f'(x)  si  annullerà  per 
e  compreso  fra  x»  ed  xi;  annullandosi  f{x)  pei 
i  e  a:8,  f'(x)  si  annullerà  per  un  valore  compreso 
X2;  e  cosi  via.  Dunque,  poiclLè  f{x)  si  annulla  per 
ilori  di  X,  la  sua  derivata  prima  si  annullerà  per  n 
edii  fra  i  precedenti. 

landosi  f'{x)  per  n  valori  di  ce,  per  la  stessa  ra- 
{x)  si  annullerà  per  n—ì  valori  di  x;  /"'(a?)  per 
alorì,  e  cosi  via.  Infine  la  derivata  n"  si  annullerà 
ralore  di  x  intermedio  fra  i  valori  considerati  di 
1. 

!)  è  funzione  intera  di  grado  «  -•- 1,  il  valore  di  w 
si  annulla  la  derivata  n"  è  il  medio  aritmetico  fra, 
l  valori  per  coi  si  annulla  f{x). 


ww 
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§  75.  Formtde  d/interpclazione.  —  Sia  f{x)  una  funzione 
qualunque  della  variabile  x.  Siano  a?i ,  oct^  ...Xn^  n  valori 
della  variabile.  L'Algebra  insegna  a  formare  una  funzione 
intera  F{x)  di  grado  n  —  l^  che  per  gli  n  valori  dati  di 
co  assume  gli  stessi  valori  della  funzione  f{x).  Questa  fun- 
zione F{x)  è  data  dalla  formula  d'interpolazione  di  La- 
grange  sotto  la  forma: 

F(x)=  (^—^)(^  —  ^^)'"(^  —  ^^)    f(^  \  ^ 

^   ^        {Xi—  Xit)  {Xi  —  X3)  ...  (Xi  —Xn)'^    ^' 
^     {X  —  X\)  {X  —  Xz)  ...  {X  —  Xn)    r.,      . 


(^  —  X\)  {X2  —  XZ)  ...  {X2  —  Xn) 

Si  può  pure  formare  la  funzione  F(x),  facendola  dipen- 
dere da  quelle  di  grado  inferiore,  col  seguente  procedimento, 
dovuto  a  Newton. 

La  funzione  di  primo  grado,  che  pei  valori  xi  ed  0C2 
coincide  colla  f  (x)^  è  manifestamente 

Fi(x)  =fixi)  +  (a?  —  xi)  A^)  -r(^i) . 

^  '   V      /         V  ^       CC2  —  Xi 

Supponiamo  ora  di  aver  formato  la  funzione  Fn-i{x)  di 
grado  n  —  1,  che  per  gli  n  valori  xi  oc%  ...  Xn  coincide  colla 
f{x)  ;  vogliamo  formare  la  funzione  Fn  {x)  di  grado  n,  che 
coincide  colla  f{x)  per  gli  n  valori  X\  00%  ...  a?„  e  per  un 
nuovo  valore  xa .  Pongasi 

Fn  (a?)  =  Fn-^l{x)  -H  (ce—  X\)  {x  —  Xi)  ...  {X  —  Xn)  K. 

Qualunque  sia  la  costante  if,  la  Fn  {x)  è  funzione  intera 
di  grado  n,  che  pei  valori  xi  X2 ...  Xn  coincide  colla  ^«-1(05), 
e  quindi  con  f(x)  ;  e  volendo  che  per  a?  =  a?o  la  Fn{x)  coin- 
cida ancora  con  f(oco)y  basterà  determinare  il  K  in  modo 
che  si  abbia 

fi^o)  ==  Fn-i{xQ)  -^{xo  —  aJi)(aJo  —  rrs) ...  (Xq  —  Xn)K, 
da  cui  si  può  ricavare  il  valore  di  K. 
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)  formare   la  fanzioi» 
[colare  quella  di  second 
ia.  Ija  fuDzìooe  di  grat 

Six  —  xi)-h  C{x  —  a: 
'i^{x  —  xi)(ic  —  xa)  ...{x- 

K  SODO  costanti  che  si 


le  formule  d'interpolai 
anqne  di  x,  ed  F{x) 
le  coincide  colia  f{x) 
Tariabile.  Se  ad  x  at 
li  precedenti,  in  gener 
^erò  in  pratica  si  ammi 
simato  di  /"(aso).  Vogl 
F{Xi))  fra  il  valore  vt 
k)),  difftirenza  che  chi 
mazione. 


=  (5Co  —  iKi)  (a-o  —  OOt)  . 

[unzione 

F{x)  —  {x  —  xi)  (x  —  o 

a  per  gli  «  -t- 1  vaio 
ivata  K"  si  aoDallerii  p 
«cedenti;  ossia,  per  un 
.  :r„  sarà  : 


Sostituendo  nella  : 
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SUO  valore^  si  ha  : 

/•^«i  {x) 


f{Xo)  —  F{Xi)  =  {Xo  —  Xi)  {Xo  —  X2)...  {Xo  —  Xn) 


ni 


I    » 


che  è  la  formula  domandata. 

Se  in  qaesta  leggiamo  u  al  posto  di  x,  ed  x  al  posto* 
di  oro,  essa  diventa  : 

f{x)  =  F{X)  -^{X—  Xi)  {X  —  X2)  ...  {x—XnY—;^, 

fv   • 

ove,  ricordiamo,  f(x)  è  una  funzione  qualunque,  F{x)  è  la 
funzione  intera  di  grado  n  —  1  coincidente  con  f{^)  pei  va- 
lori xi,  X2, ...  Xn,  edu  è  un  valore  medio  fra  rri,  X2, ...  Xn  e  x 
Facendo  n=z2^  ossìa  prendendo  la  formula  d'interpola- 
zione di  primo  grado,  assai  usata  in  pratica,  si  ha  : 


X2  —  X\ 

r(u) 


(x  —  x\){x  —  X2) 


§  77.  —  Alcune  volte,  calcolati  i  valori  d'una  funzione 
f{x)  corrispondenti  a  due  valori  prossimi  xi  ^  x%^  si  deter- 
mina il  valore  della  funzione  corrispondentemente  ad  un 
valore  x  della  variabile  medio  fra  i  due,  supponendo  che 
gli  incrementi  della  funzione  siano  proporzionali  agli  incre- 
menti della  variabile,  ossia  si  stabilisce  la  proporzione 

m-fixi)^  f{x2)-f{x{) 

X  —  X\  X%  —  X\ 

da  cui  si  ricava 

cioè  si  sostituisce  alla  f{x)  la  funzione   intera  di  primo 
grado  che  coincide  con  essa  per  x^x\q  x  =  xt.  L'errore 


^^ 
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quindi  si  deduce  che  B  positivo  e 


B< 


16.1000000  ^  10000000 


ossia  l'errore  che  si  commette  adoperando  le  tavole  d'in- 
terpolazione ò  minore  d'un' unità  del  settimo  ordine  deci- 
male. 

§  78.  Teorema.  —  Essendo  /T[a?),  cpo(aj),  cpi(a3), ...  cp„(r»),w-H2 
funzioni  aventi  le  successive  derivate  fino  aU'n^^  ed  Xq,  xi, 
0C2...Xn,  w-t-l  valori  della  variabile^  esisterà  un  valore  di  x 
medio  fra  Xi,  Xft, ...  a?»,  per  cui  si  ha: 


fi^n) 

f%x) 


9o(iz:o) 
^o{xi) 

^{xt) 


91  (^o) 


To(irn) 


91  (^n) 

^\^''\x) 


Tn(iKo) 
^n{Xi) 

cpn(a%) 


Cpn(a?n) 
^n^%X) 


=  0. 


Infatti  la  funzione  di  x: 


f{xo) 
f{xi) 

f{^2) 


cpo(rro) 
cpo(rr2) 


Ti(^i) 

91(^2) 


T«(^o) 
Tn(a:2) 


fi^n)     cpo(^n)      cpi(^n) <pn(ir«) 

f{x)     cpo(a;)      (pi(a;) ?n(a;) 


si  annulla  per  a?  =  a?o,  a?i,  a?2, ...  a?n  ;  onde  la  sua  n'^^  deri- 
vata si  annullerà  per  un  valore  intermedio  di  x.  Calcolata 
questa  derivata  si  ha  la  formula  a  dimostrarsi. 
Facendo  ^  =  1  si  ha  la  formula  del  §  18. 


liventa: 


:(x)  = 


f(Xo)      1  Xo  x^ aco" 

f{X\)      1  Xi  Xi^ flCi" 

f{x^)    1  acn  ic„' a?»" 

/•H{iK)  0  0  0     n\ 


uò  ricavare  /"(''''o)i  '^'i^  risulterà  espresso  me- 
ori  che  assume  f{x)  per  x^Xi,...Xn,  e  lade- 
f{x),  per  an  valore  intermedio  fra  i  conside- 
ene  così  la  formula  d'interpolazione,  col  resto 
ista  al  §  76. 


]uesto  §  supporremo  che  le  funzioni  considerate 
te  le  derivate  che  ci  occorrono  nei  calcoli. 
:he  una  funzione  f{x)  si  annulla  m  volte  per 
i^ero  si  annulla  per  m  valori  di  x  coincìdeuti 
'(ic)  per  ic=a;i  è  infinitesima  d'ordine  wt,  vale 
;r  a;  =071  sono  nulle  la  funzione  f{x)  e  le  sue 
l  derivate. 

be  la  funzione  f{x)  in  un  dato  intervallo  sì  an- 
e,  se  essa  sì  annulla  pei  valori  Xi  xt ...  x^  com- 
tll'intervallo  rispettivamente  mi  nit ...  m»  volte, 
-I- ...  -t-  mi  =  n.  Qaest*  convenzioni  sono  ana- 
lle  dell'algebra  per  le  radici  multiple.  Ciò  fatto, 
stendere  le  proposizioni  precedenti  al  caso  io 
EÌone  si  annulli  per  valori  coincidenti  dì  x. 
—  iSe  la  funzione  f{x)  si  annuila  per  n-*-l 
dislifUi  0  no)  ddla  variabile,  la  sua  derivata  «" 
;  per  un  valore  intermedio  fra  essi. 
I  f(x)  si  annulla  pei  valori  xi,  xt, ...  a;*,  disposti 
i  grandezza,  rispettivamente  mi  ,mc, ...,  m^  volte, 
mt  •*-.■■•*•  mt  =  n.-i- 1,  la  derivata  f{x)  si  an- 
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Ballerà  {mi  —  1)  volte  in  m,  una  volta  nell'intervallo  da 
xi  ad  x%,  (w8  —  1)  volte  in  xt ,  una  volta  nell'intervallo 
da  oct  ad  xs,  ecc.,  e  (w*  —  1)  volte  in  a:*;  quindi  si  annul- 
lerà {mi  —  1)  -*-  1  -f.  (wi2  —  1)  -*-  1  H- ...  -♦-  {nik  —  1)  volte, 
cioè  mi  -i-  mt  h-  ...  -♦-  m*  -1  volte,  o  ancora  (n-f-1)  —  1  =  ^ 
Tolte.  Quindi  la  f'{x)  si  annullerà  n  —  1  volte,  ecc..  e  la 
derivata  n"^  una  volta. 

§  80.  Essendo  /*(ir)  una  funzione  qualunque  di  x,  avente 
le  successive  derivate,  si  può  determinare  una  funzione  in- 
tera F{x)  in  guisa  che  la  differenza  f{x)  —  F{x)  sia  infi- 
nitesima d'ordine  mi  per  x  =  xiy  d'ordine  mt  per  x  =  0:2,  ecc., 
d'ordine  w^  per  x=zXk;  e  la  funzione  F{x)  sarà  determi- 
nata completamente  aggiungendovi  la  condizione  che  il  suo 
grado  sia  mi  -♦-  ^n2  -h  ...  -♦•  mk  —  1. 

Il  resto  f{x)  —  F{x)  si  calcolerà  in  modo  analogo  a 
quanto  si  è  fatto  nel  §  76  e  si  trova  : 

f{co)=^F{x)^ 


(ce  —  a;!)»*!  {x  —  a?2)"'« ...  {x  —  Xk)'^k 


{mi  -♦-  W2  -♦- ...  -H  mk)  ! 


ove  Zi  è  un  valore  intermedio  fra  i  considerati  x,  ^i, ...  Xk. 
Per  fc  =  1  si  ottiene  la  formola  di  Taylor  col   resto  dì 
Lagrange. 

AppUcaJsioni  geometriche. 

§  81«  Concavità.  —  Consideriamo  una  curva  riferita  a  due 
assi  OXy  Oy\  si  dice  che  nel  punto  M  la  curva  rivolge  la 
concavità  verso  le  y  positive,  quando  nelle  vicinanze  di  M 
la  curva  sta  al  disopra  della  tangente  in  3/,  cioè  nelle  vi- 
cinanze di  M  le  ordinate  dei  punti  della  curva  sono  alge- 
bricamente maggiori  delle  ordinate  dei  punti  corrispondenti 
della  tangente  (dicendo  corrispondenti  un  punto  della  curva 
ed  an  punto  della  tangente  se  hanno  la  stessa  ascissa). 

Si  dice  invece  che  in  M  la  curva  rivolge  la  sua  conca- 


legative,  quando 
otto  della  tangei 
ìrdinate  dei  punì 
ri  delle  ordinate 

Sa  y  =  f{x)  l'eqi 
ascissa  x.  Se^pe 
rva  è  in  P  cono 
,  la  curva  è  in  j 

Dimost 

coodaciai 

curva,  e 

-^        OM=x 

poi  su  O: 

sia    M'I 
corrispoQi 

:p-  tangente 

Si  ha  pei 

^h)=f(x)-i-h, 

ì  il  ponto  in  cai 
intra  M'P\  abbi 

QPi  =  ìifi 

M'Pi  =  f{x)  -* 

'P'-M'Pi  =  ^, 

)ro  avrà,  per  k  ! 
termine  del  secc 
2:)>0;  sarà 

M'F  >  M 
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e  l'ordinata  di  un  punto  qualunque  P  della  curva^  in  pros- 
simità di  Pj  essendo  maggiore  dell'ordinata  del  punto  cor- 
rispondente  deUa  tangente,  la  curva,  per  definizione,  rivolge 
in  P  la  sua  concavità  verso  le  y  positive. 

Se  f\x)  <  0,  la  dififerenza  MP'  —  MPi  risulterà  nega- 
tiva, onde,  essendo  in  tal  caso  MP<  MTij  la  curva  ri- 
volgerà in  M  la  sua  concavità  verso  le  y  negative. 

§  88.  Dicesi  punto  di  flesso  o  di  inflessione  un  punto  in 
cui  la  curva  taglia  la  tangente. 

Teorema.  —  Se  per  un  certo  valore  di  x,  si  ha  f'\x)  =0 
e  /""(^)<0,  la  curva  y=zf(x)   ha  un  flesso   nel  punto  di 

ascissa  x. 

Infatti  la  differenza  fra  le  ordinate  della  curva  e  della 
tangente,  sviluppate  secondo  le  potenze  ascendenti  di  h^  è: 

M'P'  —  M'Pi  =  l^j  ri^)  -h ... 

ed  avrà  il  segno  del  primo  termine  del  secondo  membro. 
Ma  siccome  questo  termine  contiene  una  potenza  dispari  di 
hj  esso  cambierà  di  segno  con  h;  quindi  anche  M'P'  —  M'Pi 
cambierà  di  segno  con  h;  quindi  la  curva  taglierà  la  tan- 
gente, e  vi  passerà  da  sotto  a  sopra  se  f'\x)  >  0,  e  da 
sopra  a  sotto  se  f'\x)  <  0. 

Più  generalmente: 

Teorema.  —  Se  per  un  certo  valore  di  x  si  ha 

r{x) = r  (^)  = ... = r^'  (^)  =  0, 

e  f^{x)  >  0,  allora  ; 

Se  m  è  pari,  e  f^'^^x)  >  0,  la  curva  y  =  f{x)  è  concava^ 
nel  punto  considerato,  verso  -*-  y. 

Se  m  è  pari,  e  f^"^Kx)<0,  la  curva  è  concava  verso  —y. 

Se  m  è  dispari,  la  curva  ha  un  flesso  nel  punto  consi-- 
derato. 


V"S^-    **,7 •     ■  *•  .        '•  :  •"       ■"      •'^ -ll-«s»  #  ♦.  •;       '.Ti    ■••  •'.    e-<0' 
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§  84.  Si  dice  che  ana  curva  in  an  sao  ponto  P  è  amca/oa 
verso  un  punto  A  del  piano,  e  non  giacente  sulla  tangente 
in  P  alla  curva,  quando  nelle  vicinanze  del  punto  P  la  curva 
sta  da  quella  parte  della  tangente  in  cui  si  trova  il  punto  A\ 
si  dirà  invece  che  nel  punto  P  la  curva  è  convessa  verso  -4, 
se  sta  dalla  parte  opposta.  Così,  se  la  curva  rivolge  la  sua 
concavità  verso  -*-y,  essa  sarà  concava  verso  tutti  i  punti 
che  stanno  al  disopra  della  tangente^  e  convessa  verso 
quelli  che  stanno  al  disotto. 

Dette  {xq  ,  yo)  le  coordinate  del  punto  A^  se 

esso  starà  al  disopra  della  tangente;  e  se  y">0,  la  curva 
sarà  concava  verso  A. 

Se  yo>y -^ y'i^o  —x)   e  y" < 0,  la  curva  è  convessa 
verso  A. 

Se  2/0  <  y  -*-  y'ixo  —  x),  e  y"  >  0,  la  curva  è  convessa 
verso  A. 

Se  yo<y  -^-y'ixo—x)^  e  y<0,  la  curva  è  concava 
verso  A, 

Questi  risultati  si  possono  compendiare  così: 

Se   [yo  —  y  —  y'{oco  —  x)]y^'>  0,  la   curva   è   concava 
verso  A. 

Se  [yo  —  y  —  y'{xo  —  x)] y"  <0y  la   curva  è   convessa 
verso  A. 

Come  caso  particolare  : 

La  curva  è  conceda  ovvero  convessa  verso  V origine,  se- 
condochè  {xy'  —  y)y"  %  0. 

Alcune  volte  si  dà  una  curva  nel  piano  dando  le  coor- 
dinate del  punto  mobile  {x^  y)  in  funzione  di  t  Allóra,  in- 
dicando con  accento  le  derivate  rispetto  a  {,  si  avrà  (§  48)  : 

^—i      d  V  _  x!f  —  afy 

Ax    /af'     icfi^        x'' 
; 

quindi  la  curva  è  Roncava  verso  h-  y  ovvero  verso  —  y  se- 

P.  —  AmoIM  infinitetimcàe.  —  8. 


» 

i 

ì 
♦ 


'i 
\ 
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Dire  che  la  carva  ha  per  asintoto  la  retta  y  —  aoe- 
TDol  dire  che  la  distanza  d'an  punto  {x,y)  della  corra 


qaesta  retta,  cioè  la  quantità 


ff  —  ax  —  6 


tendere  di  a;  ad  oo-  ^  ciò  equivale  a  dire  che  y  —  aso- 
è  infinitesima  per  x  infinito,  ossia  che  si  ha  lo  srila[ 
secondo  le  potenze  discendenti  di  x  dell'ordinata  y  d< 
dura  : 

y  =  aic  -4-6  -+■ ... 

Àdnnqne  per  trovare  gli  asìntoti  della  curva  si  STÌlap[ 
secondo  le  potenze  discendenti  di  as,  e  sia 


questo  sviluppo.  Allóra  l'equazione  dell'asintoto  sarà. 

n  coefficiente  a  paò  essere  nullo;  e  allora  l'asintoto  ai 
per  equazione  y=h,  cioè  sarà  una  retta  parallela  all'ai 
delle  X  alla  distanza  h. 

Se  invece,  sviluppando  y  secondo  le  potenze  discende 
di  ar,  si  trova  che  y  è  infinito,  ma  d'ordìue  superiore 
inferiore  al  primo,  allora  la  cnrva  non  ha  asintoto. 

§  88.  I^&m'pi.—  1°.  Sia  j/  =  Voaj*  -i- bx  -*■  e.  Elevafi 
a  quadrato,  si  ha  un'equazione  di  secondo  grado  in  x  ec 
che  rappresenta  una  conica  avente  per  asse  di  simmeti 
l'asse  delle  x.  Considerando  il  solo  valore  aritmetico  ' 
radicale,  considereremo  solo  la  parte  di  curva  per  cui 
ordinate  sono  positive. 

Per  ogni  valore  finito  di  a;,  y  è  finito.  Dunque  la  cur 
non  ha  asintoti  paralleli  all'asse  delle  y. 

Se  a  <  0,  per  valori  snfficientemente  grandi  di  re,  «/  è  ii 
maginarìo,  e  perciò  non  si  hanno  punti  reali  della  cui 
che  si  allontanino  indefinitamente.  La  curva,  che  in  quei 
caso  è  un'ellisse,  non  ha  asintoti. 
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Bon  nullo.  Quindi  la  condizione  del  contatto  d'ordine  n  si 
trasforma  in  ìimP\Qil{MMì)''  =  0,  ossia 

lim[/Xa;  -*-  A)  —  ^{x  -♦-  fe)]/A'»  =  0, 

od  ancora: 

La  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè  due  curve 
abbiano  in  un  punto  comune  un  contatto  d^ordine  n  è  che 
la  differenza  delle  ordinate  delle  due  curve  sia  infinitesima 
d'ordine  superiore  alVn^^j  rispetto  alla  differenza  delle 
ascisse. 

E  sviluppando  colla  formola  dì  Taylor  le  ordinate  si  ha: 

Dire  che  le  due  curve  y=:f{x)  e  y  =  cp(a;)  hanno  nel 
punto  d'ascissa  x  un  contatto  d'ordine  n  cfjuivale  a  dire 
che  f{x)=^{x),  f\x)  =  ^\x\  ...,  f^'»)(a?)  =  cp('»)(a;),  ossia  che 
per  quel  valore  di  x  sono  eguali  le  ordinate  e  le  loro  dertr- 
vate  prime,  seconde...  n^. 

Adottando  la  convenzione  del  §  79  si  può  ancor  dire  che 
due  curve  hanno  in  un  punto  un  contatto  di  ordine  n,  se 
hanno  ivi  w  -*- 1  punti  coincidenti. 

Una  curva  ha  colla  sua  tangente  sempre  un  contatto  di 
primo  ordine,  poiché  le  ordinate  e  le  loro  derivate  prime 
sono  eguali  per  la  curva  e  per  la  tangente.  La  derivata 
seconda  e  le  successive  dell'ordinata  della  tangente,  sono 
nulle;  quindi  se  alcune  delle  derivate  dell'ordinata  della 
curva  sono  nulle,  Tordine  del  contatto  della  curva  colla 
tangente  aumenta.  Ad  es.  se  f'\x)  =  0,  e  f"\x)^Oj  nel 
qual  caso  si  ha  un  punto  di  flesso,  il  contatto  fra  la  curva 
e  la  sua  tangente  è  del  secondo  ordine. 

§  92.  Cerchio  osculatore.  —  Dicesi  cerchio  osculatore  ad 
una  curva  in  un  suo  punto  il  cerchio  che  ha  in  quel  punto 
un  contatto  del  secondo  ordine  colla  curva. 

L'ordinata  del  cerchio,  e  le  derivate  prima  e  seconda  di 
essa,  debbono  coincidere  colla  y,  y\  y"  della  curva;  si 
hanno  cosi  tre  condizioni  che  determinano  il  centro  e  il 
raggio  del  cerchio.  L'equazione  del  cerchio,  il  cui  centro 
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Perciò  il  centro  di  qaesto  cerchio  si  trova  sulla  normale 
alla  curva  dalla  parte  della  concavità;  basterà  qaindi  co- 
noscere una  delle  tre  quantità  a,  p,  r  date  dalle  (4),  (5)  e 
(6),  per  determinarlo.  Due  curve  aventi  un  contatto  di  se- 
condo ordine,  hanno  ivi  lo  stesso  punto,  la  stessa  tangente 
e  lo  stesso  cerchio  osculatore.  Il  cerchio  osculatore  ha 
grande  importanza  in  pratica,  poiché^  per  archi  assai  pic- 
coli, una  curva  qualunque  si  confonde  sensibilmente  con  un 
arco  del  cerchio  osculatore. 

§  93.  Esempio.  —  Sia  la  parabola  conica  di  equazione 
j/^  =  2pxy  ossia  y=\2px^^^.  Si  avrà  ^  =  2^2/^»"^^*, 

t/' =  —  jY^ ar^f^.  Sostituendo  nella  (5)  e  fatte  le  ridu- 
zioni si  ha  : 

a  =  3a?  -H  jp, 

la  quale  formula  ci  determina  con  tutta  facilità  l'ascissa 
del  centro  del  cerchio  osculatore.  Essa  si  può  pur  scrivere 
a  —  tt?  =  2  (a;  -H  pl2).  Ora  a  —  a;  è  la  proiezione  su  Oa;  del 
raggio  del  cerchio  osculatore,  x  -^  pl2  è  la  distanza  del 
punto  P  dalla  direttrice  della  parabola,  e  questi  segmenti 
stanno  fra  loro  rispettivamente  come  il  raggio  del  cerchio 
osculatore,  e  la  porzione  di  normale  compresa  fra  il  punto 
considerato  e  la  direttrice.  Dunque,  nella  parabola,  il  raggio 
dd  cerchio  osculatore  è  doppio  del  segmento  di  normale  com- 
presa fra  H  punto  considerato  e  la  direttrice. 


Esercizi!. 


§  94.  Sui  §§  46-48. 
1.  D%^^=^=(-1)^^^ 
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n  raggio  r  è  dato  da 

Questo  raggio  è  infinito  per  a?  =  0,  in  cui  si  ha 
un  punto  di  flesso,   diventa  minimo  per  il  valore  di 

4 

x=  1/ V45,  e  poi  cresce  indefinitamente  con  x.  Le  coor- 
dinate del  punto  per  cui  r  è  minimo  sono  : 

4 

a?  =  1/V45  =  0,3861     ;    y  =  0,0575 

€  questo  valor  minimo  di  r  è  0,5674. 

La  parabola  cubica  serve  in  pratica  a  raccordare 
un  tronco  rettilineo  di  strada  ferrata  con  un  tronco 
circolare.  Si  sa  dalla  meccanica  che  per  equilibrare 
la  forza  centrifuga  che  si  sviluppa  quando  un  treno 
percorre  una  linea  curva,  si  deve  innalzare  la  rotaia 
esterna  rispetto  all'interna  di  una  quantità  che  di- 
pende dal  raggio  del  cerchio  osculatore  alla  curva; 
quindi  fra  un  tratto  rettilineo  ed  un  arco  circolare 
si  dovrà  mettere  un  arco  di  curva,  in  cui  il  raggio 
di  curvatura  varii  gradualmente  da  oo,  corrispon- 
dente alla  retta,  fino  al  raggio  dell'arco  circolare;  ed 
allora  Tinnalzamento  della  rotaia  seguirà  con  continuità. 
Soddisfa  a  queste  condizioni  la  parabola  cubica  anzi- 
detta che  serve  quindi  a  raccordare  un  tratto  rettilineo 
con  un  arco  circolare  il  cui  raggio  sia  maggiore  o  eguale 
al  minimo  raggio  del  cerchio  osculatore  di  quella  curva. 


P.  --  AnalUi  infinitesimale.  —    9. 


CAPO  lU. 

nna  funzione  Ai  x.  Indicheremo,  seguendo 
•)  l'incremento  che  riceve  la  funzione  F{i3B),. 
al  valore  a  al  valore  h\  cioè  porremo 

''F{x)^F{h)-F{a). 

ob  sì  è  visto  come,  data  una  funzione- 
ne  calcoli  la  derivata  F'{ai),  o,  ciò  che 
ferenziale  o  incremento  infinitesimo 

AFix)  =  Fix)  doc. 

la  questione  inversa  ;  cioè  supposta  nota  la 
i  funzione  F{x),  vale  a  dire  sopposto  noto- 
itesimo  f(cc)ios  della  fanzione  F{x),  si 
l'incremento  finito  di  essa,  quando  la  va- 
alore  a  al  valore  i.  Sapporremo  natnral- 
)scere  la  funzione  primitiva  F{x),  ma  ne 
tenza. 

tre  la  funzione  data  i\x)  continua,  e  a>  b. 
vallo  A&  a&b  ia  n  parti,  coi  valori  cre- 

Xi ,  Xs,...,  x„^ì,    x„  =  h. 

.Ila  funzione  F{x)  nell'intervallo  a^b  è 
incrementi  della  funzione  negli  intervalli 

..  Jn-ì^^^n',  cioè: 

F(xi)  -  IXxo)]  -.-  [F{jh)  -  F{x,)]  -*- ... 

.^{F{xn)-^F{x,-,)l 


Ora  l'incremento  che  riceve  la  funzione  Fiso)  in  ano  qna- 
lonqoe  degli  intervalli  parziali  Xr-i^  ccr  vale 

FiXr)  —  F{Xr-i)  =  (Xr  —  Xr-  l)f{x(% 

indicando  con  a'*"'  un  valore  di  as  nell'  r""   intervallo  par- 
ziale ;  qaìndi 

F(b)  —  F{a)  =ncc')(x,  —  Xo)-f  f{ccf'){xt  -  a;,)  +  ... 

...+Aa'<'")(^»-a^-i)  (1) 

ove  af,  x", zi"'  sono  valori  compresi  rispettivamente 

nel  1",  nel  2",  ecc.,  nell'  n'""  intervallo. 

Si  osservi  che  il  secondo  membro  della  (1)  non  è  com- 
pletamente noto,  perchè  ci  sono  incogniti  i  valori  x  ',  x'\ ...  a;'"' 
compresi  nel  1°,  2",...  n""  intervallo.  Ma  la  formola  con- 
siderata permette  di  calcolare  per  approssimazione  l'incre- 
mento cercato  della  F(x).  Invero  se  nel  secondo  membro 
al  posto  dì  i\x'),  ,'{x"),...  mettiamo  i  massimi  valori  che 
assame  la  funzione  f{x)  in  ciascheduno  degli  intervalli  par- 
zìalì,  avremo  nna  quantità  maggiore  del  primo  membro, 
ossia 

F(b)  —  F(a)  <  S  ^"  [max  /'(aV-i"'  x,)  ]  (x.  —  av-i)    (3) 

e  considerando  i  valori  minimi  si  avrà. 

F{b)  —  F{a)  >  S^"[min/'(-»r-i"^a?-)]  (av  —  rc^-i)     W 

Cosi  si  hanno  due  valori  che  comprendono  l'incremento 
incognite. 

Variando  la  divisione  di  oT^b,  ossia  variando  i  valori 
Xi,  xs,...,  Xn-u  si  può  dimostrare  (e  noi  lo  dimostreremo 
al  §  106)  che  i  secondi  membri  delle  (3)  e  (4)  si  possono 
avvicinare  indefinitamente  fra  loro,  e  quindi  sì  possono 
approssimare  indefinitamente  alla  quantità  F{b)—F{a) 

Se  nel  secondo  membro  della  (2)  si  suppongono  x'  x",... 
se*"'  valori  arbitrari  scelti  nei  vari  intervalli  parziali,  esso 


jompreso  fra  ì  secondi  membri  delle  (3)  e  (4), 
rà  pure  ud  valore  approssimato  di  F{b) — F(a), 
iraazione  pnò  diventare  comunque  grande  col 
invenientemente  gli  intervalli  in  cui  si  decompone 

e  il  fatto  che  F{b)—F{a)  può  essere  rappre- 
ap  pressi  inazione  comunque  grande  dalla  somma 
;i  degli  intervalli  parziali  in  cui  si  decom- 
vallo  a'"'  ò,  per  valori  di  f{x)  in  essi,  dicendo  che 
è  la  somma  degli  infiniti  incrementi  iofìnitesimi 
iceve  nell'intervallo  a^b,  ossia  la  somma  dei 
;li  intervalli  infinitesimi  dx  in  cai  si  decompone 
i^b  pei  valori  corrispondenti  della  funzione 
:rive: 


F{h)-F{a)=/j\x)Aj; 


^  iniziale  di  somma,  si  legge  abitualmente  inte- 
secondo  membro  si  legge  integrale  da  a  a  & 
Le  quantità  a  e  b  diconsi  i  limiti  deW integrale 
inferiore  e  &  il  limite  superiore. 
■ecede  è  detto  supposto  che  f{x)  sia  continua  e 
iconosciuta  l'esistenza  di  una  funzione  Fix) 
lerivata  f\x),  ancorché  non  la  si  sappia  catco- 
r  ora  è  dubbio  che  ogni  funzione  f(x)  continua 
inzione  primitiva  Fix)  ;  inoltre  alcuna  volta 
.  considerano  delle  funzioni  discontinue.  À  to- 
iubbio  ci  converrà  partire  dalle  proprietà  cui 
iti  per  l'incremento  della  funzione  primitiva  di 
porre  il  signtcato  che  ha  attualmente  in  scienza 
le  fi  fioo)Ax,  qualunque  si  sia  la  funzione  f{x), 
lisconlinua. 

eremo  la  lettera  K  invece  della  parola  classe, 
di  enti.  Se  «  è  una  classe,  cou  K«  intende- 
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remo  una  classe  degli  u.  Qaindi  Kq  indica  nna  classe  di 
numeri  reali,  o  un  gruppo  di  numeri. 

Sulle  Kq  possiamo  fare  alcune  operazioni  da  cui  si  ri- 
cavano nuove  classi.  Essendo  a  una  q,  e  u  una  Kq,  allora 

a  -+-  w  indica  la  classe  dei  numeri  che  si  ottengono  ag- 
giungendo ad  a  i  vari  numeri  della  classe  u.  Per  es.  a  -*-  Q 
rappresenta  i  numeri  che  si  ottengono  aggiungendo  ad  a 
una  quantità  positiva,  ossia  i  numeri  maggiori  di  a. 

—  u  indica  la  classe  dei  numeri  che  si  ottengono  dai 
numeri  u,  cambiando  loro  il  segno.  Cosi  — Q  indica  i  nu- 
meri reali  negativi.  E  così  via. 

Essendo  u  e  v  delle  K,  con 

u^-v  (ovvero  uv)  intenderemo  la  classe  comune  alle  u  e  v. 

u-v  intendiamo  la  classe  degli  individui  che  apparten- 
gono ad  una  almeno  delle  categorie  u  o  v. 

'^  w  si  intende  la  classe  dei  non  u  ;  così  v^u  indica  la 
classe  degli  individui  che  sono  v  e  non  sono  u. 

Cosi  se  a  e  ò  sono  q,  ed  a  <  b,  allora  (a  ■+-  Q)  -^  (6  —  Q) 
rappresenta  la  classe  dei  numeri  che  sono  ad  un  tempo 
maggiori  di  a  e  minori  di  ò,  ossia  a'^b. 

Scriviamo  w  =  t;  per  indicare  che  le  classi  u  e  v  sono 
identiche,  ossia  contengono  gli  stessi  individui. 

Scriviamo  uov  per  dire  che  ^  la  classe  u  è  contenuta 
in  V  „,  ossia  "^  ogni  u  è  v  „. 

Fra  le  classi  conviene  anche  considerare  la  classe  nulla 
cioè  non  contenente  alcun  oggetto,  e  la  si  indicherà  con  a. 
Quindi  «*-v  =  A  significa  *  non  esiste  alcun  individuo  co- 
mune alle  due  classi  u  e  v  „j  ossia  *"  nessun  u  è  v  „. 

§  101.  Essendo  u  una  classe  di  numeri  (weKq),  diconsi 
massimo  e  minimo  del  sistema  u,  e  si  rappresentano  con 
max 2^  e  mìnu,  il  più  grande  e  il  più  piccolo  numero  del 
sistema  : 

1.  a?  =  maxw.  =.  xtu.  u  -  (a?  -♦-  Q)  =  a 

*  dire  che  a?  è  il  massimo  del  sistema  w,  equivale  a  dire 


lero  del  sistema,  e  cjie  di 
non  esistono  „.  Analogan 

min» .  =^ .  xtu.  u~{x  — 

à  della  classe  u  sono  in 
>mpre  la  massima  e  la 
infinito,  possono  mancare 
le.  Così  la  classe  Q  non 

superiore  dei  numeri  d'r 
qnel  numero  non  minore 
:ro  minore  di  Yu  possa 
ameri  u. 
i  determinato  dalle  segni 

M  -  {Yu  -t-  Q)  =  A 

l'«  "  Q .  3 .  «  -  (^  •♦•  Q)  ~ 

te  se  la  classe  u  ha  un  i 
ore: 

max«eq.3.  maxM  =  r 

inferiore  delle  grandezze 
ro  non  maggiore  di  alcQii 
ndezze  u  minori  di  ogni  ^ 

M-(li«-Q)  =  -v 

•.hu-*-q.D.u~{s-Q) 

u  ha  minimo  esso  ne  è  ì 
se  di  grandezze  avere  a 
iza  che  abbia  un  massioi 
il  sistema  dei  nnmeri  co 
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vTh  (cioè  esclusi  gli  estremi)  non  ha  massimo  né  minimo  y 
ha  però  il  limite  superiore,  che  è  6,  ed  il  limite  inferiore, 

che   è  a.  Il  sistema  dei  numeri  1,  -tt  '  ~o"  ' ^^  ^^ 

massimo,  ma  non  ha  minimo  ;  ha  però  per  limite  inferiore 
lo  zero,  perchè  questi  numeri  possono  approssimarsi  a  zero 

finché  si  vuole,  col  prendere  il  denominatore  abbastanza 
grande. 

L'area  d'un  dato  cerchio  è  il  limite  superiore  delle  aree 
dei  poligoni  inscritti,  ed  il  limite  inferiore  dei  circoscritti, 
^enza  essere  né  il  massimo  dei  primi ,  né  il  minimo  dei 
secondi. 

Se  i  numeri  d'un  sistema  u  sono  tutti  minori  d'un  numero 
determinato  ri,  allora  il  sistema  u  ha  il  limite  superiore 
determinato  e  finito,  non  maggiore  di  a  : 

a  s  q .  w  "^  (rt  -f-  Q)  =  A .  0 .  r  z^  s  q .  r  ^^  <  a. 

Se  invece,  comunque  si  fissi  un  numero  a,  esistono  sempre 
numeri  del  sistema  maggiori  di  a,  si  dirà  che  la  classe  u 
ha  per  limite  superiore  1'  oo  : 

Tei  =  00  .  =  :  a  e  q  .  Oa  .  w  --  (a  -f-  Q)  '-'  =  a. 

Quando  i  numeri  del  sistema  siano  tutti  maggiori  di  un 
numero  a,  il  sistema  ha  limite  inferiore  finito,  non  minore 
di  a;  se  invece  i  numeri  del  sistema  diventano  inferiori  ad 
ogni  numero  assegnabile,  si  dirà  che  —  oo  ne  è  il  limite 
inferiore. 

Se  una  funzione  f{x)  è  continua  in  un  intervallo  finito 
€t^  &,  allora  esistono  max  f{a^  b)  e  min  f{ct^  6),  che  sono 
pure  i  limiti  superiore  e  inferiore  dei  valori  di  f{x)  in  a^  b  ; 
ma  se  la  funzione  è  discontinua,  o  l'intervallo  è  infinito, 
possono  non  esistere  il  massimo  e  minimo  ma  esisteranno, 
sempre  i  limiti  superiore  ed  inferiore  di  quei  valori  di  f{x) 
i  quali  limiti  possono  essere  finiti  od  infiniti. 

Supporremo  che  tutte  queste  proposizioni  sui  limiti  su- 
periori ed  inferiori  siano  note  al  lettore. 
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ia  f{x)  ana  faozione  di  se  definita  in  an  inter- 
ove  a<h.  Supporremo  finiti  i  limiti  superiore 
j  dei  valori  di  f{x)  in  a^h,  e,  in  coDseguenza, 
rzione  dell'intervallo  considerato. 
Xr-\  e  Xr  due  valori  in   a^~h,  e  Xr-i  <^  s^r, 

l'{Xr-i. ,  iCr)  =  {Xr  —  ir,_i)17'(a;,_i'~'  Xr) 
1   (aCr-l  ,  Xt)  =  {Xr  —  a!r-l)l|  /'(^f-1  '^J>), 

iamo  con  S'(iCr-i,  x.)  e  Si(a;r_i,  Kr)  i  prodotti  del- 
iell'intervallo  a;,— i'~'iCr  rispettivamente  pei  limiti 
d  inferiore  dei  valori  di  f{x)  in  quell'intervallo, 
intervallo  a'~'i  in  parti  coi  valori  crescenti 

Xo  =  a,  XI,  Xa,...,  x„^t,  Xn='b; 

T  abbreviare 

S'(a,Xi ,...  x„^i,  0)=^ 
'  (xo,  s.  i)  -t-  S'{j:i  ,  xs)  -t- ...  -»-  S'(3-„_i ,  i„) 

j^u  ,  Xi)  -t-  S 1  (Xi  ,a:i)  ■+-...  +  Si  (j^b-i,  ìCb) 

i  membri  stanno  per  indicare  le  somme  dei  pro- 
ampiezze  degli  intervalli  parziali  in  cui  sì  è  de- 
^b  rispettivamente  pei  limiti  superiore  ed  in- 
valori  della  funzione  in  quegli  intervalli  parziali, 
la  divisione  di  a'~'b,  cioè  variando  aii,.., £r„_i, 
I,  ...b)  ed  Si(o,.-&)-  Se  avviene  che  esista  una 
i  (juantità  compresa  fra  tutti  i  valori  che  possono 
)'(a,...b)  e  Si(a,...J),  comunque  si  divida  Vin- 
'6  in  parti,  allora  la  funzione  f{x)  dicesi  inie- 
Vintervallo  a'~'h,  e  il  valore  di  guelh   quantità 


fj\x)dx. 


|^|P»S'TT'<f'-*  '  -•iB— '^r-'-'-y-i- 
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Ad  esempio,  se  f{x)  si  riduce  ad  una  costante  w?,  co- 
munque si  divida  rintervallo  a  '^  6  in  parti,  si  avrà  sempre 
S'(a,...  6)  ±=  Si(a,...  b)  =  m  {b  —  a)  ;  e  questo  loro  valore 
comune  è  il  valore  dell'integrale,  ossia 


/    mdx  =  m{b  —  a). 


Fatto  m  =  lj  sì  ha 


yda?  =  i  —  a. 
a 


§  108.  Esaminiamo  le  proprietà  delle   somme  S'  ed  Si. 

xi  j  X2 1  a^b .  xi  <  xt .  0  ,  S'{xi , a?g)> Si  {xi ,  X2),       (1) 

cioè  se  a?i  ed  cot  sono  valori  contenuti  nell'intervallo  dato, 
e  il  primo  è  minore  del  secondo,  allora  la  S'  corrispon- 
dente all'intervallo,  ^i*^  x^  è  maggiore  dell'Si  corrisponden- 
temente allo  stesso  intervallo;  si  ha  l'eguaglianza  nel  solo 
caso  in  cui  la  funzione  f(x)  sia  costante  in  quell'intervallo. 
Ne  consegue: 

« 
a  <  rri  <  rr2  < ...  <  Xn^i  <  6 . 0 . 

S'(a,  xi, ...  ir„-i,  b)>  Si  (a,  Xi, ...  x„«i,  6),  (2) 

poiché   ogni  termine  della  prima  somma  è  maggiore  del 
corrispondente  nella  seconda. 
Nelle  stesse  ipotesi  si  ha  : 

• 

S'(a,a?i,...rrn-i,6)<S'(a,&)  (3) 

Si  (a,  xi, ...  Xn-h  b)  >  Si(a,  b)  (4) 

Invero,   essendo  oCr'^Xr^i  uno  qualunque    degli  intervalli 
parziali  in  cui  si  decompone  a!^b,  sarà 

Yf{oorcCr.i)<Yf{a'^b),  e  1,/X^r^^r.i)  >li/'(a'^6)  ; 
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plicaDdo   per  l'ampiezza  deiriotervallo,  e  sommando, 

la  formula  a  dimostrarsi. 

l'intervallo  a^b  si   decompone  in  parti  coi   valori 
iTn-i,  e  poi   queste   parti  vengono  saddivìse,  allora 

diminuisce  e  la  Si  aumenta,  ossia: 

1, ... ,  Xi , ...  aSi , ...  a;„_i, .., ,  b)  <  S'(a,  Xi,  Xs, ...  Xn-i,  6)  (5) 
)>S,( )(6) 


0,  per  la  (3)  si  ha  S'(a;r,...a:r+i)  <S'(3-r,  a:v+i},  e  som- 
0  si  ha  la  (5)  ;  analogamente,  dalla  (4)  si  ha  la  (6). 
'i'  corrispondente  ad  una  scomposizione  qualunque  di 
è  maggiore  dell'Si  corrispondente  ad  un'altra  scom- 
pone qualsiasi,  ossia,  se  si  fanno  due  scomposizioni 
e  dell'intervallo  a'~'i,  l'una  coi  valori  xi,sotj':Xn-i, 
tra  coi  valori  Xi'  Xg...  os'm-i ,  si  ha  : 

.'(fl,^'i ,  X2,..ic„_[,  l)  >  Si  (a,x'i ,  a^'ì  ,...afm-i,b)     (7) 

0  si  consideri  la  scomposizione  che  risulta  dalla  so- 
)Osizione  delle  due;  ossia  dicansi  Xi"  Xt"...  Xp"  i  va- 
'i...x„-i,xi...afm-i  disposti  per  ordine  dì  grandezza, 
dalla  (5)  che  S'ia,  Xi...  Xn-„b)'>S'(a,Xi",...Xp",b), 
(2)  che  S'(rt,iCi",...6)>Si  ia,xi",...h),  dalla  (6)  che 
xi",  ...b)'>S\ia,xi',...b);  onde  la  disegaaglianza  a 
Btrarsi. 

idiè  ogni  valore  di  S'  è  maggiore  di  ogni  valore  di  Si , 
;pondano  esse  o  no  alla  stessa  scomposizione  dell'ìn- 
Ilo  a^h,  ne  risulta  che  i  valori  di  S'  hanno  no  limite 
ore  che  diremo  s',  e  i  valori  di  Si  hanno  un  limite 
iore  che  diremo  si;  e  che  s'l>si. 
ni  numero  compreso  fra  i  valori  di  S'  e  quelli  di  Si 
compreso  fra  s'  ed  Si;  quindi,  se  s'>Si,  esisteranno 
ti  valori  minori  di  tntti  i  valori  che  può  assumere  S' 
ggiori  di  tutti  i  valori  che  può  assumere  Si,  e  perciò 
azione  non  è  integrabile.   Se  invece  s'  =  si,   il   loro 
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valore  cornane  è  la  sola  quantità  compresa  fra  i  valori 
di  S'  ed  Si ,  ossia  il  loro  valore  è  V  integrale  cercato,  e  la 
fonzìone  è  integrabile. 

Le  quantità  sf  ed  si,  che  hanno  sempre  valori  finiti,  sup- 
posto puramente  che  la  funzione  f{x)  sia  limitata  superior- 
mente ed  inferiormente  in  a^6,  cioè  supposto  Yf{a^b)j 
li/Xa'^6)eq,  si  chiamano  integrale  superiore  e  integrale  in- 
feriore di  f{x)Ax  in  a*^  6  e  si  rappresentano  con  : 

&'=/    /Tix;)da?,    Si=/   f(cc)^x. 

Uà  Uà 

Quindi:  La  conàizìone  necessaria  e  stifficiente  affinchè 
f(x)  sia  integrabile  in  a^b,  è  che  /    f{(c)dx  =  /    f{x)dcc 

e  il  loro  valore  comune  èV  1   f{x)ix. 

«/  a 

§  104.  Teorema.  —  Essendo  f  una  funzione  limitela  in 
un  intervallo  a^b^ove  a< b,  l'integrale  superiore  di  f{x)Ax, 
esteso  alVintervallo^  non  supera  il  prodotto  del  limite  supe- 
riore della  funzione  per  l'ampiezza  délP intervallo]  e  Viìtte- 
graie  inferiore  è  maggiore  o  eguale  al  prodotto  del  limite 
inferiore  dei  valori  della  funzione  per  Vampiezza  delVin- 
tervallo.  In  simboli: 

a,  6  e  q.  a  <  6.  fé  qja^  b,  \f{a^  &),  \if{a^  b)  e  q.  o. 
{b—  a)  Yf{d^ b)  >  r  f{x)Ax  >  f  f{x)ix>  {b-a)\i  f{ a^  b) 

Infatti,  essendo  Ty'il  limite  inferiore  dei  valori  di    S', 

esso  sarà  minore  (o  eguale)  d'ogni  valore  di  S',  e  quindi 

anche  di  S'(a,  6)  =  (6  —  a)  Yf{a  ^  b).  Analogamente  per  l'/ 

Corollario.  —  Essendo  f(x)  integrabile  nelV intervallo  a^b 
si  avrà: 


I    f(x)dx  ={b  —  a)m, 


TOÌl 
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§  106.  Teorema,  —  Of/ni  funzione  continua  e  inteijrdbile. 

Infatti,  se  f{x)  è  continua  in  a  "^6,  fissata  una  quantità 
comunque  piccola  fe,  si  può  dividere  l'intervallo  a'^&  in 
parti,  in  guisa  che  in  ciascheduno  degli  intervalli  parziali 
la  differenza  fra  il  limite  superiore  e  il  limite  inferiore  dei 
valori  di  f{x)  in  quell'intervallo,  ossia  l'oscillazione  della 
funzione  in  quell'intervallo,  sia  minore  di  h.  Se  fl?o  =  a, 
a?i,...  flPn-i,  cCa  =  b  sono  i  punti  di  divisione,  si  avrà 

S'(a,  a?» , ...  Xn-i^b)  —  Si(a,  Xi , ...  Xn^i ,  0)  = 

=  l^^^(Xr  -  COr-l)  [Vf{Xr-l'^  Xr)-hf  {Xr-l  ^  Xr)] 


<  /2  S       (Xr  —  rTr-l)  =  Mb  —  o). 

Ora  questa  quantità  si  può  rendere  comunque  piccola; 
quindi  il  limite  inferiore  dei  valori  di  S  '  coincide  col  li- 
mite superiore  dei  valori  di  Si  ,*  e  la  funzione  è  integrabile. 

§  107.  Teorema,  —  Se  a,  h,  e  sono  valori  disposti  in  or- 
dina di  grandezza,  e  se  f{x)  è  funzione  definita  in  a^c, 
e  limitata  superiormente  ed  inferiormente,  allora  Vintegrale 
superiore  di  f(x)Ax  in  a^c  vale  la  somma  degli  integrali 
superiori  estesi  alle  due  parti  a^b  e  b^c]  e  analogamente 
per  gli  integrali  inferiori  : 

a,b,CBq.  a<b<c.fe,  q/a*^ e.  Y  f{a'^ e),  h  f{a^ e)  e q. o. 
r  f(.x)àx  =p  f{x)dx  ^r  f{x)àx. 

r  f{rc)Ax  ==  r  f{x)dx  ^  r  f{x)dx. 

Infatti  si  decomponga  a^b  m  parti  coi  valori  X\  x% ... a^m-i, 
e  Tintervallo  b^ e  coi  valori  Xi  x%  ... a;'n-i.  Si  avrà  anche 
decomposto  a  ^  e  in  parti,  e  sarà  : 

S'(a, a;i,...a7«^i,  ?/,  a?'i^...a?'„-i,  e)  =  S'(«,  a?i,...&)-+-S'(&,  a?i',...c). 


miti  inferiori  di  S'(ffl.  a^ii 

'     di  /'(a?)d!B;  quindi  il 

indenti  alle  divisioni  di  i 

isione ,   vale  /    f(x)Ax  - 

se  si  divide  a*~'c  in  par 
to  di  divisione,  e  se  xi .. 
precedenti  b,  e  a:i',...a/„- 

,...X„-i,  Slf,...CC'n-t,c)  >  Si(( 

il  limite  inferiore  dei  vi 
ad  una  divisione  in  cui  l 
e  col  limite  inferiore  de 
to  di  divisione.  In  ogni 
dei  valori  di  S'  corris 
^ne  di  a'~'c,  cioè  il  prin 
'arsi,  vale  la  somma  dei 

ogamente  per  gli  integra 
Mario I.  —  Sea  <ò<c,  & 
'  e,  essa  sarà  itUe(,rabile  in 
rabile  in  a^c,  essa  è  im 
H  a'-' e. 
ti  sottraendo  ]e  due  egos 

f{a:)Ax—J     /ì:fl;)da;j-+-| 

irima  ipotesi  sono  nulli 
0  e  quindi  è  nullo  il  pri 


'  ««-p-rf-  •  -  ■ 
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il  primo  membro,  e  poiché  le  qaantità  del  secondo  non» 
possono  essere  che  positive  o  nulle,  esse  saranno  necessa- 
riamente nulle. 

Corollario  IL  —  Se  f{cc)  in  un  certo  intervallo  ora  cresce 
ed  ora  diminuisce j  ma  quéW  intervallo  si  può  decomporre  in 
intervalli  parssicdi,  in  ciascuno  dei  quali  la  funzione  varii 
sempre  nello  stesso  sensOy  la  funzione  sarà  integrabile  nel- 
r  intervallo  dato. 

Infatti  in  ognuno  di  quegli  intervalli  parziali  (§  105)  la 
funzione  è  integrabile;  quindi  è  integrabile  nell'intervalli 
totale. 

Corollario  III.  —  Se  a<h<Cj  e  f{co)  è  irdegrdbile  in 


a^Cy  sarà: 


*J  a  'J  a  xJ  h 

Questa  proposizione  si  deduce  dal  teorema  dimostrato, 
osservando  che,  per  le  ipotesi  fatte,  gli  integrali  ordinari 
coincidono  cogli  integrali  superiori  e  cogli  inferiori. 

§  108.  Essendo  f{x)  integrabile  in  un  certo  intervallo, 
alla  scrittura/    f{x)Ax  ci  converrà  attribuire  il  valore  0;. 

e  se  6  >  a,  alla  scrittura  /    f(x)à.x  si  attribuisce  il  valore 

—  /  '  f(x)àx.  Quindi  si  avrà  : 

f^f{x)àx  '^fy{x)dx  =  0 .  (1  > 

Con  questa  convenzione,  la  formula  del  corollario  III, 
trasportando  tutti  i  termini  in  un  membro,  diventa 

J"^f{x)dx  'i'Pf{x)dx  ^rf(x)dx  =  0 ,         (2) 

la  quale  è  così  dimostrata  per  a<ì)<c\  ma  essendo  sim-^ 


spetto  alle  tre  lettere,  vale  qoaln 

grandezza, 

^nvenzioDÌ  sono  analoghe  a  quel 

'ìa  analìtica  e  proiettiva  sai  segt 

ha: 

B-i-BA  =  0,        AB-i-BC  +  i 

Jia  f{x)  una  fanzione  integrabile 
engono  i  valori  che  attribuirenu 


F{X)=fy(x)Ax. 


9  a  fisso,  ed   X  variabile ,   sarà 

f),  ana  funzione  di  X. 

%.  —  Se  fXx)  è  continua,  la  derivai 

ito  ad  X,  vale  fXX). 

dato  ad  X  un  incremento  h,  si  1 

)  -/J'"'  f{x)Ax=f^  fix)dx  + 

F(X-^k)-F{X)=^f'^'f{x 

k  ~         h 

con  m  un  valore  medio  fra  quelli 
allo  da  X  ad  X-*-h.  Col  tender 
)  continua,  questo  valore  m  ha  [ 

F'{X)  =  f{X). 

io.  —  Data  una  fumlone  f{X) 
lite    funzioni  aventi   per    deriva 

'  è  appunto  una  funzione  siffatta 
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dovi  una  costante  arbitraria,  si  avrà  ancora  una  funzione 
avente  la  stessa  derivata. 

§  110.  Teorema.  —  Se  F  (x)  è  um  funzione  avente  per 
derivata  la  funzione  continua  f  (x),  si  ha  : 

F{b)  —  F(a)  =  f'f{x)dcc. 

Questo  risulta  da  quanto  si  è  detto  nei  preliminari; 
poiché  jF(6)  —  Fip)  è  una  quantità  compresa  fra  i  valori 
di  8'  ed  /Si ,  ed  è  l'unica  che  vi  sia  compresa  (§  106)  ;  dunque 
essa  è  l'integrale  cercato. 

Ovvero,  per  ipotesi  la  derivata  di  jF(X)  è  f{X)\  la  de- 
rivata diy^  f{x)^x  è  pure/'(X),  pel  teorema  precedente; 

f{x)dx   differiranno  per 
una  costante  C7,  ossia 


y^V(^)da;=i^(X)-*-a 


Per  determinare  C,  si  ponga  X==  a;  si  avrà  0  =  F{a)  -+•  C. 
onde  (7=  —  F{a),  e 

f'f{x)àx  =  F{  X)  ~  F{a\ 

e  ponendo  b  al  posto  di  X  si  ha  la  formula  a  dimostrarsi. 
Di  qui  risulta  la  regola  comunemente  usata  per  calcolare 

un  integrale  /  f(x)dx. 

Si  determini  una  funzione  F{x)  avente  per  derivata 
f(x),  il  che  si  ottiene  ricordando  le  regole  di  derivazione, 
e  questa  questione  sarà  studiata  in  seguito.  Si  avrà  che 

l'integrale  proposto  vale  I  F{x). 


§  111.  Integrali  indefiniti.  —  Gli  integrali   finora  con- 
siderati /    f{x)dx,  diconsi  definiti  fra  i  limiti  a  e  6.  Es- 

sendo  a  e  &  costanti,  essi  rappresentano  una  quantità  de- 

P. —  Anali9i  infinitesimale.-^  10. 


-■e 
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terminata,  indipendente  dal  nome  dato  alla  variabile  sotto 
il  segno  d'integrazione;  quindi 

Sapponiamo  il  limite  superiore  variabile,  e  sostituiamolo 

con  X.  Allora,  per  quanto  si  è  visto  /    f{x)Ax  è  quella 

funzione  di  X,  che  si  annulla  per  X=  a,  e  che  ha  per  de- 
rivata f{X). 
Quando  non  v'è  pericolo  di  equivoci,  la  variabile,  invece 

di  X,  si  suole  indicare  colla  stessa  lettera  x^  sicché  /   f{x)ix 

rapp^senta  qaeU.  fanzione  di  s  che  ri  «mnll.  ^°  =p  -  ., 

e  che  ha  per  derivata  f{x).  Si  badi  che  in  questa  scrittura 
la  lettera  od  ha  due  significati,  cioè  un  valore  al  limite  su- 
periore, e  sotto  alsegno  J  rappresenta  una  variabile  che  va 

da  a  ad  oo. 
Abitualmente  però  si  sopprime  l'indice  superiore  x\  sicché 

r  t\(X))àoc  =  r'f{x)àoo  =  ff{a)dz. 

%J  a  %J  a  J  Ck 

perché  scritture  diverse  per  rappresentare  la  stessa  cosa. 
La  prima  scrittura  si  legge  integrale  a  partire  da  a  ài 
f{x)àx. 

Infine  si  scrive //'(a?)d;r  per  indicare  una  funzione  avente 
per  derivata  f(a?),  o  per  differenziale  f(x)Ax.  La  scrittura 
F{x)=ff{x)àx  significa  che  F{x)  è  una  funzione  la  cui  de- 
rivata è  f{x)j  e  vale  quanto  dF{x)=:f(x)àx.  Il  segno  = 
in  F{x)  =  f  f{x)àx  sta  invece  di  e  (è  un).  Quindi  dalle 
due  formule 

F(x)  =  ff{x)dx    e    Fi{x)  =  ff{x)dx 

non  è  permesso  di  dedurre  F{x)  =  Fi{x)  ;  esse  dicono  solo 
che  F{x)  e  Fi{x)  hanno  amendue  per  derivata  f{x)  ;  quindi 
si  può  dedurre  che  la  loro  differenza  è  una  costante. 
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Gli  int^rali  senza  limiti  diconsi  integrali  indefiniti  In 
conclusione,  nn  integrale  definito  fra  dae  limiti  dati  rap- 
presenta nna  quantità  determinata;  un  integrale  col  solo 
limite  inferiore  rappresenta  una  funzione  determinata;  un 
integrale  senza  limiti  rappresenta  infinite  funzioni,  diffe-» 
renti  l'uua  dall'altra  per  una  costante. 

§  112.  Interpretazione  geometrica.  L'  /  f{x)àx  ha  un 

significato  geometrico  assai  semplice.  Supponiamo  a  <  &,  e 
la  funzione  f{x)  sempre  po- 
sitiva in  ct^b.  Si  consideri 
il  luogo  dei  punti  la  cui  a-  ^ 
scissa  è  compresa  fra  0^'=ra, 
ed  OB'  =  6,  e  la  cui  ordi- 
nata è  compresa  fra  0  ed 
f{x).  Questo  luogo  di  punti 
è  limitato  a  sinistra  dalla 
ordinata  A'A  corrispon- 
dente all'ascissa  a,  a  destra 
dalla  S'È  corrispondente 
all'ascissa  ò,  inferiormente 

dal  segmento  A'B^  dell'asse  delle  a?,  e  superiormente,  se  la 
{(co)  è  continua,  dalla  linea  di  equazione  y  =  f{co).  Se  f{x) 
è  discontinua,  il  luogo  definito  da  ^  =  f{cc)  si  può,  a  nostro 
arbitrio,  ancora  chiamare  linea,  ovvero  non  ;  però  chiaman- 
dola linea,  non  bisognerà  attribuire  a  questo  sistema  di  punti 
alcuna  delle  proprietà  che  sogliamo  in  geometria  elementare 
attribuire  alle  linee  ;  ad  ogni  modo  anche  se  f{x)  è  discon- 
tinua^ quella  regione  di  piano  è  perfettamente  definita. 

Se  Mr^i  ed  Mr  sono  i  punti  di  ascisse  Xr-i  ed  cor,ài  cui 
si  è  parlato  al  §  102,  allora,  nella  nostra  figura,  S'(a;r-i ,  Xr) 
ed  Si  (Xr-i ,  xr)  misurano  le  aree  dei  due  rettangoli  Jfr-i  Pr 
e  MrPr^ìy  dei  quali  il  primo  comprende  il  quadrilatero 
mistilineo  -Mr-iilfrPrPr_i,  e  il  secondo  ne  è  compreso. 
Le  somme  S'(a,  Xi , ...  Xn-^\ ,  6)  e  Si(a,  a?i, ..., a?n-i ,  V)  misu- 
rano le  figure  formate  da  quei  rettangoli;  la  prima  misura 
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*ea  d'ana  figura  contenente  nel  suo  interno  ]a 
e  la  seconda  quella  d'una  figura  contenuta  nel- 

AA'B'B.  Se  f{x)  è  integrabile^  allora  vf  f(^)^, 

ica  quantità  compresa  fra  S'  ed  Si ,  misura  l'area 
ilatero  mistilineo  AA'B'B,  ossia  : 


area  AA'B'B  -- 


=  jj'{cc)ùx. 


ce  f(3:)  non  è  integrabile,  e  quindi  necessaria-, 
continua,  si  potranno  ancora  considerare  gli  inte^ 
riore  e  inferiore  di  f(x)ix;  e  si  dice  che  il  prima 
rea  esterna,  e  il  secondo  l'area  intema  di  AA'B'B^ 
caso  non  si  può  più  parlare  di  area  propria.  Però 
vremo  occasione  di  occuparci  di  queste  eccezioni. 

Regole  di  integrazione. 

Ogni  formula  di  differenziazione  iF(x)  =  f(x}ix 
ma   in   una   formula   d' integrazione  leggendola 

=  F(x). 
ipposto  n  - 
re 

./  n-*-l  ^  ■ 

,0  w  >  0,  questo  integrale  particolare  è  quello  che 
per  x= 0,  cioè  è  l'integrale  a  partire  da  0.  Pren- 
itegrale  fra  0  ed  1  si  ha; 

x''dx  =  -^  (2) 

H-t-1 


/■■ 


àx 
nula  d  logx  =  —  ,  ove  x  è  positivo,  si  può  leggere 


La  formula  dlogCic  =  —  ,  ove  C  è  nna  costante  q 
lanqne  tale  però  che  (Jx  sia  positivo;  si  paò  leggere 
''dx 


J'. 


=  ìogCcc. 


Snpposto  !»  <  0,  e  fatto  C—  —  1,  si  avrà  f  —  =  log(— 

Volendosi  calcolare  /  —,  se  o  e  6  sono  amendae  posit 
si  prenderà,  per  integrale  indefinito  di  Axjx,  la  funzi 
logj;,  e  il  sao  incremento  varrà  logb  —  Ioga  ;=  log(&/a). 
a  e  b  sono  amendae  negative,  si  prenderà  per  integrale 
definito  log( —  x),  e  il  sao  incremento  sarà 

Iog(—  b)  —  log(—  a)  =  log(i/fl) 

come  prima.  Se  a  e  6  sono  di  segno  contrario,  l'integr 
proposto  non  ha  alcan  valore,  poiché  la  funzione  ad  ii 
grarsi  1/j;  diventa  infinita  per  a:  =  0,  che  è  compreso  i 
l'intervallo  a^b  in  cai  si  integra.  Quindi  se  a  e  &  ha 
lo  stesso  segno,  si  ha: 


/ 


La  formula  (1)  vale,  come  si  è  detto,  per  «  diverso 

—  1;  se  si  fa  n^  —  1,  l'integrale  diventa  /  — ,  che  sii 

cola  colla  formala  (3).  Però  questa  formala  si  può  dedt 
dalla  (1)  col  passaggio  al  limite.  Invero  si  determinino 
integrali  prendendoli,  ad  esempio,  a  partire  da  1.  Si  avr 


Ir 


a?"'  —  ! 


endo  tendere  n  verso  —  1,  il  limite  del  secondo  membro, 
si  determina  colle  regole  stadiale,  vale  apponto  logar 

114.  Fra  le  formule  che  sì  ottengono  immediatamente 
rando  meritano  ancora  menzione: 

y"  dr»         T —  r^     àx         n 

da;  —  —  _^ 

=  86007,  ovvero  =  —  cosa;.  (3> 


fef"ix:=-e'",  ft'dx  —  e',  A e-'dac=— e~'.  (3) 

/cosicdic  =  sena:,    laenxàcc  ^=  —  cosa;  (4) 

/      (jasxdse^    /      senicda;  =  1.  (5) 

/"-^  stangar.  (6) 

116.  Integrale  d'una  somma.  —  La  formula 

d(a«  -*■  pi?  —  fio)  -—  <xiu  -+■  pdv  —  -{iw, 

e,  ^,  Y  sono  costanti,  eu,  v,w  funzioni,  si  pnò  leggere: 

xu-t-^v  —  fw  =f{aiu  -H  pdv  —  ydw), 

ertendo  i  membri,  e  osservando  che  u:=/iu,  ecc.  si  ha": 

/(adw  +  pdv  —  ydw)  --=  «/d«  -+-  ?/dy  —  yfdw.         (1) 

lale  dice  che  l'integrale  delta  somma  di  più  differen- 
.  moltiplicati  per  costanti,  è  la  somma  degli  integrali 
'iei  differenziali,  moltiplicati  per  le  stesse  costanti.  Come 
particolari,  l'integrate  d'una  somma  è  la  somma  degli 
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integrali^  e  un  fattore  costante  si  può  permutare  col  segno 
di  integratone. 

Se  nella  (1),  gli  integrali  del  secondo  membro  si  pren- 
dono a  partire  da  a,  allora  tutto  il  secondo  membro  si  an- 
nulla per  x  =  a  onde: 

/  (aàu  -f- pdt;  —  "(àio)  =^a  1  du-^^  1    àv  —  yl   àio,  (2) 

e  chiamando  b  il  limite  superiore  dell'integrale, 

/  {aàu  -h  ^àv  —  ydw)  =  a  f  àu-^^  1  dt;  — y  /    àio,   (3) 

La  formula  (1)  insieme  colla  (1)  del  §  113  permettono 
di  calcolare  Tintegrale  d'ogni  funzione  intera.  Basta  svilup- 
parla secondo  le  potenze  della  variabile,  e  si  avrà: 

/(ofo^**  -♦-  aicc^-^  -h ...  -H  Qn^ì  oc  -H  a«)da?  = 

rTZTT  ^     ■*•  ;r  ^  ■*"  ••  ■*■  -o^^  -Htìfna?  -Ha„+i, 
n  "T"  ±  n  ji 

ove  On-Ki  è  una  costante  arbitraria. 

§  116.  Integrazione  per  parti.  —  Dalla  formula 

àuv  =  uàv  -H  vAu, 

ove  u  e  V  sono  funzioni  di  x,  si  deduce 

uv  =  fu  Av  -4-  fvàu, 
e  quindi 

SuAv  =  uv  —  fvàu,  (1) 

In  questa  formula  consiste  il  procedimento  detto  d'integra- 
aione  per  parti.  Per  applicarlo  si  decomponga  il  differen- 
ziale ad  integrarsi  in  due  fattori,  l'uno  finito  u,  e  Taltro  Av 
che  sia  il  differenziale  di  una  funzione  v  facile  a  determi- 
narsi; rintegrale  cercato  resta  decomposto  in  due  parti, 
l'una  integrata,  e  l'altra  affetta  dal  segno  integrale;  e  se 


j  immmmfì 


movo  integrale  è  più  semplice  del  precedente,  si 
ta  uo'utile  applicazione  di  questo  procedimento, 
ido  ì  limiti  nella  (1)  si  ha  : 

I     Mdt);=     uv—l     vAu.  (2) 

no  1°.  —  Vogliasi  l'/ic^logacda'.  Si   integri  per 
ondando  ai"da;  come  fattore  a  integrarsi.  Si  avrà 

/  «'"loga;da?=' z-logt»—  /  - — r, 


ree" Ioga; d»  = ì-loga;— -j rra-i-  C' 

no  3^.  —  Vogliasi  /tango; dir. 

andò  per  parti,  prendendo  da;  per  fattore  ad  iote- 

i  ha: 

\x  =  x.tmgcc—/  Y-j--^=  aJtaagiC—  5 log(l-i-a;«). 

no  3°.  —  Vogliasi  Jarcosicda;. 

indo  per  parti,  prendendo  cosxdic  per  fattore  ad 

li,  si  ha  : 

sa7diK=a;senf»  — /sena;djc=a;sena;-»-cosaj. 

ìio  4".  Per  calcolare    /  Vi  —  x'àm,  si  integri  per 

endendo  come  fattore  ad  integrarsi  xix.  Siccome 
comparisce  esplicitamente,  lo   si  farà   comparire 
andò  e  dividendo  per  sb,  e  si  ha  : 


'"Vi  — a''da;=  rV^g— I     xàx= 
,/     Sfa;! 


^>e*»-*— -  *'  ■'  '  ■  ■•■"■■- r»  "'■  -^^^ 
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ovvero 


=  -  a?  Vi  —  a?*  -+-  ^sena?. 

§  117.  Integraziane  per  sostituzione.  —  Sia 

F(a^)  =  ff{x)d(c.  (1) 

Essa  equivale  a  àF(x)  =f{x)àx.  Se  al  posto  di  x  pongo 
a;  =  cp(<),  sarà  'd-F[cp(0]  =  /T9(«)]?'(0d^  onde 

Fm)]=ffmtwmt.  (2) 

Quindi^  cambiando  variabile  indipendente,  ponendo  co  =  cp(f), 
da  un  integrale  (1)  si  ricava  un  nuovo  integrale  (2),  che 
si  ottiene  dal  primo  leggendo  ^{t)  al  posto  di  x,  e  ^'(t)àt 
al  posto  di  do;. 

Prendendo  nella  (2)  gli    integrali   fra  i  limiti  fo  e  fi,  e 
se  Xo  ed  Xi  sono  i  valori  corrispondenti  di  a?,  cioè  se 

xo  =  cp(<o),        Xi  =  cp(<i)  (3) 

sarà  F{x^)  -  jF(a?o)  =pÌl^{tWmt, 

ossia  /"'  /•(a?)daj  =pf\!^{tWmt  (4) 

la  quale  formula  indica  quali  cambiamenti  si  debbano  fare 
in  un  integrale  definito  quando  si  cambi  la  variabile  ;  oltre 
cioè  a  porre  al  posto  di  a?  e  di  da?  rispettivamente  ^(t)  e 
^\t)àt^  si  debbono  prendere  per  nuovi  limiti  i  valori  fo  e  f  i 
per  cui  X  assume  i  valori  a?o  ed  tri. 

Esempi.  —  P.  Se  in  /      sen^'a^da;  si  faa;=^  —  z 


sena;  =  cobìt,        da;  =  —  d?, 
nme  ì  valori  0  e  it/2  ove  si  faccia  z  =  ni2  e  0; 


secondo  membro  si  scambiano  tra  loro  ì  limiti,  e 
i  z  in  x,  si  ha: 


/sea"'a;da;  = — /    co8"i^d?. 

;ondo  membro  sì  scambiano  tra  lo 
in  07,  si  ha: 

/     sen"rcdrc=/     cos^icdic. 

l/o  y  0 

ticolare,  se  »i^2, 

i^ir/8  -.11/2 

/      sen'icda;^  /      eos'icda:, 
i*a^  H- /      co^ccAx=f       (sen'a;  +  cos*ic)da;  = 

/      sea*ci!dx=/       cos*a;da;=j. 
in    /  Va*— js*  da;  si  fa  a:  :=  asen?, 

'  —  ob' =  \a*  —  a*seifi2,       Ax  =  acoszie, 
ime  i  valori  0  ed  o  ove  si  faccia  ^  =  0  e  n/2;  onde 

/a«— -c*dx=   /     V«*  —  a^senV  acossiz  = 

=  a'  /     cos'zds  =  a*  T  • 
.7  0  4 
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In  quest'ultimo  esempio,  invece  che  far  variare  ^  fra  0  e 
«/2,  si  potrebbe  far  variare  fra  kn  e  2k'n  -f-  ni2,  ove  k  e  ¥ 
sono  numeri  interi  qualunque.  Però,  se  z  varia  nel  secondo 

0  terzo  quadrante,  non  sarà  più  vero  che  V^*  ""  ^^  sen*  ^ 
sia  eguale  ad  acos^,  ma  bensì  a  —  acos^. 


Integrali  con  limiti  infiniti,  o  in  cui  la  funzione  a  integrarsi 
è  infinita  entro  i  limiti  d'integrazione. 

§  118.  Nella  definizione  data  di   /    f(cc)ix  si  è  supposto 

J    a 

che  i  limiti  a  e  b  siano  numeri  finiti,  e  che  la  funzione  f{^) 
nell'intervallo  d'integrazione  sia  limitata.  Però,  con  oppor- 
tune convenzioni,  possiamo  attribuire  un  significato  allo 
stesso  simbolo,  ove  queste  condizioni  non  siano  verificate. 
Intenderemo,  colle  scritture 

rt\x)àx,  f  f{x)dx,  r}{x)àx 

i  limiti,  ove  esistano,  verso  cui  tende  1' /   f{x)dx   ove   si 

faccia  rispettivamente  tendere  b  verso  -+-  co  o  a  verso  — oo, 
ovvero  b  verso  -»-  cx)  e  «  verso  —  oo. 

e-^dx.  Si  ha 

0 


y»  g — hx  p  h 


1  —  e-^* 
h 


e  facendo   tendere  b   verso   l'infinito   positivo,   se   A  >  0, 
lime-''*  =  0,  onde 

f*e-^Ax  =  lim^^^    f  e-^àx  =  -         {h>0). 


Se  invece  7*  <  0,  /  e-'^da;  col  crescen 
X  cresce  indefinitamente,  onde  /    e-^^do 

/sena7dj;=—  cosa; 


/> 


li  fa  tendere  b  verso  l'infinito, 
1  senza  tendere  ad  un  limite  d 
inso  l'espressione 


/  sena!d:r. 


è  a  dirsi  se  si  fa  tendere  il  li 
i  limiti  all'infinito, 
ideri  ancora 

/'  Ax         1  - — X 

0  supporre  /oO,  perchè  nel 
e  che  il  suo  quadrato.  Si  avrà 


/--     ix          1 

7.  h'-i-x'-h 

. 1) 

tangj. 

re  h  verso  +  co 

sì  ha 

J.    h'*x'- 

-a- 

/-•      ix  1. il         Ir 
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e  se  si  fa  tendere  &  a  -♦-  oo,  ed  a  a  —  oo  si  deduce 


-00 


h^-^x^^h 


Come  caso  particolare 

+  «   Ax 


§  119.  Se  la  funzione  f{x)  diventa  infinita  per  a?  =  &,  si 
intende  per  /    f{co)dx  il  limite,  se  esiste,  verso  cui  tende 

^  a 

f{x)Ax,  dove  h  —  lih  una  quantità  compresa  fra  a 

a 

e  fc,  ove  si  faccia  tendere  h  verso  zero.  Se  f{x)  diventa 
infinita  per  a?  =  a,  si  assume  per  definizione 

f  /{a?)da?  =  lim^^^  f    f{xHx, 

ove  a  -♦-  A  è  compreso  fra  a  e  6.  Se  f{oo)  diventa  infinita 
per  nn  valore  x=^c  medio  fra  a  e  6,  si  pone 


f  f{x)Ax  —  lim       f     f{x)Ax  H-  lim       f   f{oo)Ax, 

e  si  fanno  analoghe  definizioni,  se  f(x)  diventa  infinito  per 
più  valori  di  x  appartenenti  all'intervallo  (a,  h), 

/'^i     dx' 
r/==|,   ove  la  funzione 

ad  integrarsi  diventa  infinita  al  limite  superiore.  Si  ha 

/-*     d^;  — 

^/  =  sen  X, 

0  yi— a?2 

e  facendo  tendere  x  verso  1,  il  membro  di   destra  tende 


''/^  =  2Vi/.'||=2-2V».   e   facendo 


/ 


0  Vi~ 


— .  Per  definizione  esso  è  egaale  al 


ha  / — =logaj;  quindi  /   —  =  — logA,e  fa- 
lere A  a  zero  si  ha  /    —  =  co. 
voglia  / 

/      —  +  /       — ,  ove  A  e  fe  tendono  a   zero; 
'  *h    ^      J  ~\    ^ 

—  ==  lim  log  T ,  e  facendo  tendere  h  e  k  Terso 
X  n 

endentemente  Tnn  dall'altro,  questa  quantità  non 

alcun  limite.  Quindi  1'  /      -^  non  è  determinato. 

lifferenziale  dato  si  conosce  l'integrale  indefinito 
arrendo  alla  formula 


f  ''''f{cc)àx=F(b  —  h)  —  Fiay 


IO  facile,  come  si  è  fatto  negli  esempi  precedenti, 
e  l'esistenza,  ovvero  non,  del  limite  dell'integrale, 
eia  tendere  h  a  zero. 

volte,  con  nn  conveniente  cambiamento  di  varia* 
ò  trasformare  il  differenziale  dato  in  nn  altro  che 
a  finito  ai  limiti  dell'integrazione.  Cosi,  per  es., 
riconoscere  l'esistenza  di 


/ 
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'  àx 


ore  /^  <  1,  in  cai  il  differenziale  diventa  infinito  al  lim: 
SDperìore,  pongasi  a;=sencp;  si  avrà 

y"" d^ r'^        df 
a  V(l  — ac*)(l--fc«ic«)     Jo  Vi— A^sen^. ' 

e  facendo  tendere  cp  verso  n/2,  e  qaìndi  x  verso  I,  la  fi: 
zìone  da  integrarsi  rimane  finita,  e  quindi  anche  rintegr; 
di  sinistra  tende  ad  an  limite. 


Applicojuioni  geometriche. 

§  120.  Gli  ÌDt^rali  hanno  molta  importanza  nelle  app 
cazìoni  geometriche,  come  si  è  già  visto  al  §  112;  essi 
queste  applicazioni  si  presentano  abitualmente  sotto 
pnnto  di  vista  che  conviene  conoscere.  In  quanto  s^n 
parlando  di  un  intervallo  a'~'fc  si  sapporrà,  sempre  o< 

Dicesi  che  «  è  una  quantità  coesistente  con  an  interval 
se  dato  an  intervallo  a'~'b,è  determinato  il  corrispondei 
valore  di  a,  che  indicheremo  con  u  {a^b),  e  se,  decoi 
ponendo  an  intervallo  a '"'e  in  parti  a '"'6  e  &'~'c,  ilvah 
di  »  corrispondente  all'intervallo  totale  a '"'e  è  la  somi 
dei  valori  di  u  corrispondenti  alle  parti  a'~'b  e  6'~'c,ci 

«(o  '"'  e)  =  «(a  "^  &)  -t-  u{b  ^c).  ( 

La  più  semplice  quantità  coesistente  con  an  ìnterva 
a^b  è  Vampiezaa  dell'intervallo  stesso,  cioè  b  —  a;  poic 
Vampiezza  d'nn  intervallo  è  la  somma  delle  ampiezze  de 
sae  parti. 

L'incremento  che  riceve  una  funzione  F{as),  quando 

,6 

varia  da  a  a  &,  cioè    Fix)  =  F{b)  —  F(a),  è   quanti 
coesistente  coU'intervallo  a'~'b,  poiché  Tincremeato  di  F( 


in  uà  iotervallo  totale  è  la  somma  dej 

essa  riceve  negli  intervalli  parziali  in   < 

si  può  scomporre. 

Viceversa,  ogni  grandezza  u  coesistente 

mento  che  riceve  una  funzione  1 

t'ero  sia  a  ■■  6  l'intervallo  ;  sia  ^o 

i  h;  pongasi  F{x)  ^u{xò~'a;),  e 

di  u  corrispondente  ad  un  interi 

>  xo  è  fìsso,  e  l'estremo  a  è  varìi 

He  funzioni  coesistenti  si  ha  : 

u{Xo'~'b)  =  u(Xf,^a)  -*•  u{a 

«(o^  b)  =  u{xo^  b)  —  «(a»" 

>-^b)  =  F{b),  «(j^o-o)  =  Fio), 

uia'^b)  =^  F(b)  -  F(a: 

valore  di  u  corrispondente  ad  i 
<^b.  è  l'incremento  che  riceve 
ire  ii  X  Aa  a  &  b. 
%  di  qui  che  invece  di  parlare 
si  potrebbe  parlare  di  incremt 
i  ciò  che  si  presenta  nataralme 
te  ed  è  artificiosa  la  introdnzi 

%x)Ax  è  pure  una  quantità,  eoe 

integrazione,  poiché  j   =  j    ■*- 

gli  integrali  superiori  ed  inferi{ 

itegrabile.  La  somma  di  due  gr 

randezza  coesistente,  e  il  prodot 

i  per  la  grandezza  coesistente  u 

(esistente. 

l'-'b)  è  funzione  continua  degli 

re  nella  (1)  e  verso  &,  si  dedurr 
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ossia  uip ^ e)  tende  a  0  col  tendere  dell'intervallo  b^c 
a  0.  Questa  è  la  ragione  per  cui  Cauchy  diede  a  siffatte 
grandezze  il  nome  di  coesistenti  ;  esse  cioè  si  annullano  in- 
sieme all'intenrallo. 

§  121.  Sia  ti(xi^Xf>)  una  quantità  coesistente  con  un 
intervallo  xi^ooz.  Si  pone: 

^^  =  lim  ^^^^^  ^^^ 

àx  002  —  OCi    ' 

ove  xi  ed  cct  tendano  ad  uno  stesso  valore  x.  Adunque 
Aujdx  è  il  limite  del  rapporto  fra  il  Calore  di  u  corri- 
spondente ad  un  intervallo  e  Tampiezza  dell'intervallo^ 
quando  gli  estremi  dell'intervallo  tendono  ad  uno  stesso 
valore  a?.  Esso  si  dice  anche  il  rapporto  fra  il  valore  di  w, 
corrispondente  ad  un  intervallo  infinitesimo,  all'ampiezza  di 
questo  intervallo.  Per  indicare  che  iujAx  =  p,  spesso  si 
scrìve  du  =  pdo?  ;  il  àu  dicesi  anche  un  elemento  di  w,  cioè 
il  valore  di  u  corrispondente  all'intervallo  infinitesimo  di 
ascissa  a;  e  di  ampiezza  Ax. 

Teorema  L  —  Se  u{xi  *^x%)  è  Vincremento  che  riceve  la 
funzione  F(x)  nelV intervallo  Xi^  xa^  cioè  se 

u{xi  ^  X2)  =  F(X2)  —  F{xi), 

e  se  la  F{x)  ha  derivata  prima  continua^  sarà  iujAx  =  F^oo). 
Infatti  si  avrà 

ujxi  ^a?2)  _  F{X2)  —  Fjxi)  ^  ^,. 
a?2  —  Xi  X2  —  Xi  ^  ^' 

ove  t^  è  un  valore  compreso  fra  xi  ed  002  (§  13).  Facendo 
tendere  xi  ed  x^  ad  x^  anche  u  tende  ad  x^  e  ]imF\u)  = 
F'{x)^  onde  si  ha  la  formula  a  dimostrarsi. 

Teorema  IL  —  Se  per  tutti  i  valori  di  x  in  tm  inter- 
vallo, àulAx  ha  un  valore  determinato  e  finito,  questo  Auldx 
è  funzione  continua  di  x. 

Infatti,  essendo  x  un  valore  nell'intervallo  dato,  fissata 

P.  —  Anali9i  infiniteaitnale.  —  11. 


una  quantità  positiva  (arbitrariamente  pie 
determinare  un  ìnterTallo  contenente  nel  sa* 
guisa  che.  presi  due  valori  a^i  ed  o^  in  qa< 

si  abbia  mod[w{a?i'~'xg)  —  (~\    <  a,  ove 

;  di  dtt/da;  corrispondente  a 
i,  preso  ad  arbitrio  un  vaio 
la  quantità  u(xì'~*X2),  ove 

wr  limite  (■^]   .  Quindi  si 


"""IVB, 


dai, 
du' 


1-m.h" 


iulàx  è  funzione  continua 
—  Se,  per  tutti  i  vdori  di 
AujAx  =  p,  ove  p  è  una  di 

uia""  b)  =/    p  da;  • 

■)  è  funzione  di  x,  che  si  anm 
Feor.  I)  vale  p,  ed  è  funzion 

i  u{a'~'x)  =  I  fix;  e  quin 
u{(i-*'b)=J    pda;. 

m  coordinate  cartesiane. 
Essendo  y=:^f{x)  Vequazion 
i  deliqui  formanti  l'angolo  u 
xtiva,  l'elemento  d«  di  aree 
urva,  mentre  l'ascissa  varia 
tcissa  X  e  di  ampiezza  Ax, 

dw^^dic  senti), 
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ossia  è  Varea  di  un  parallelogrammo  di  angolo  (o,  e  di 
lati  y  e  dx. 

Infatti  l'area  u  {xi^oSi)  descritta  dall'ordinata  mentre 
l'ascissa  vana  fra  X\  ed  x^^  vale  l'area  di  nn  parallelo- 
grammo di  angolo  (o,  di  cui  un  lato  è  do;,  e  l'altro  è 
medio  fra  i  valori  di  y  nell'intervallo  X\^qcz\  quindi  si  ha 
la  formula  a  dimostrarsi. 

Si  deduce  che  l'area  descritta  dall'ordinata,  mentre  l'a- 
scissa varia  fra  a  e  &  vale 

w(a*^6)=senw  /   yàx 


Fatto  (0  =  900  si  ritrova  la  formula  del  §  112. 

§  128.  Esempi. 

l^  Paràbole.  —  Nella  parabola  d'ordine  m  si  ha 

y  =  ax^^ 

e  quindi  l'area  descritta  dall'ordinata,  mentre  l'ascissa  varia 
fra  i  valori  xo  ed  Xi  è  misurata  da 

sento  /     ax"^  àx  =  senco =-2 — ,  supposto  w  <  1 . 

Se  w  è  positivo,  si  può  fare  a?o  =  0,  e  ponendo  x  invece 
di  xi ,  l'area  della  parabola^  contata  a  partire  dall'origine, 

vale 

aa?'"+^              xysentù 
:r  sen  co  =  -^ r-  , 

ossia  vale  V(m  •+■  l)"»  parte  dell'area  del  parallelogrammo 
costrutto  sull'ascissa  e  sull'ordinata  del  punto  estremo  del- 
l'arco considerato. 

Se  m=  — 1,  si  hay  =  — ,  e  la  curva  è  un'iperbole  ri- 
ferita ai  suoi  asintoti.  La  sua  area  sarà  misurata  da 


seno»  /     -  da?  =  a  sen  «log  — 


L'eqaazione  dell'ellisse,   riferita  ai  suoi 


--l\¥^^'. 


tta  dall'ordinata,  mentre  l'ascissa  varia  fra 
,  è  misarata  da 

&     f    l/T 5^ 

u^~   I     va'  —  x^QX. 
tegrale  del  membro  di  destra  sotto  la  forma 
V  — se*  da;=  /    A/— , —  Ixix. 

J    0    V   IK' 

per  parti,  prendendo  come  fattore  ad  in- 
li  avrà 

^/-d-    — -=(wsen-  ; 


l„&H/-5 ;      1    j  —  ^ 


5K*^ 
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a 
da  cui  si  ricava 


y  =  —  Vjc2  —  a*  ; 


e  Tarea  descritta  dall'ordinata  mentre  l'ascissa  varia  fra  i 
valori  a  ed  a:  è  misurata  da 


u 


=  ^   f\x''  —  a^Ax. 


Integrando  per  parti,  prendendo  come  fattore  ad  inte- 
grarsi orda?,  si  ha: 

u 


=Ì4^V^^-a«-^«&/^y; 


ed  infine 

«=-_a5V^8_««--aMog '- 

4^  C2^rt;a  logaritmica.  —  La  sua  equazione  è 

e,  supposti  gli  assi  ortogonali,  variando  x  fra  i  valori  Xq 
^  Xì.  l'area  corrispondente  è  misurata  da 


/ 


a*i  —  a*o 


a''Ax  = 


Ioga 


Se  si  fa  07  =  a,  si  avrà  l'area  della  quarta  parte  della 

1  i 

ellisse  jTcaft;  quindi  l'area  totale  dell'ellisse  di  semiassi  a  i 

6  l  vale  nab. 

3^  Iperlole.  —  Già  si  è  trovata  l'area  dell'iperbole  ri- 
ferita agli  asintoti.  Se  la  si  riferisce  agli  assi,  la  sua  equa-  j 
zione  sarà                                                                                                          ì 


fi 


a  '  '  i 


Osservando  che  1/loga  è  la  lunghezza  della  s 
sì  deduce  che  l'area  compresa  fra  un  arco  di 
ritmica,  le  ordinate  estreme  e  l'asse  delle  x, 
l'area  d'un  rettangolo  di  hase  la  sottotangenti 
la  differenza  delle  ordinate  estreme. 

4.  Aree  in  coordin<^e  polari, 
•ema.  —  L'elemento  Au  di  area  descriti 
p  d'una  curva,  mentre  l'argomento  ?  v 
ìfinitesimo  di  argomento  f,  e  di  ampiegzt 
ettore  circolare  di  raggio  p  e  di  angolo 

da  =  -  p«dtp, 

to  p  funzione  continua  di  9. 
tti  l'area  descritta  dal  raggio  vetton 
in  un  intervallo  finito  d'ampiezza  d^,  < 
tore  circolare  di  angolo  at  centro  dcp 
or  medio  fra  i  raggi  vettori  dell'arco  ci 
ednce  che  l'area  descrìtta  dal  raggio  v€ 
Qento  varia  da  a  a  p>a,  sarà 


1  r? 

--2.1  J 


1-.  Nella  spirale  d'Are 
p  =  a(p 
l'area   generata  dal  raj 
mentre  l'argomento  varia 
misurata  da 

Flg.  14, 

e  quindi  essa  vale  la  te 
del  settore  circolare  OPM  avente  per  r 
angolo  al  centro  cp,  ovvero  la  terza  pai 
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golo  OPT  limitato  dal  raggio  vettore  OP^  la  tangente  PT, 
e  la  sottotangente  OT, 

2^.  Nella  spirale  logaritmica,  in  cui  p  =  (7e«^,  Tarea  de- 
scritta dal  raggio  vettore  sarà 

1  r^  CV«^  dcp  =  ^  (e««^«  —  e  ^«^o). 

2  J  ^Q  ^a 

Se  qui  si  fa  tendere  cpo  a  —  cxd,  supposto  a  >  0,  l'area 
considerata,  che  consta  di  infinite  parti  sovrapposte,  tende 

ad  un  limite  finito  -r-  ^^°'» ,  ed  è  facile  il  riconoscere  che 

questa  vale  la  metà  dell'area  del  triangolo  compresa  fra  il 
raggio  vettore,  la  tangente  e  la  sottotangente. 

3*».  Sia  p  =  f{(p)  l'equazione  d'una  curva  riferita  a  coor- 
dinate polari;  si  immagini  la  sua  concoide  con  polo  in  0, 
e  sia  h  la  lunghezza  costante  che  si  porta  sul  prolunga- 
mento del  raggio  vettore.  Detto  pi  il  raggio  vettore  della 
concoide,  sarà  pi  =  p  -♦-  A. 

Dette  A  e  -4i  le  aree  descritte  dai  raggi  p  e  pi  mentre  9 
varia  fra  to  e  cpi,  sarà 

^  =  |yp%,  e  ^i  =  ^y"piMT  =  ^/(pH-/OMT, 


ovvero 


A  =  l  y^pMcp  -^  hf  pdcp  +  ^  h^Jà% 

gli  integrali  essendo  tutti  presi  fra  i  limiti  To  e  cpi.  Delle 
tre  parti  di  cui  consta  Ai ,  la  prima  rappresenta  l'area  A 

della  curva  data  ;  la  terza  vale  ^  ^^(91  —  cpo),  ossia  è  l'area 

d'un  settore  circolare  di  angolo  cpi  —  cpo  e  di  raggio  h  ;  la 
seconda  poi  dipende  dall' /pdcp,  e  una  volta  calcolato  questo 
integrale,  si  potrà  determinare  l'area  di  tutte  le  concoidi 
della  curva  data  corrispondenti  ai  varii  valori  di  h. 


i=A-l-2Bh-<-Ch', 

azione  dì  secoDdo  grado  in  k:  Essa  si 


„/,       B\'     AU—B' 

''^[''*cì*—c— 

che,  variando  h,  rana  pure  Ai;  il  suo 
risponda  ad  A --!„  ed  é^Cr^, 

la  quantità  è  di  necessità  positiva,  e 
ia  pi  =  0,  e  quindi  p  =■  costante.  I  va- 
mdentì  a  due  valori  di  h  la  cui  semi- 
—  B!C,  sono  eguali  ;  se  si  fa  A = —  2S/'C'. 
aguale  all'area  della  curva  data  A. 

Abbiasi  un  solido  di  forma  qualunque. 
e,  e  su  esso  un'origine  0.  Presi  su  questo 
ascisse  xi  ed  xt,  e  condotti  per  questi 
dicolari  all'asse  Oco,  si  avrà  una  porzione 

compresa  fra  i  due  piani.  Questa  por- 
;  coU'intervallo  xi^'a:»,  Immaginiamo  i 
;e  qualanque)  aventi  le  generatrici  pa- 
no inscritto  in  AF,  e  l'altro  circoscritto; 

dae  basi.  Posto  ice  =  ce*  —  ari ,  sarà 
X,  ossia  »i  <  AF/Aa7<  Mj.  Facciasi  ten- 
0  uno  stesso  valore  x,  e  quindi  àse  a  0. 
he  le  aree  (Oi  ed  (og  tendano  all'area  a 
nel  solido  col  piano  perpendicolare  ad 
ascissa  x;  ciò  è  facile  a  verificarsi  nei 
rà  quindi  dF/da!  =  (iJ,  onde  AV=*iàix, 
volume  compreso  fra  due  piani  perpen- 
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dicdari  ad  Ox  distanti  di  do?,  è  un  cilindro  di  altezza  da?, 
e  di  base  Varea  co  deUa  sezione  fatta  nel  solido  dal  piano 
perpendicolare  ad  Ox,  nel  punto  di  ascissa  x. 

Integrando  fra  a  e  b,  V  l  coda;  rappresenta  il  volume  de- 
scritto dall'area  w,  mentre  x  varia  da  a  a  6. 

§  126.  Esempi. 

V.  Cono.  —  Vogliasi  determinare  il  volume  del  cono  (o 
piramide)  avente  per  base  una  figura  piana  di  area  B, 
e  per  altezza  h.  Sia  0  il  vertice  del  cono;  prendasi  per 
asse  Ox  la  perpendicolare  abbassata  da  0  sulla  base;  al- 
lora il  piano  normale  ad  Ox  in  un  punto  M  di  ascissa  x, 
tagUa  questo  cono  secondo  una  figura  simile  alla  base. 
Quindi,  detta  co  Tarea  di  questa  sezione,  sarà 

(0/5  =  x^!¥, 
onde 

W 
e  il  volume  totale  del  cono 


To  JBda?  =  -5  Bh. 


2».  Ellissoide.  —  Riferito  l'ellissoide  ai  suoi  tre  assi,  la 
sua  equazione  è 

Il  piano  normale  ad  Ox  nel  punto  d'ascissa  x  incontra 
Tellissoide  secondo  una  ellisse;  detti  a  e  ^  i  semiassi  di 
questa  ellisse,  i  punti  di  coordinate  (a?,  a,  0),  (a?,  0,  p)  stanno 
sull'ellissoide;  quindi  si  hanno  le  equazioni 


Tv©  ^)  ^2   "*"   ^  —  ^' 


^-4       _. 

o»  ^   It       ^'        «2  ^  C« 
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■icavano  le  incognite  a  e  3: 


>  di  questa  ellisse  vale 

e  totale  dell'ellissoide  si  ottiene  prendendo  V/tnix 
i  — o  e  ■*-  o;  quindi 

"  J   -a  '^ 

o^i"=c='r,  l'ellissoide  diventa  nna  sfera  di 

ì  il  suo  volume  vale  ^nr^. 

analogo  si  determina  il  volume  degli  iperboloidi 
i  due  falde  dì  equazioni 

-^'+C-*-l'— 1     e  l'-y'-L*-! 
a»  ^^*(*       ■        «'      i«     c« 

ìjoloide  di  rivoluzione.  —  La  parabola  conica,  di 
yt  =  2pw,  ruoti  attorno  al  suo  asse  Occ.  Essa 
n  paraboloide  di  rivoluzione.  Il  piano  normale 
;,  in  un  punto  di  ascissa  w,  incontra  la  superficie 
L  cerchio  di  raggio  y,  e  di  area  u  =  n*/*  =  2npfl!. 
del  segmento  compreso  fra  la  superficie  del  pa- 
e  il  piano  normale  al  suo  asse  nel  punto  di 
vale 
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quindi  il  volume  del  segmento  di  paraboloide  è  eguale  alla 
metà  del  volume  del  cilindro  avente  la  stessa  base  e  la 
stessa  altezza. 

4^.  Solidi  di  rivoluzione.  —  Se  la  curva  di  equazione 
y^=zf{x)  in  assi  ortogonali,  ruota  attorno  all'asse  delle  x^ 
il  volume  generato  dall'area  limitata  dalla  curva,  da  due 
ordinate  corrispondenti  alle  ascisse  a  e  &,  e  dall'asse  delle  oo^ 

è  misurato  àa.  n  1  yHx. 

§  127.  Archi  curvilinei.  —  È  comune  l'idea  della  lun- 
ghezza di  un  arco  di  curva;  per  misurarla  si  dà  ad  un 
filo  la  forma  di  quell'arco;  poi  si  raddrizza  il  filo,  e  si  ha 
l'arco  rettificato.  Però  il  -concetto  di  raddrizzare  un  filo 
curvilineo  ha  bisogno  di  spiegazioni^  onde  poter  applicare 
il  calcolo  agli  archi.  La  via  più  semplice  si  è  di  partire 
da  una  definizione  della  lunghezza  degli  archi,  la  quale  in- 
terpreti il  concetto  comune. 

Dicesi  lunghezza  d'un  arco  curvilineo  (piano  o  non)  AB, 
il  limite  superiore  delle  lunghezze  delle  linee  poligonali  in- 
scritte ndVarco  {cioè  i  cui  estremi  sono  gli  estremi  deWarco^ 
e  i  cui  vertici  sono  punti  successivi  delibar  co). 

Quindi  affermando  che  la  lunghezza  dell'arco  AB  è 
eguale  al  segmento  rettilineo  A'B'  intendiamo  di  dire  che 
ogni  linea  poligonale  inscritta  in  AB  è  minore  di  -4'J5'; 
però  fissata  una  lunghezza  l  minore  di  A'B'^  si  potrà  in- 
scrivere nell'arco  una  poligonale  la  cui  lunghezza  è  mag- 
giore di  l. 

Risulta  dalla  definizione  che  la  lunghezza  di  un  arco  è 
maggiore  d'ogni  spezzata  inscritta;  come  caso  particolare 
ogni  arco  è  maggiore  della  stia  corda. 

§  128.  Si  è  già  visto  che  per  tangente  ad  una  curva  in 
un  suo  punto  P  si  intende  il  limite  della  retta  che  unisce 
P  con  un  punto  Pi  variabile  della  curva,  ove  Pi  tenda  a  P. 
In  alcune  questioni  conviene  invece  considerare  il  limite 
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della  congiungente  dae  punti  Pi  e  P2  della  curva,  quando 
Pi  e  Pj,  variando  contemporaneamente,  tendono  a  P,  in 
modo  analogo  a  quanto  si  è  fatto  per  le  grandezze  coesi- 
stenti al  §  121.  Questo  limite  esiste,  e  coincide  colla  tangente, 
nella  curva  y=f{x),se  iylàx  è  funzione  continua  di  a;.  La 
direzione  della  posizione  limite  di  PiPb  dicesi  anche  dire- 
zione di  un  elemento  di  curva  nel  punto  considerato. 

Teorema,  —  Essendo  ds  un  arco  infinitesimo  di  curva, 
Ax  la  sua  proiezione  su  un  asse  fisso  Ox,  ed  a  Vangolo  cfie 
relemento  às  fa  colla  sua  proiezione  dx,  si  ha 

dee  =  dscosa. 

Infatti  preso  un  arco  finito  à$,  si  inscriva  in  esso  una 
poligonale,  ì  cui  lati  siano  cic^...Cn;  sia  do?  la  proiezione 
di  d ',  e  ai  ai ...  a^  gli  angoli  che  i  lati  ci  Cg ...  Cn  fanno  con 
Ox.  Si  avrà 

do?  =  Ci  cosai  -h  C2  COSa^  -+-  ...  4-  Cn  co&an; 

ovvero  da?  =  (ci  -♦-  Cg  -#-...  -♦-  Cn)cosa',  indicando  con  a'  un 
valore  medio  fra  ai  ai,..  oLn.  E  siccome  questa  relazione  sus- 
siste qualunque  sia  n,  sussisterà  pure  se  al  posto  di 

Ci  H-  C2  •+-  ...  -♦-  Cn 

si  mette  il  limite  superiore  d5,  ossia  da?  =  dscosa'^  ove  a' 
è  uno  dei  valori  che  la  congiungente  due  punti  dell'arco  d^ 
fa  con  Ox^  0  un  valore  limite  di  essi.  Facendo  tendere  ds 
a  0,  a'  tende  ad  a,  e  si  ha  la  formula  a  dimostrarsi. 
La  stessa  formula  si  può  leggere 

ds  =  da:/cosa  =  seca  da?. 

Teorema.  —  Il  limite  del  rappoìio  fra  un  arco  avente 
direzione  in  ogni  suo  punto,  alla  corda  deWarco,  ove  quel- 
l'arco tenda  a  zero,  è  Vunità. 

Infatti,  supposto  nel  teorema  precedente  che  l'asse  Ox  sia 
la  corda,  detti  da?  e  ds  le  lunghezze  finite  della  corda  e 
dell'arco  si  ha  dr  =  dscosa',  essendo  a'  un  angolo  compreso 
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fra  quelli  che  la  congiungente  due  punti  dell'arco  fa  colla 
corda  do?.  Se  ds  tende  a  0,  sarà  lim  a'  =  0,  onde  lim  àsiix  =  1. 

§  129.  Sia  y=if(x)  l'equazione  d'una  curva  in  coordinate 
cartesiane  ortogonali. 

Si  avrà  ds=secada?;  ora  tanga=y'  onde  seca=Vl-t-y2^  e 

Portando  il  ix  sotto  il  radicale  si  ha: 

ds  =  yàofi  -t-  dy^ 

Questa  formula  si  può  pure  stabilire  cou  considerazioni 
geometriche.  Invero  dal  triangolo  rettangolo  infinitesimo 
PQP  (fig.  1),  ove  FQ  =  ix,  QF=Ay,  e  PP'  =  ds,  si  ha 

ds  =Vda;*  -t-  dy*. 

§  180.  Esempi  —  P.  Sia  la  parabola  conica  riferita  al- 
l'asse e  alla  tangente  nel  vertice: 

y^  =  2px. 
Differenziando,  si  ha  ydy  =  23drr.  Quindi  sostituendo  in 

ds  =  Vda;*  -h  dy*, 
a  do?  il  suo  valore  y^yip^  si  ha 


e  la  lunghezza  dell'arco  compreso  fra  l'origine,  per  cui  y=0, 
e  un  punto  qualunque  di  ordinata  y  è  misurata  da 


=l/.v? 


p^iy. 


L'integrale  che  qui  comparisce  si  può  scrivere 


=  3M'4'- 
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quindi,  integrando  per  parti  e  prendendi 
integrarsi  y  dy,  si  ha,  dopo  alcune  riduz 


s=|v.-^*fy:: 


V» 


e.  —  Se  si  fa 

r«  — asen(,     y  =  &cos( 

punto  P,  le  cui  coordinate 
ì  y,  descrive,  come  è  noto, 
diretti  secondo  gli  assi  ca 

ido  si  ha 

da:  =  acos(  df ,     Ay  =■  —  }>&> 

=Vdj;*  -t-  Ay*  =  Vo'cos*^  -+■ 

s  =  j\aHo^  -h  ì^seaH 

:  si  prende  fra  ì  limiti  0  e 
Barante  di  ellisse.  Perciò  la 
erimetro  dell'ellisse  vale 


{a,b)  = 


4  /   yj 


I  che  qui  comparisce  non  si 
colle  funzioni  algebriche  o  t 
oleremo  per  approssimazioi 
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§  181.  In  coordinate  polari,  si  consideri  un  arco  infinite- 
simo ds  =  PP'  di  curva.  Il   triangolo  infinitesimo  PQF^ 
rettangolo  in  Q,  i  cai  cateti  sono  il 
segmento  rettilineo  QP"  =  dp,  e  l'arco 
infinitesimo  di  cerchio  PQ  =  p  dcp,  e  la 
cui  ipotenusa  OP'  =  ds,  dà 

ds  =  Vdp^^TpM?^, 

ovvero,  portando  il  dcp  fuori  del  ra-       o 
dicale,  e  ponendo  p'  =  dp/dcp, 


Fig.  16. 


ds  =  Vp'2  4-  p«  dcp. 


Esempio.  Sia  la  spirale  d'Archimede  di  equazione  p  =  a<p. 
Si  avrà  dp  =  adq>,  e 

d5  =  Vdp«H-p«dcp«  =  aVr=r^dcp; 

quindi  integrando  fra  i  limiti  0  ed  a  si  avrà  la  lunghezza 
d'un  arco  della  spirale,  di  cui  un  estremo  è  il  polo 

s  =  af o\l  -4-9*  d?  =  ^acp  Vi  -H  cp«  H- 
-t-2alog(cp-^Vl-hcp8). 


ib£k 
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•ove  J2  è  di  grado  minore  di  f(x);  moltiplicaodo  per  da;,  e 
integrando  si  tia 

^d.=/«../,^d.;  . 

■ora  SQdx,  essendo  l'integrale  d'ana  fanzione  intera,  si  sa 

fare;  ci  rimane  affare  1'   /  tt-t  dco,  che  è  l'integrale  di  nna 

frazione  in  cai  il  numeratore  è  di  grado  minore  di  qaello 
-del  denominatore. 

§  184.  Teorema.  —  La  frazione  ■  ,  .  ,  .  , .  ove 

!p(a;)  =  aox"  -♦-  atx"-^  -«- -+-  a„ 

^(x)  =  bùX"  •*•  ftiX"-'  -t- -»-&„ 

sono  funzioni  l'aere  di  gradi  m  ed  w,  prime  fra  loro,  ed 

F{CC)  =  Co^C"*"-'    ■*■  CitC"-^"-'  -H -I-  C^tn^i 

■è  una  funzione  di  grado  minore  di  quello  dd  ■prodotto 
tp(a;)<I»{a;),  si  pm  decomporre  nella  somma  di  due  frazioni 

F(x)  ^  p  ,   g 

■ore  P  e  Q  sono  funzioni  intere  di  grado  minore  di  qudlo 
dd  denominatore  corrispondente. 
Invero,  se  fra  le  m  -h  «  -*•  1  equazioni 

F(x)  =  CtiXf*"-'  -t-ClSC"*"-*-*-   .    .    .    .-t-Cm+n-ì 

af^^  m  (oc)  ^=  OoOB'"*''-^ -t- aiW"*"-^ -h  .... 

V  i^)  =  Co^"  -t-  .  .   .  .  •*-  0„, 

■    i}»  (a:)  =  &(>r"  -H  .  .  .  .  -t-  6„ 

P.  —  Juallii  li^ilinmalt.  —  12. 


w 

Co 

,»^J 

<io 

w 

0 

ix)    0 
esto  de 

I  -*.  iA>. 
^ix'"-'  ■ 

A,  che 
il  rìsati 
;  dne  fu 

solvendo 

lolìnomi 

ndo  più 
'■e   in  !• 

■adotto  d 

«i)  = 


!r-^f-r/ 
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ove  Pi,  P2 PnSono  poUnomiiinteri  digrado  minore  dd 

grado  del  denominatore  corrispondente. 

Il  denòininatore  f{x)  si  può  .decomporre  nel  prodotto  dei 
suoi  fattori  di  primo  e  di  secondo  grado  a  coefficienti  reali. 
I  fattori  di  secondo  grado  corrispondono  alle  radici  imma- 
ginarie coniugate.  Allora  f{x)  è  un  prodotto  di  fattori  della 
forma  {x  —  ai",  ove  a  è  una  radice  reale  della  equazione 
f{x)  =  0,  e  di  fattori  della  forma  {01^  -^  px  -k-  ^)" ,  ove 
re*  -4-  2>-^  -h  g  ha  le  radici  immaginarie,  ossia  ^/4  —  ^  <  0. 
Ciò  fatto,  la  frazione  F{x)lf(x)  si  potrà  decomporre  nella 
somma  di  tante  frazioni  aventi  una  delle  due  forme 


{X  —  a)**     {x^  -^px  -4-  <jY  ' 

in  cui  P  è  un  polinomio  di  grado  inferiore  a  quello  del 
denominatore. 

L'integrate  della  frazione  proposta  resta  così  scomposto 
nella  somma  di  integrali  di  frazioni  aventi  una  delle  due 
forme  precedenti,  e  che  ora  passeremo  a  studiare. 

§  186.  Se  ^  ò  una  costante  si  ha  : 


li 


A  (1  '•;        .      Air —  a)        . ,     /  ^  /, , 

=A      -^ =  A\og{x  —  a)  (1) 

X — a  x—a 


sapposto  in  questa  n>  \, 

/PAx 
, — — r-,  ove  P  è  una  funzione  intera,  si  riduce  ai 
(x  —a)"' 

precedenti  nel  seguente  modo. 

Si  sviluppi  il  polinomio  P  secondo  le  potenze  ascendenti 
di  a-_«j  il  che  si  fa  0  colla  regola  di  Ruffini,  0  colla 
•formula  di  Tavlor.  Si  avrà  : 


p=^  Ao-h  Ai{x  —  a)  -H  A2(:C  —  a) 


—  n:\^ 
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e  affinchè  sussista  questa  eguaglianza  è  necessario  e  soffi 
dente  che  sia 


0==A'fB, 


1  =  —  M  —  Ba; 


da  qaeste  dae  eguaglianze  si  ricava 


A=-J^,    B=    ' 


b  —  a 


b  —  a 


quindi 


1       ==-J-M ^—Y 

(a?  —  a){x  —  b)      b—  a\a)  —  b       x  —  aj' 


moltiplicando  per  àoo  e  integrando,  si  ha 


/da?  _ 

(a?  —  a){x  -b)~ 

=é4:^[log  (a;-6)-log  (a?_a)l=g^log|^ 


/àx         r         Ax  1,     X — 1 


'•  /j^ 


do; 


7a;-i-12 


l)(aJ-«-l)      2    '^x-i-1- 


~7  (a;  — 3)(a;— 4)       ^oj  — 3' 


§  138.  Abbiasi  la  frazione  F{x)lf{x),  ove  ^^(35)  ed  f{oa) 
sono  funzioni  intere,  ed  il  grado  di  F{<c)  è  minore  del 
grado  di  f{x). 

Se  a  è  una  radice  semplice  di  f(x)  =  0,  posto 


onde 


f{x)  =  {x  —  a)<f{{c), 


F{x) 


f{x)       (a;— a)T(aJ)' 


si  è  visto  che  si  può  decomporre  la  frazione  data  nella  somma 


F(x) 


{x  —  a)  tp(ic)      x  —  a      cp(a?)  ' 


0,3  —  ex" -1- Uà: 

-6 

^     *     '^    , 

;  — 2     I  — 3 

otando  che  nel  i 

saso 

x-2){x-3)i 

1 
-2' 

ì      - 

3 

a;-l)(j;-2)/,rf" 

"2- 

che  nel  caso  nostro 

11, 

1 
:i~2' 

^          ]     . 

_3 

In?— 12i-<-liy„,    2 
con  quelli  prima  ot- 


2  3 

!  — 2"^2(a;  — 3)' 


1  —  3^^  -I-  ir' 

0^(0!—  1)' 

1  2 

x—l)>'^(x- 

ì  per  da:,  e  int 

/•l-3£+£- 


ora  agli  integ 
l  §  135,  e  comii 


/dx         — 

a    t     xY 


ix 

,  ove  p 

ore  si  può  scoi 


V(- 


(5*"*^*nT"»«  " 
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Così 


À 


da; 


a;* -4- 4a; -t- 13 


r  n(aj 


d(aj  -.-  2) 


1 


03*  2 


{X  -H  2J*  +  9 


3  **°«  ~ 


À 


àx 


dice 


1 


a; 


a5*-+-a;  ■<- 1 


n"     3 


V3**"^-Vl 


1 
2 


=  p.tang 


2a?-<-l 
V3 


§  143.  Vogliasi 


7a?« 


007  -t-  & 


px  -h  q 


àx. 


Si  ha 


/" 


«a?  -f-  ?;       ^           12            ^^               2    , 
do?  =   f 1 da? 


oc^  -^  px  -^  q 


ofi  '^x(C-\-q 


ij'^ 


200-^  p 


a?*  -^px-^  q 


Ax 


hf)/? 


da? 


a 


=  ^ log  (a^*  -H pa;  -♦-  ^)  -hi  6 


2)ja 


px  -^  q 
àx 


X^  '^px  -h  q 


e  infine 


J^ 


aoo-hh 


dx  = 


a 


ma 


X"^  -h  pX'^q 


.>*i^-f) 


1 


X 


p 


tang 


V'^    V 


p 


r(4) 


§  144.  Esempi  r  —  Sia  a  calcolare  /  3_ 
Poiché  a?^  —  1  =  (a?  —  1)  (ir2  -h  a;  -h  1),  si  avrà 


ìi 
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reali  di  secondo  grado,  poiché  le  sue  radici  sono  tutte  im- 
maginarie. E  si  ha  dall'algebra  : 

/B*  ^  1  =  (a?«  H-  irV2  ^l)(ofi  —  a?V2 -4-  1). 

Quindi,  pel  teorema  del  §  134,  si  potranno  determinare  le 
costanti  a,  i,  a\  V  in  gaisa  che  si  abbia  identicamente 


ax 


ax 


V 


a;*-Hl      a?«-»-a?V2-Hl      a?«  — a?V2-4- 1* 

Per  determinarle  si  possono  mandar  via  i  denominatori, 
eguagliare  i  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  x  nei  dne 
membri,  e  risolvere  le  quattro  equazioni  che  ne  risultano 
colle  incognite  a^  ò,  a',  V. 

Volendo  indicare  un'altra  via  con  cui  si  può  eseguire  il 
calcolo,  si  faccia  la  ricerca  del  massimo  comun  divisore 
fra  i  due  fattori  di  secondo  grado.  L'operazione  si  dispone 
come  segue: 


a?* 


X 


V2 
2a?V2 


1 

X         1 

2V2     2 

-»-  1 

2a;A/2 

1  a^  — 


Si  divide  X*  A-  oS^2  -f-  1  per  as*  —  a?V2  -«-  1.  Si  ha  per 
quoziente  1  e  per  resto  2a!;V2,  onde 

£0»  -H  x^2  +  1  =  (ai«  —  x\/2-*-  1)  -»-  2x^2.         (1) 

Poi  si  divide  x*  —  x\2  •*■  1  pel  resto  2a; V2  ;  si  ha  per 

X  1 

quoziente  — y=  — —e  per  resto  1;  qaindi 


ai*  —  a;V2  -t- 1  =  2a?V2 


_x n 

2V2       2/ 


1. 


.(2) 


Fra  le  (1)  e  (2)  eliminando  il  resto  intermedio  2a;V2  si 


L 


'2-¥-  1)  — (:b*  — x 

io  il  prìmo  termii 
tti  i  termiDi  simil 

{ai*-i-x\'2-i-  I)| 

h  {w^  —  xV2f  Ij 
lel  prodotto  dei  d 

X  1 

ulta  la  chiesta  d 
lUe  regole  del  §  pr 
,  eser.  12). 

,1  denominatore  c( 
icoiido  grado,  si  a 
Fd.c 


'■■A 


{a^-t-fx-i-' 
■fl  <H  {/fallo  inferi 
cindcre  neUn  sonu 


Q 


-qr       {x'-i 


ioiìe  intera  di  (jrad 
'cnoììiinatore,   e  H 


vando,  la  relazioni 
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T 


(x^'hpx'^'q)^' —  (n  —  l)Q{2x-hp)  .  R 


e  fatti  sparire  i  denominatori, 

P=  (x-2  H-  ^0?  -H  (/)  Q'  —  (n  —  l)Q  (2x  -^  i?)  -H 

(a?*  -f-  pò?  H-  q)"^-^  jB. 

I  due  membri  sono  funzioni  intere  di  rr,  di  grado,  al  più 
2n  —  1  ;  eguagliando  i  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  x 
si  avranno  2n  equazioni.  In  queste  compaiono  come  inco- 
gnite i  coefficienti  di  Q,  in  numero  di  2ìi  —  2,  ed  i  coeffi- 
cienti di  By  in  numero  di  2;  in  tutto  si  hanno  2>?  equa- 
zioni lineari  con  altrettante  incognite.  Si  potrebbe  provare 
che  effettivamente  queste  equazioni  hanno  soluzione,  ossia 
che  il  determinante  formato  coi  coefficienti  delle  incognite 
è  una  potenza  del  discriminante  p^j4:  —  q;  noi  ci  dispense- 
remo da  questo  esame,  poiché  in  seguito  sarà  dimostrata 
per  altra  via  la  possibilità  della  scomposizione. 

L'integrale  che  rimane  a  fare  nel  secondo  membro  si  sa 
calcolare  colle  regole  dei  §§  142-143. 

Concludendo,  possiamo  affermare  che  ogni  funzione  ra- 
zionale fratta  si  può  integrare  con  funzioni  razionali,  lo- 
garitmicJie  e  trigonoinetriclie  inverse^  purché  però  si  sappia 
decomporre  il  denominatore  nei  suoi  fattori  reali  di  primo 
e  di  secondo  grado. 

§  146.  Esempio.  —  Vogliasi  1'  /  .— ^ ^ — rp,.  Esso  ha 

la  forma 

yxAx  __      ax  -H  h  /*{j)X'^q)([x 

(a^^2a;-H5f  ""  jt;^  -H  2u;  -+-  3  '^J  it^  -t-  2a?  -f-  ì5  ' 

derivando,  e  fatti  sparire  i  denominatori,  si  ha  : 

X  =  a(x^  +  2a?  -I-  3)  —  {ax  ^  h)  {2x  -h  2)  h- 
{px  -H  (y)  (x^  -♦-20?-*-  3). 


i  coefficienti  delle  8 

0  =  o  —  20  •(-  2ji 

1  —  2o  —  2o  t-  2i 
0  =  30  —  26  -►  3a 

e  si  ha 

=  118,    S  =  3I8,    j> 

[ iC-t-3 

-1-  3)'     «(x"  -t-  aa;  ■ 

il  secondo  integrale 

a^-t-3 
"8fe'-i-2a:  +  3)* 

ita  menzione  spedi 
onente  m  è  dispari. 


endo  ic*  per  variabil 

/•x>"<ia:  _1 
./(1+a?)"     2, 

atore  è  una  potenzi 

0  integrale  si  esega 

da;  1 ,  „  _^, 
r^=2log(I  +  a;') 

_1  fx'Hx')  __ 
""aJCl+a;»/" 
-a;')  1  /"dd  -H  ; 
■X')'     lj   {\-t-af 
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2\  Se  m  vale  0,  si  ha: 

Ora,  integrando  per  parti,  prendendo  per  fattore  ad  in- 

•     ^da?    , 1 

^*^^  (1 -*.«?«)-"  ^  —  2(n  —  1)  (1  -^  a?«)«-i  ' 


/< 


a?*da? 


(1  H-  a;«)« 
(»  1         /^     da? 


i r     dag  . 

—  Do/  (1  -H  a?*)'»-^  '     ^  ' 


2{n  —  1)  (1  -4-  a7»)«-^      2{n  —  \)J  (1  -h  a?*)"-^ 

Sostituendo  nella   (1)  al  posto  [dell'ultimo  /  il  valore 
dato  dalla  (2),  e  fatte  le  riduzioni,  si  ha  : 

da? 


A 


(1  -H  a?«)" 
X  2n  —  3    /*     doc 


_^       -3  jT     da; 

(2»  —  2)  (1  -f-  a?*)»»-^      2n  -  27  (1  -♦-  a;»)--i  *     ^^ 

Questa  formula  (3)  dicesi  una  formula  di  riduzione.  Essa 
permette  di  far  dipendere  l'integrale  dato  da  un  altro  della 
stessa  forma,  in  cui  al  posto  di  n  si  ha  /^  —  1.  Applican- 
dola più  volte,  ossia  diminuendo  più  volte  d'un'anità  n,  ci 
ridurremo  infine  al  caso  di  n  =  1,  ossia  ad 

r    da?  ; — 

3*.  L'integrale  proposto,  ove  m  sia  positivo,  si  può  pure 
semplificare.  Si  integri  per  parti  prendendo  per  fattore  ad 
int^rarsi  a?dr»/(l  -•-  a?*)»»;  si  avrà  : 


/: 


a;"»  da? 


(1  -i-  a?»)» 


^j 


(2/^— 2)(1  -f-  a?2)«-i      2n—  2j    (1  ^  a?»)"-^  ' 

P.  —  Àntiiti  imflHUe$imale,  —  18. 


\ 
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che  è  l'integrale  di  una  fanzione  r 
per  z  —  1,  sì  ottiene  per  quoziente 

+  V^H-l0g( 

»  nn  integrale 

(iC,  VflOU  +&)i 

ione  razionale  i 
ire  Tirrazional 

Voa;  •*-b  =  e, 

'—  6  j  i\ 
— ,  da:=- 
a     ' 

'ale  proposto 
ona  finzione  : 


/; 


mix 


onde  «=^3  - 


sostitnendo,  si  ha 

Jvnni   J       '  ■' 

=  <|-f)=i('*">'*"-i('*-)""  = 
=a^.r(|.-l). 

§  161.  L'  . 

ore  /*  è  funzione  pazionale,  si  può  trasformare  nell'inte- 
grale d'una  funzione  razionale  ponendo 


Y: 


a'x  ■*•  b' 

onde  x  = rz;  e  poiché  x  è  funzione  razionale  di  z, 

il  Axjdz  sarà  pure  funzione  razionale  di  s;  e  la  funzione  a 
integrarsi  sarà  razionale. 

§  1&2.  Consideriamo  un  integrale  della  forma 

ove  f  indica  una  funzione  razionale  di  3;  e  \aa^  ^ix  -t-  e. 
La  funzione  a  integrarsi  è  irrazionale  in  x,  e  la  irraziona- 
lità dipende  dalla  presenza  della  radice  quadrata  di  una 
funzione  di  secondo  grado. 
Per  far  sparire  l'irrazionalità,  poniamo 

\aa^  •*-  bx  ■*■  e  =  x\a  -*■  Zy  (1) 


<ix. 


!  d 
rid 


;  fi 
do 
0  a 
ilo] 


^ 
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elevando  a  quadrato,  si  ha 

A{x  —  a?o)*  ^  B{x  —  rro)  -«-  C=  G'  -♦-  2'\/C(x  -  a?o)^  -h 

-H  (a?  —  XoY$^  ; 

sottraendo  C  dai  due  membri,  e  dividendo  per  x  —  xoy 

A{x  —  oro)  -*-  5  =  22^0  -h  (a?  —  a?o)^*, 

eqnazione  di  primo  grado  in  x,  onde  si  ricava  rr  funzione 
razionale  di  ^;  saranno  pare  funzioni  razionali  di  Zj  da  ir  e 
\A{x  —  aJo)"*  -♦-  B{x  —  a?o)  -♦-  C,  quindi  l'integrale  pro- 
posto è  ridotto  all'integrale  d'una  funzione  razionale. 

Se  a?o  =  0,  la  sostituzione  (3)  si  riduce  alla  sostituzione  (2). 

Se  per  Xq  si  prende  una  radice  dell'equazione 

aa^  -4-  6a?  -4-  e  =  0, 


sarà  0=0,  e  la  sostituzione  diventa; 


y/ax' 


bx 


C=  {X  —  Xq)z. 


(4) 


La  sostituzione  (1)  introduce  immaginarli  se  a  <  0;  la  (2) 
quando  e  <  0. 

Se,  come  dobbiamo  supporre,  ^ax^  -^  bx  -^  e  è  reale 
pei  valori  che  consideriamo  di  x,  basta  prendere  per  ojo 
uno  di  questi  valori  affinchè  la  sostituzione  (3)  non  intro- 
duca immaginarli. 


§  158.  La  sostituzione  (3) 
si  può  interpretare  geome- 
tricamente. Si  consideri  la 
curva  d'equazione 

la  quale  è  una  conica  avente 

per  asse  l'asse  Ox\  e  sia 

quella  segnata  in  figura.  Presa  su  Ox  l'ascissa  OPq 

essa  corrisponde  l'ordinata 


Fig.  16. 


=  a;b,  ad 


Poilfo  =  VC', 


OP=x  corrisponde  l'ortì 


iella  (3),  si  ha 

PU—P,ih-^nP. 

P3I—PMt 


per  Mo  la  parallela  ad  i 
ha  PM-  Pi,ir(,=  QM, 

a  variabile  e  della  sostitu: 
nte  trigonometrica  dell'ai 
il  punto  mobile  Jlf  della 
fa  con  l'asse  delle  x. 

'.nìpìo. 

/da;  .  .,- 

.,   ,         pongasi  Va 

di  =  ^^^d.', 

/•^^^/■^-£=,o 

itoendo  a  ^  il  sno  valore 
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/ 


dar 


Va?2-*-a 


=  log  [x  -I-  \x''  H-  a] 


§  155.  Alcani  integrali  della  forma  indicata  si  esegai- 
scono  più  rapidamente  con  speciali  artifizi. 
1.  Da  una  regola  di  derivazione  si  ha: 


r     ix 


senic 


2.  L'integrale  più  generale 


r    ix      


d^ 
a 


V 


1 


3. 


À 


dar 


00 

==  =  sen  - 


dU  +  l 


\ofi  -t-px-*-  q 


V(-f /*.-!' 


=  log  f  a;  -4- 1  ■+■  \x^  -^  poc-^q 


M 


Ax 


x^  -*-  px-hq 


à   X 


-I)' 


V'*f-(-i)' 


p 

^—2 


=  sen 


v-f 


5. 


/ 


àx 


\2ax  —  x^ 


=sen 


X  —  a 
a 


6.      L 


■/i 


do? 


\aa^  -♦•  2bx  •♦-  e 


,  se  a  è  positivo,  portandolo  fuori 


al  deBominati 
rtaodo  faori  - 


/i 


xdx 


2ox-i-c         f 


Pdx 

*-i-2bx  ■*-c' 
so,  si  può  rida 

air*  -H  2te  +  e 

izione  intera  d 
aagHando  la  d 
integrarsi,  si 
Trono   per  det 
ostante  A. 

do; 

=  1/^,  0,  ciò  ci 
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r  da/ 

12.  L'  /  ■; ,,  ^/    ^  si  riduce  al  precedente 

J  {x  —  h)  \aa^  -♦-  2bco  -^  e 

ponendo  a;  =  A  -#-  ^,  ovvero  al  caso  6"  ponendo  a;  =  fe  -♦-  Ijz. 

Fatto  il  calcolo,  supposto  aA*  -♦-  26fe  -f-  c>  0,  si  ha 


/ 


dx 


{x  —  h)y^ax^  +  'iibx  +  c 


V'ah*  +  'ilbh  +  c    ^  x  —  h 


Si  noti  che  il  numeratore  dell'ultima  frazione  è  simme- 
trico rispetto  a  ed  h. 
Come  casi  particolari: 


14.  A«  >  1 . 0 .  id.  =  -  ,-7Ì=  w  l±^£:lVAELV?Eì 


,,.,/•  do;  1       — 1  -h  ^co 

16.  A»  <  1 . 0 .  id. = -  :j7Ì=iog  l±M:liVi^ViE^'. 


._    ,  r*^  da? TC 
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SoDO  a  notarsi  te  formale  ; 


Ax      

(a  M-  pj=>)V«-+-6i 
Vo(a  -I-  bx')  H 


2\<i{up  —  t«) 


,  \a^^Tx,  Va'  -*-  i';'')di 
e  variabili,  è  l'integrale 
:ontenente  due  radici  qi 
Pongasi  ano  dei  rad 
ricava  a:  =  (a*— a')/* 
le  irrazionale  in  z,  ma 
.  radice  quadrata  d'una 
il  potrà  far  sparire. 

Bifferenziali  binomii, 
10  differenziali  binomii 

x^iax"  -t-  h)Hx, 
ostanti,  e  gli  esponent 

proposto  è  integrabile 
so   la  funzione  a  inte; 
tà  monomie  a?™,  a:", 
■h  =ff,  si  ricava 


.iyi^^±y{. 
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ossìa  il  dififerenziale  proposto  si  trasforma  in  altro  dello 
stesso  tipo;  e  questo,  e  quindi  anche  il  dato  è  integrabile 

se  l'esponente  ^^^^^ le  intero,  ossia  se =  intero. 

Inoltre,  poiché 

fco^iaoo''  -4-  byàco  =:/a;^-*-"P(a  -i-  &ar-")pda7, 

il  differenziale  dato  sarà  pure  integrabile,  quando 

è  intero,  ossia 

w  -4-  1 

-4- 17  »■  intero. 

n         ^ 

Si  hanno  così  tre  casi  nei  quali  si  sa  eseguire  l'integrale 
sotto  forma  finita,  e  sono  quelli  in  cui  è  intero  uno  dei  tre 
numeri 

m  -•- 1         m-^l 
Pj       j       ■*-  p. 

Fu  dimostrato  che  se  nessuna  delFe  precedenti  condizioni 
di  integrabilità  è  verificata,  l'integrale  proposto  non  si  può 
eseguire  colle  funzioni  algebriche  e  coi  trascendenti  finora 
considerati. 

Esempio.  —  I  quattro  integrali 

/'    da?  r  xAx  r  x^dx  r  oi?^x 

Vri=^'  JyjY^i^'  JyTT^'  JVrr^' 

potendosi  anche  scrivere 

/(l  -♦-  »^)~'/«da?,    fx{l  -H  a^)-'/«da?,    fcfi{l  +  x^)-^^^ix, 

focaii  -♦-  a4)-i/«da;, 

sono  integrali  di  differenziali  binomii.  Si  constata  facil- 
mente che  per  il  secondo  ed  il  quarto  è  verificata  una 
delle  tre  condizioni  d'integrabilità,  e  precisamente,  pel  se- 
condo è  verificata  la  condizione, h  p==  intero,  pel 


r    ooAx         1  , ,  , 

yl  -I-  a;*      2    "^  *  ' 


-oc». 


il  primo  e  per  il  terzo  non  è  verificata  al- 
coodizioni,  e  quiadi  essi  Don  si  possono  inte- 
Irma  finita. 

possono  stabilire  delle  formule,  dette  formnle 
le  quali  legano  l'integrale  dì  an  differenziale 
altri  dello  stesso  tipo,  in  coi  però  variano  gli 
B  p. 
per  parti 

'da;  per  fattore  ad  integrarsi;  posto  per  sem- 


■6-y, 


'     /^ipn+ii  ^P-idcc.     (m  -t- 1  ?  0) 
inoltre  che  l'integrale  proposto  si  pnò  scin- 


Mi  -•- 1       m-h 


pjdflc  =  a  /a;"'-"'j'p-*da:  -i-  h  /aJ"^-'  da', 
ema  di  dae  equazioni  fra  i  tre  integrali 
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dalle  qaali  potremo  ricavare  ano  qualunque  di  essi  in  fun- 
zione di  uno  degli  altri  due. 

Esprimendo  il  primo  mediante  il  secondo,  si  ha  una  for- 
mula che  aumenta  Tesponente  di  co  fuori  del  binomio  di  n 
unità,  e  diminuisce  quello  di  y  di  un'unità;  esprimendo  il 
primo  mediante  il  terzo,  si  ha  una  formula  che  lascia  inal- 
terato l'esponente  di  a?,  e  diminuisce  quello  di  ^  di  un'unità; 
esprimendo  il  secondo  mediante  il  primo,  si  ha  una  formula 
che  diminuisce  l'esponente  di  a;  di  ^  unità,  ed  aumenta  quelIo^ 
di  2/  di  un'unità;  esprimendo  il  secondo  mediante  il  terzo^ 
si  ha  una  formula  che  diminuisce  l'esponente  di  x  di  m 
unità,  e  lascia  inalterato  quello  di  y]  esprimendo  il  terzo 
mediante  il  primo,  si  ha  una  formula  che  lascia  inalterato 
l'esponente  di  ^,  e  aumenta  di  un'unità  quello  di  y;  espri- 
mendo infine  il  terzo  mediante  il  secondo,  si  ha  una  for- 
mula che  aumenta  l'esponente  di  a?  ài  n  unità,  e  lascia 
inalterato  l'esponente  di  y. 

In  tutto  avremo  sei  formule,  cioè  tante  quante  sono  le 
disposizioni  di  tre  oggetti  a  due  a  due;  esse  sono  assai 
utili  nel  calcolo  di  queste  differenziali. 

§  159.  Di  queste  sei  formule  una  è  quella  indicata  col 
segno  [I].  Le  altre  si  possono  pure  ottenere  direttamente. 
Pongasi,  per  brevità,  y  =  ax^  -f-  6,  e  ^  =  a  -♦-  Sar-». 

L'integrale  proposto  può  assumere  una  delle  sei  seguenti 
forme: 

/  a:"»yPda?== —   /  x^-^^^y^ày=  j  n:'"+'*P^M:r  = 
nhj  anj 

1       /*   m+l         ,      m  +  1    , 

e  integrando  per  parti,  prendendo  come  fattore  da  inte- 
grarsi (xf^Aos  si  ottenne  la  formula  [I].  Prendendo  per  fat- 


—  208- 
/,  si  avrà: 

/  af^^= 

-n-t-l  r_^  .  ^^, 
___y^-.3^.,, 

ittore  ad  integrarsi 

— r  /  a."j*-'da 

li  avrà: 


*-  Vìi  •*•  n  •*• 
n{p  ■+-  1)6 . 


J  o^y 


Ay  si  ha: 

Hm  -«  +  !) 

))      a{m  -»- 1  -t-  np)j 

er  fattore  z     "       d 
/  flc"y»da;  = 

articolare,  sapposto  : 
avrà  r 

/a?"(l  — aT)"da;, 


w 


\ 
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il  qaale  si  può  integrare  sotto  forma  finita  quando  è  in- 
tero ano  dei  tre  numeri 

w,    n,    w  H-  n. 

L'integrale  precedente  preso  fra  i  limiti  0  ed  1  si  pre- 
senta spesso.  Indichiamolo  con  (tn,  n),  cioè  poniamo 

(myn)  =  l  a!?"'(l  —  a?)"da?.  (1) 

Supporremo  m  ei  n  positivi  o  nulli;  allora  la  funzione 
ad  integrarsi  sarà  sempre  finita  nell'intervallo  d'integrazione. 
Ponendo  a?  =  1  —  y  si  ha  : 

ì  joc^il  —  x^àx  =  i  y«(l  —  y)"^  d^, 

I  ossia 

I  (w,  n)  =  {fij  m)  (2) 

I  Questa  formula  dice  che  il  valore  dell'integrale  (1)  non 

I  si  altera  scambiando  m  con  n. 

Supponendo  n  =  0  si  ha  immediatamente  : 


k 


e  quindi 


(^t,0)= — ^-  (3)  \ 

■à 

(0,  n)  =  -4rT  W  ! 


Ponendo  x  =  zH^  -4-  z\  l'integrale  (1)  assume  la  forma  : 

La  formula  di  riduzione 

I  x'^{\  —  xYAx  = 
=  — J^i    ^  ■*■— ^  /  a;«»+i(l  — a?)»-ida? 


i  limiti  0  e  1,  e  supposto 


tero,  applicando  piiì  volti 
(m  -t-  »,  0)  :=  l/(m  -H  M  + 

^ 1.2. 3... 

(m  -¥■  1)  (m  -I-  2) ...  (m  -t- 

lente,  se  m  è  intero, 

1  ■  2 ...  m 

'"^       (tt -H  1)  (» -•- 2) ...  { 

i  sono  amendae  interi  : 
Mi!  «! 


(«f,  «)  = 


ydegrazione  di  funzioni  tr 
ntegrale 

3ne  f  è  razionale,  si  pnò 
funzione  razionale  ponend 


aj=,-log2,    diK  = 


—  211  — 


Sia  p.  e.  r  /  .  ;  posto  e*  =  -sr,  esso  diventa 


^(1  H-  Z) 

ossia 


f\£-^^^^^^^^^'^^^' 


§  162.  L'integrale 

//"(sena?,  cos^)daj^ 

ove  f  è  funzione  razionale,  si  può  rendere  razionale,  ponendo 


tang  ^=z, 


da  cui  si  ricava 


seno?  =  2sen  ^  cos  ^  =  2tang  ^  cos*  5-  = 

2 tang  I  2^ 


onde 


1  -H  tang*  1 

H-^' 

COSiC  =  COS*H-- 

-sen«2  = 

1         !^ 

da?=ic 

2d^r 

• 

* 

;,  cos  a;)  dflc  =  / 

^r(,^ 

l  —  z'^X 
*'  !  +  £«] 

2dg 
1  +  ^r*' 

ed  il  differenziale  del  membro  di  destra  è  razionale. 

In  casi  speciali  si  può  ricorrere  a  trasformazioni  più 
semplici.  Se  l'integrale  dato  si  può  mettere  sotto  la  forma 

J  /'(tanga?)da?, 


i 


\t 
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certamente  quando  m  ed  n  sono 

itile  l'abbassare  il  valore  assolato 
I  che  si  ottiene  mediante  sei  for- 
londenti  a  quelle  dei  differenziali 

:=sena;,  e  c  =  cosa:;  decompon- 
frarsi  in  s^cAx .  c^*,  e  si  integri 
imo  fattore  come  fattore  a  inte- 


-H i-  /s"+*c"-*da;.        (1> 

m  •*-lJ  ^  ' 

parti,  dopo  aver  decomposto   il 
-' .  c"sda;, 

1         »-*- 1/  ^  ' 

tien  conto  detridentìtà, 

=/s'»(l  — c*)c"-Ma; 
-*da;  — /s^Cda?, 

spetto  all'integrale  proposto  che 
mbri,  si  ha  : 

!l'^^:=d  /'s-c-'dflJ.        (3) 

formala  (2)  si  ricava 

^_ — _  /s"-'c"da;.     (4\ 

t-  n        m  •*■  nJ  ' 
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reqnazione  (3)  rispetto 
n  di  dae  utàth,  si  ha 


w  -t- 1  tft 

nalogo,  dalla  (4)  si  rìci 

formule  precedenti  si  pi 
modi.  Per  es.,  scamb 
a  loro  le  formale  (1)  e 
ittro  peinnettoDo  di  aam 
onentì  vi  ed  n  dì  dae 
■mule  (3)  e  (4)  sono  illas 
so  si  applicheranno  le 
le  naità  alla  volta  gli 
sono  interi,  per  assun 
no  cosi  ridotti  ai  segai 
direttamente  : 


isa;da;  =  ^sen'ai, 


-=:  log  sena;, 
'=  —  lOgCOSiC, 


1 
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da? 


/dx 
„    tangac    ./     tanga;  °      °  ' 

r^=  Z'        dee  _  /        ^2^        _ 

/  sena;     /o      1         1        /       1         1 
J  2sen  2  accos  ^  se  ,j  sen  t  ce  cos  „  ^c 

p  ix         r        dx  1     j.       f'^      ^\ 

§  165.  Se  l'integrale  del  §  163  si  prende  fra  i  limiti  0 
e  7C/2,  le  formule  di  riduzione  si  semplificano. 
Così  la  (4),  supposto  m>  1,  n>0,  diventa 

I    sen*"  X  cos**  xdx  =  /    sen^'-^x  cos**  a;  do?,    (1) 

e  la  (3),  supposto  m > 0,  n>ì, 

^etì^x  cos"  re  do?  =  /      sen'"a?  cos^-^a;  dx.    (2) 

0  m  -I-  Wc/  0 

Fatto  n  =  0,  la  (1)  si  riduce  al  caso  particolare: 

sen'"a;da?  = /     sen"*-^a7  do?,  (3) 

0  m     J  0  ' 

^a  cui 

/      sen*"-*»?  do;  = /      sen'"-^a;  da?, 

Jo  m  —  2Jo  ' 

e  così  applicando  più  volte  la  stessa  formula,  ci  ridurremo, 
«em  è  pari  =2n,  a 


y-W/a  J       y^W;2 

/      sen^o? dx=  -  I     dx, 
Jo  2jo       ' 


r 


^    ,         2»  — 1      2»— 3  1     it  , 

è  impari,  m  ^=  2»  ->■  1,  ci  ridurremo  infine  agli 
sen^a;  ax  =  ^  /      sena:  da; 
/     8ena;da;  =  l, 


'     ,^,     .  2h        2n  -  2  4  2  ,,. 

sen'-Hi^da:=^^^.^^-^....^3.         (5> 


cunl  altri  differenziali,  che  si  possono  rendere 
Ile  sostituzioni   del  §  162,   si  possono  pure  in- 
ttamente  con  opportuni  artifizi, 
ì 

/àx 
asenx  -*-  ftcosa;  * 

ute  due  quantità  rea  tali  che 

a^^rcosa^    6  =  rsen« 

«)s ce  =  ^(sena; cosa  -i-  cos icsena)  =  j*sen(a!  —  «) , 

djg  1   f  A{x  —  «)  !_,  X — g 

+  écosa'      rjsen{x — a)      r    °      °    2  ' 
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2.  Abbiasi 


/do? 


Divìdendo  nameratore  e  denominatore  per  cos^o;,  esso  di- 
venta 

cos^o?  f    d  tango? 


J  a 


a-hb  tang^a?     J  a-+-b  tang^o? 


e  qaest'altimo  differenziale  è  razionale  se  si  prende  tango? 
per  variabile  indipendente.  Sapposti  a  e  b  positivi,  si  avrà 


/ 


^/«  àx  TZ 


0    a  cos^o;  +  b  sen^o?      2\ab  ' 
3.  Si  consideri 


f, 


a-hftcoso?' 
osservando  che 

cos 0?  =  cos*^  —  setf  ^  ,     e     1  =  cos*  ^  -i-  sen* ^, 

sì  ha 

d^ 

a(  cos^  ^  H-  sen*^  j  -h  b  1  cos*  ^  — sen^  ^  | 

=  2    ■  "^ 


(a  H-  &)cos^  ?r  ■♦"  (^  —  &)  sen*  ^ 

e  siamo  cosi  ridotti  all'integrale  precedente.  Sapposto  a 
e  b  positivi  e  a  >  6,  si  avrà 


X 


do?  « 


a-*- è  cosa;       Y^|«_6« 


■     r da: 

•■f  a-*-  hcasx  •+■  csen 

lora  6  =  rcos!p,  c  =  rsen(i 

àx  _  / di 

i  ■*-rc<ì3(x—<:f)~J  a-t-r 

ridotto  all'integrale  che  pi 


a>\t>»-i-c^ 
dx 


■  bcosx  •+■  csanx 


può   integrare  il  prodott 
;  ari  di  a:.  Si  ha  dapprima 

/e  Qs{ax  ■+■  b)àx  =  —seni 


ra  un  prodotto  di  dae  cosei 
ia,  esso  si  può  scindere  nelli 

\spcoBg=^[cos(p-i-  q)  •+■ 


-H  n-cos[{o  —  a')x  ■+■  (6 

a  colla  (1) 
/  cos  {ax-*-V)  cos  {a'x  ■*■ 


^^i 
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sapposto  che  i  denominatori  non  siano  nulli.  Se  fosse  per 

esempio,  a — a'  =  0,  il  secondo  termine  vale  ^  a?cos(6 — 6'). 

Applicando  più  volte  la  formula  (2)  si  scomporrà  in  una 
somma  il  prodotto  di  tre  o  più  coseni  : 

4cospcosgcosr  =  cos (^  -+-  g'  •♦-  r)  -♦-  cos(p  -f-  2  —  r)  -»- 
-♦•  cos{p  —  q  -h  r)  -^  cos(p  —  q  —  r), 

e  così  si  potrà  integrare  il  prodotto  di  quanti  si  vogliano 
coseni  di  funzioni  lineari  di  x. 

Siccome  poi  sen(aa;  •♦-  6)  =  cos  f  5  —  ax  —  6  J  è  pure  il 

coseno  di  una  funzione  di  primo  grado  in  x^  si  deduce  che 
si  può  integrare  il  prodotto  di  seni  e  coseni  di  funzioni  li- 
neari in  X. 

§  168.  L'integrale 

si  può  semplificare  mediante  l'integrazione  per  parti.  Pren- 
dendo per  fattore  ad  integrarsi  6^  da?  si  deduce 

a  aj 

e  l'integrale  proposto  risulta  ridotto  ad  un  altro  in  cui 
l'esponente  n  è  diminuito  di  1.  Se  n  è  intero  e  positivo, 
applicando  piu  volte  questo  procedimento,  ci  ridurremo  in- 
fine a 


/ 


a 


e  cosi  risulta  determinato  Tintegrale  proposto. 
Fatto,  per  semplicità,  a  =  —  1,  si  trova 


ndere  x  ad 
lìm 


£' 


i  è  negativo, 
etto  all'integ: 
irendendo  pei 

'~  n+  1 

otranno  aggi 
Se  »  è  ittter 
rrà.  a  valere 


1  applicabìlt 
sì  sa  esprin 

n  /ef"x^Ax 
=  z,        X  = 

Jg^x'AX'- 

ndo   integra 
ire  il  primo, 
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ed  a  questa  funzione  si  dà  il  nome  di  logaritmo  integrale. 
Essa  si  può  scrìrere 


JÀ^I 


àz 


7d 


fàz 


§  170.  Integrando  per  parti,  prendendo  per  fattore  ad 
integrarsi  e^'Ao),  si  ha: 

/e^*cos  hxix  =  -  cfl'^cos  fec  -4-  -  /  6^*  sen  hx  do?, 
g  gJ 

e 

/€^*  sen  Jia?  d:c"=  -  6^'sen  hx 1  e9'  cos  ìix  Ax. 
g               g^ 

Risolvendo  queste  due  equazioni  lineari  rispetto  agli  in- 
tegrali che  vi  compariscono,  si  ottiene 

e^'  cos  hx  àx  =  - — —  (gcos  hx  h-  Asen  hx) 

^  -h  A' 
éS'*  sen  hx  àx  =  — — —  (g  sen  hx  —  hcos  hx). 

Se  al  posto  di  g  metto  —  a,  ove  sia  a  >  0,  si  possono 
prendere  gli  integrali  fra  0  ed  cxd  ;  leggendo  h  al  posto  di 
h  si  ha: 

/    r"^cosia?da?  = 


a«-H&^ 


e-^  sen  6x  da?  = 

0 


a^-hfc»' 


§  171.  au  integrati: 

/  a:"cos  xàx^       e       /  aj'^sen  irda?, 


n  formule  di  ri(ìnzion< 
Eizìone  per  parti.  Si  ha 

;oodx=  -*■  X'^seasc —  j 
iarda;  =  —  a;"cosi«  -•-  i 

lia  dì  integrali  propos 
pò,  ìd  cni  invece  di  n 
e  positivo,  applicando 
arriverà  agli  integrali 

/cosarla!,       /"sen 

=  £',  sì  ha 

/  3:"C0sa;da;  =/  (sei 

ix=z,  si  ha 

f  x'^seoccèsc  ^  —/  {i 

le  qnesti  integrali  si 
iitivo. 

ossone  calcolare  gli  ii 

/f(x,  e"',  e*', ...  e' 

,  funzione  intera.  Inve 
ì  somma  di  più  termii 
l'ana  costante  nameric 
potenze  di  d",  e*',...; 
ili,  saremo  ridotti  ad  < 

ro  e  positivo,  e  questi 


_ , 


L'integrale 
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//•(a?)e*'cLz:, 


ove  f(a?)  è  fanzione  razionale  di  a?,  decomponendo  /"(a?)  in 
un  polinomio  intero  e  nelle  sae  frazioni  semplici,  si  esprime 
mediante  alcuni  integrali  della  forma 

f  a^e^dx.        e        / r-  da?, 

ove  m  eà  n  sono  interi  e  positivi.  In  virtù  delle  formule 
del  §  169  il  primo  si  può  calcolare;  il  secondo,  posto 
X  —  «  =  ;?,  diventa  e^  f  ^"^  e^' Az  ^  che  si  può  esprimere 
mediante  funzioni  note,  e  il  logaritmo  integrale. 

§  178.  Sia  a  calcolare  /    =-^^ 5-  do?,  del  quale  diflfe- 

^y  Q  1  -♦-  cos  co 

renziale  non  si  conosce  l'integrale  indefinito.  Si  avrà 

*/  0  1  -^  cos^a;  J  0     1  -H  cos^o;         J  ^/^  1  -h  cos^o; 

Nel  secondo  integrale  del  membro  di  destra  facciasi  la  so- 
stituzione aj  =  iu — z^  onde  sena;  =  sen^,  cosa;=  —  cos;?, 
da?  =  —  disr;  e  per  ic  =  iu/2,  ;2r=it/2,  e  per  x  =  iz^  z  =  0. 
Si  avrà: 

/**     a? sena?     , /*^  (tc  — i8')senjg  ,  

c/ir/g  1  -+-  cos'ha?  J  rcjt    1  -h  dO^^Z 


J  0 


(tc  —  ;8')sen^d^ 


0  1  •+"  co^^z 

che  si  scinde  nella  somma 

""^^  sen^dif         r""^  ^sen^d^ 

cos*^ 


^  r^^  sen^d^         /-"^^  j 

J 0      1  -♦-  COS*^      t/o        1 
p.^     r  Sen;?d;3:  f    dC0S;2r  T — 


^^  =  —  tangcos  ^  -HtangcosO=  5. 
valori  nell'integrale  cercato,  ed  oaserrando 
rsen«     ,        f^'   xseax     , 

+■  COS*«  J  a       \  ■*■  cos'i»       ' 

/  0   1  -«-  COs'ic  4 

log8eD2:dx  ha  on  valore  finito,  benché  la 
:rarsi  diventi  infinita  per  »  =  0;  poiché 

odx  =  I  log àx-t-  I  Ioga;  dir. 

ale,  in  cui  la  funzione  a  integrarsi  è  finita, 
ito;  il  secondo  integrale  ha  pnrean  valore 
tegrale  proposto  è  finito. 

si  hasena;  =  2  sen^cos^,  onde: 
• = f     (log2  -•-  log  sen  -  -H  log  cos  —jir. 
ì  in  cui  si  scinde  il  secondo  membro,  il 

da;  =  - log  2. 
ido  x=K  —  e  diventa 
log  cos  r-  da: — /  log  sen  -  d^. 

l  1/  n/I  2 
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Quindi 


=-  log  2  4-  /      logsen—  d^  -t-  /     log sen  -- d^  = 

2  •/  0  2  e/  7r/2  2 

=  ^  log  2  H-y  ^  log  sen  -  do?. 

Quest'ultimo  integrale,  ponendo  x  =  2z^  diventa  due  volte 
l'integrale  proposto;  quindi 


/ 


log  Ben  rrda?  =  —  -  log  2. 

0  2 


Integrcusiofie  per  approssimazione. 

§  175.  Sono  di  somma  importanza  le  formule  di  appros- 
simazione pel  calcolo  degli  integrali. 

La  stessa  definizione  data  al  §  102  di  /  f{x)àx  dà  delle 

k/  a 

formule  di  approssimazione  per  questo  integrale.  Come 
caso  particolare,  si  è  trovato  (§  104),  che  se  la  f{x)  è  in- 
tegrabile in  a^by  si  ha 


/    f{x)ix  =  {h  —  a)m, 


ove  w  è  un  valore,  medio  fra  quelli  assunti  da  f{x)  nel- 
rintervallo  considerato. 

Se,  come  supporremo  dapprima,  la  f{(c)  è  continua,  al- 
lora m  che  è  compreso  fra  il  massimo  ed  il  minimo  valore 
di  f(a?),  ed  è  distinto  da  essi  (eccettuato  il  caso  speciale 
in  cui  la  funzione  sia  costante),  sarà  uno  dei  valori  assunti 
da  f{x)  in  a  ""  &  ;  quindi  : 

P.  —  AtuOUi  inflmUtimaU.  —  16. 


f(x)  fumione  cotUinu 

r  f{[c)Ax  =  (6  -  . 

'alare  compreso  fra  a 
ana  fanzione  avente  ] 
dente  si  può  leggere 

F(6)  —  Pia)  =-  (fe  - 

ala  del  §  13. 

x)  è  continua,  e  semi 


£f(x)àx^ 


e  g{ce)  sono  continue 
f{x)  >  g{x),  sarà 

J^   f{x)àCB>Jj 

ipotesi,  sarà  f{x)  —  t 

aola  a  dimostrarsi. 
\'~'b  la  funzione  cp(as) 

J(x)rf{cO)dx=:f{Xi) 

>alore  compreso  fra  a 
]  t»  ed  ilf  il  minimo 
;  sarà 

m<f{x)<Jk 
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se  la  <p(a?)  è  positiva,  si  avrà  ancora  : 

fw<p  (a?)  <  f{x)  (f  (a?)  <  M^  (x), 
e  integrando: 

m  I    cp(»)da? <  /   f{oo)^{oo) ix<M /   cp(») do?; 

quindi  esisterà  un  valore  f{xi)  di  /*(»),  compreso  fra  fi^ 
^  3f,  per  cui 

/   f(ccyp{x)  ice  =  f(ai!i)  /   tf(x)  àco, 

che  è  la  formula  a  dimostrarsi. 

Questa  formula  permette  in  un  prodotto  f{x)^{x)  di 
portare  un  fattore  f{x)  fuori  del  segno  integrale  purché 
si  sostituisca  ad  »  un  valore  xi  compreso  fra  a  e  6;  però 
si  deve  badare  se  l'altro  fattore  7  {x)  ha  un  segno  costante. 

Se  si  fa  J'(x)  =  Sf{x)^{x)^,  G{x)  =  f  ^{x)àx,  la  for- 
mula dimostrata  si  può  leggere 

» 

F{b)  -  F{a)  =^^[Gih)  -  G(a)] , 

che  è  quella  del  §  17. 
Se  si  fa  cp(a?)  =  1,  si  riottiene  la  formula  I. 

§  176.  Esempi.  —  1.  Se  rr  >  1,  ed  A  >  0,  si  ha 

prendendone  i  reciproci  si  ha  »*-*  >  ar-*  >  a?-*~*  ;  inte- 
grando da  1  ad  a  >  1, 

|(a«-l)>lo|fa>i(l-j,). 

Si  hanno  così  due  quantità  comprendenti  Ioga;  il  loro 
rapporto  vale  a^  e  col  prendere  h  sufficientemente  piccolo 
qaelle  due  quantità  possono  avvicinarsi  indefinitamente. 


e  e  due  fanzioDÌ  di  x,  si  hi 

/y*da;-i-/^Ma;>2/f/i 

sono  definiti  fra  i  limiti 
rà  essere  sostituito  col  seg 
z  siano  sempre  eguali, 
le  ipotesi,  ed  essendo  a  e 
•  O,  onde 

da;  -•-  2afìfsdx  ■+-  a*{z*i. 

IO  eguale  solo  quando  il 
a. 

a  =  ~^^^,  fatte  alci 

fìf'dx  X  /2*da;  >  (jy^da 

in  3»,  a  —  —  r    ,    SI  h 

+  (/2/da;)8/2'dic>2/yda! 
irla  sempre  nello  stesso  ! 


Ax 


=  ?(*)  /   f{^)Ax  H 


ore  compreso  fra  a  e  b. 
rando  per  parti  fra  a  e  ^ 

tarsi  f{x)dx,  di  cui  un  int 

conserva  un  segno  costai 
integrale  l'altro  fattore 


r»---t 
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ad  X  si  àttribaisca  un  valore  u  compreso  fra  a  e  b.  Si 
avrà  così 

f  f{x)rf{x)  àx  =  ^(b)  I  f{x)àoo  --  rf{x)ico  f  dcp(a?); 
ora  /  dcp(a?)  =  9(6)  —  cp(a).  Sostituendo,  e  fatte  le  rida* 

J  a 

zìoni,  si  ha  la  formula  a  dimostrarsi. 

§  177.  Nei  due  §§  precedenti  si  sono  supposte  continue 
le  funzioni  considerate;  e  questo  è  il  caso  per  noi  più  in- 
teressante. Però  le  proposizioni  precedenti  si  possono  esten- 
dere a  funzioni  qualunque,  purché  limitate  superiormente 
ed  inferiormente,  siano  esse  integrabili  0  meno.  Si  ha  : 

I.     a,6s  q .  a  <  6  .f  e  q/a^6 .17(a^&),  liAa^^^)  e  q  .  0. 

f  —f(x)ico  =  —  f  f{x)Aoc, 

%J  a  'J_  a 

ossia  carnhiando  il  segno  alla  funzione  ad  integrarsi,  si 
cambia  il  segno  alVintegrale,  e  l'integrale  superiore  diventa 
inferiore^  e  viceversa. 

IL  id.  id.  id.  weQ.o* 

y%b  ph  ph  />h 

I  mf{x)àcc  =:m  I   fi(c)Aco,     1   id.  =  m  l    id. 

ossia,  nelle  ipotesi  della  proposizione  precedente,  un  fattore 
costante  e  positivo  si  può  portare  fuori  del  segno  integrale. 
Infatti,  decomposto  l'intervallo  a^b  in  intervalli  par- 
ziali Xr^ì^Xrj  la  somma  S'  corrispondente  alla  funzione 
fnf{x)  vale  m  volte  la  somma  S'  corrispondente  alla  fun- 
zione f(a?);  quindi  anche  il  limite  inferiore  della  prima, 

cioè  /  mf{x)Ax  varrà  m  volte  il  limite  inferiore  della 


'■mHPi^JII 


seconda,  cioè  vale  m  f   f{co)àx,  che  è  la  prima  formula  a 

AnalogameQte  per  la  seconda. 

che  se  f(x)  è  integrabile  in  a'-'b,  lo  sarà  pure 

ha: 

a,beq.a<.b.f,g6qja^b . 
^h)Mi(^h),Yg{<t^b),hg(ci^b)tq.:>: 

[so) -^  g{x)\Ax  <  I  f{x)dx-hl   g{x)Ax. 
^)  -*•  9(^)y^  ^  I  f((c)Ìx  ■*-  I  g(p)  Ax. 

noni  f{x)  e  g{x)  sono  limUaie  in  un  itUervailo 
irale  superiore  di  [f{x)  ■*■  gix)]àx  è  minore  o 
ìomma  degli  integrali  superiori  di  fiw)àx  e  di 
integr<de  inferiore  della  somma  è  maggiore  o 
ìomma  degli  integrali  inferiori  dei  termini. 
mgasi  h{x}  =  f{x)  •*-  g{x),  decomposto  l'inter- 
a  intervalli  parziali  iCr-i'~'iCr,  si  ha 

-J^  «r)  <,  Xf{Xr-ì~*  Xt)  -H  \'g{Xr^ì*~*  Xr)  ; 

licando  per  l'ampiezza  dell'intervallo  e  som- 
dichiamo  con  >?f,  iS'f,  Shi  valori  di  queste  somme 
lenti  alle  fonzionì  f,  g,  h,  si  avrà  &h<^{  -*•  -S',; 
e  ì  loro  limiti  inferiori  soddisfano  alla  stessa 
:  cosi  si  dimostra  la  prima  relazione.  Analoga- 
n  seconda. 

che  se  le  fumioni  f{x)  e  g(x)  sono  iiUegrcAUi 
sarà  pure  la  loro  somma,  e  si  ha: 

e)  -h  g{x)'\Ax=J    f{x)Ax  -^  f  g{x)  ^x. 

I  è  integrabile,  l'integrale  superiore  della  somma 


im 
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vale  Vintegrale  del  primo  termine  più  Virdegràle  superiore 
del  secondo.  Anàlogamente  per  Vinferiore. 

IV.  a,6eq.a<6./;  gtqla'^b.Vfia^'b),  hf{a^h), 
Yg((i~' h),  lìg\e^ b)tq.\xtct^b .Og. f{x) > g{x) ] . o : 

/  /•(aj)da;  ^  f  g(x)àx.     f  f{x)ix  >  f  g{x)àx. 

Vale  a  dire:  Se  le  funzioni  f{x)  e  g{co)  limitate  ndVinter- 
vaUo  a^by  sono  tali  che  per  ogni  valore  di  x  in  queU'in- 
tervaUOy  il  valore  della  prima  è  sempre  maggiore  del  Datore 
détta  seconda^  gli  integrali  superiore. ed  inferiore  della  prima 
sono  maggiori  dei  corrispondenti  integrali  della  seconda. 

Infatti,  dalle  ipotesi  fatte  risalta  che,  decomposto rintervallo 
(t^b  in  parti,  il  valore  di  S'  corrispondente  alla  funzione  f 
è  maggiore,  o  eguale^  al  valore  di  S'  corrispondente  alla  g. 

Corollario*  —  Se  le  funzioni  f{x)  ^  e  g{x)  sono  integràbili 
in  a ^6,  ove  a<bj  e  si  ha  sempre  f{x)  > g{x),  sarà 

f  f{(c)ùx  >  f  g{x)Ax. 

kJ  a  \J  a 

V.  a,68q.a<&.feq/a'^&. 
rAa'-'&),  li/*(o^&) eq .^eQ/a^6  . l'^(a*-'6)eq . o : 

1'  f{cr  b)  /^g{x)ùx  >  /^f{x)g{x)àx  > 

>  f  fipo)  9{<»)  di»  >  \\f{(t^  b)  f\{x)àx. 

Ossia  :  Se  la  funzione  f{x)  è  limitata  ndV intervallo  ct^  b, 
e  la  funzione  g{x)  è,  r^lo  stesso  intervallo,  limitata  e  posi- 
tiva, supposto  per  semplicità  g{x)  e  f{x)  g{(ie)  integràbili^  il 

rapporto  di  1    f{x)g{x)dx  a  1    g{x)Ax  è  compreso  fra  i 

limiti  superiore  e  inferiore  di  f{x)  nello  stesso  intervallo. 


.0-..' 

id. 

meri  i 
reali  \ 
etite;  I 
ìb'  in 
cp(a))  ; 
re,  se 


nnale< 
dal  E 

%  QD  1 

Ao,  de 
wx  = 
i  è  in 

(ai)daJ 

I  tendi 
Quind 
li  xf{o 
l,  ondf 

fi" 


finito,  e,  a  fortiorì,  vi  tenderà  il  primo.  Ora 

f>S>fi 

di  qaesti  due  termini  il  primo  è  finitoi  il  secondo  tende 
all'infinito;  dmiqae  T  /  del  differenziale  dato,  col  tendere 
di  X  ad  co,  tende  all'  oo,  e.  v.  d. 

§  179.  Teorema.  —  Se  la  funzione  f{x),  avente  un  segno 
co^nte,  è  per  x  =  oo,  infinitesima  d'ordine  Isuperiore  ad 

ttn  numero  maggiore  dell'unità,  l'  1  f{x}dx  ha  un  valore 
dderminato  e  finito. 

Infatti  per  ipotesi  sì  ha  lim^,,^ ce' *Y(a;)  :=  0,  ove  A  >  0; 
qoindi  snpposto  f(cc)  >  0,  e  fissata  nna  quantità  positiva  A, 
m  potrà  determinare  un  certo  valore  xo  di  x,  dal  quale  in 
poi  si  avrà  x^*''f(x)  <  A;  onde  f{x)  <  Ax-^-\  e  integrando, 

apposto X>  ».,/VWd« <4 (J  _  ^)<  jf^.  Quindi 

1/  f  {^)àx,  che  col  crescere  di  X  va  crescendo,  poiché 
la  sna  derivata  f{X)  è  positiva,  ma  si  mantiene  inferiore 
ad  nna  quantità  determinata,  tende  ad  an  limite  per  X=  co 

ossia  ha  od  valore  Unito  1'  /     f(x)dx;  qoindi^  aggiungen- 
dovi r  /   °,  sì  ha  ciò  che  dovevasi  dimostrare. 
§  180.  Esempi. 

1.  L'    /    . -T  è  finito,  perchè  la  funzione  a  integrarsi 

è,  per  05  :=  CD,  infinitesima  del  secondo  ordine. 

2.  L'    /    e~"'da;  è  finito,  perchè  er'*  è  infinitesima  di 

ordine  infinitamente  grande. 

rF(x) 
- .  .  dic,  ove  F  e  f  sono  funzioni  intere,  e  il 

denominatore  non  si  annulla  da  a  ad  co,  è  infinito  se  il 


-  23*  - 
del  nameratore  è  maggiore,  o 
tà  del  grado  del  denominatore; 
imeratore  è  minore  di  dàe  o  pi 
linatore. 

oremi  precedenti  non  permettono 
izione  f{x)  è  infinitesima  d'ordì 
[uando  lim  2^(2;)  =0,  senza  però 
!  superiore  ad  no  nomerò  magg 

0  il  prodotto  xf{xi)  non  tende 
f{x)  cambia  di  segno  da  a  ad 
dei  valori  f{x)  e  0,  e  ft(x)  il 
ai  caso  f{x)=f\{x)'*-ft{a;);  la 

1  nnlla,  la  ft{x)  negatira  o  nnlli 

f  fXx)ico  =  f  fì(cc)ias  '•*■  , 
condizione  sofficiente  per  l'esigi 
iza  degli  f  fi{x)ix  e  f  ft( 
are  i  criteri  precedenti.  Però  q 


81.  Teorema.  —  Se  f{a:)  è  una 
in  a^b,e  finita  in  ogni  interi 
in  a  '"'  i,  »w  diventa  infinita  per 
',a  infinita  di  ordine  maggiore 

f{x)ix  è  infinito.  Se  invece  esi 
s  minore  d'un  numero  minore 
i  valore  determinato  e  finito. 
[>aò  dimostrare  io  modo  analogi 
)  precedenti;  però  le  due  questi 
all'altra,  ponendo  in  quest'ultime 
■à: 

rf(x)ix^  r  f(b 
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Formule  di  quadratura. 

§  182.  Il  calcolo  d'an  /   f{x)àx  dicesi  alcana  volta  una 

guadraturaj  perchè  con  esso  si  misura;  o  quadra,  un'area 
piana. 

L'area  piana  descrìtta  dall'ordinata  y  =  f{x)  d'una  curva 
in  assi  cartesiani  ortogonali,  mentre  co  varia  fra  a  e  h,  èj 
per  approssimazione,  eguale  all'area  del  trapezio  costrutto 
isulle  ordinate  estreme.  Così  facendo,  si  sostituisce  all'arco 

della  curva  la  sua  corda,  e  all'integrale  /    f{oo)àXy  che  mi- 
sura l'area  in  questione,  la  quantità 

che  misura  l'area  del  trapezio.  Questa  formula  è  esatta  se 
f{x)  è  una  funzione  di  primo  grado;  altrimenti  essa  è  solo 

approssimata,  e  potremo  stimare  l'errore  che  si  commette 

/'b 
f{x)àx  il  valore  approssimato 

Invero,  se  la  funzione  f{x)  ha  derivata  seconda  f'(oc)  pei 
valori  di  x  compresi  fra  a  e  b,  si  ha  dalle  formule  di  in- 
terpolazione (§  76): 

m = m  ■*■  (x  -  a)  ^^^^Ie^  ■*■  (^  -«)  «^-^)  T§^ 

ove  u  è  nn  valore,  che  dipende  da  a;,  e  che,  se  (x?  è  com- 
preso fra  a  e  ò,  è  pure  compreso  fra  gli  stessi  limiti. 


Quindi 

QO  integrale  del   membro  di  destra  vale  appunto 

valore  approssimato  dell'integrale  dato.  Il  secondo 
ì  rappresenta  perciò  l'errore  che  si  commette  pren- 
avece  del  vero  valore  dell'integrale,  il  suo  valore 
mato.  Chiamandolo  R,  si  avrà: 

^  =  \J   {cc-a){x~h)f'{u)Ax. 

è  il  fattore  (x  —  a)  (x—h)  conserva  on  segno 
mentre  m  varia  nell'intervallo  a'"'  b,  potremo  por- 
attore  f"{u)  fuori  dell'integrale,  e  sì  ha  così: 

S=l  f"(^)/j^  - «)  (^  - *)  ^■ 
ilcolare  questo  integrale  pongasi  a;  =  o  ■+•  (&  —  a)t. 

'^  f"(u)J\  il  ^t)àt. 

1 


2 


12 


(J-a)Y"(«), 


an  valore  dì  x  compreso  fra  a  e  h.  Sostituendo  sì 


^)d^=(i_„)/l)jtiM  _J.  (j_„,n»). 
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Così  si  ha  il  vero  valore  delPintegrale  espresso  mediante 
on  sao  valore  approssimato,  più  un  resto  nel  quale  com- 
parisce la  quantità  incognita  u  di  cui  si  sa  solo^che  è  com- 
presa fra  a  e  i.  Sostituendo  invece  di  f'(u)  il  massimo  ed 
il  minimo  valore  che  esso  assume  mentre  u  varia  neirin- 
tervallo  a^b,  si  ottengono  due  espressioni  entro  cui  è 
compreso  il  resto. 

Ad  esempio,  se  si  fa  in  questa  formula 


r(«^)=i:a=i,  6=2,  r(^)=|, 


co 


sì  ha 


ossia 


log2  =  0,75  -*-  B  ; 


condo  B  = 


3  rappresenta  l'errore.  Siccome  u  è  com- 


il  primo  termine  è  il  valore  approssimato  di  log  2;  il^se- 

J 

preso  fra  1  e  2,  si  deduce  —  n-<  ■^^~rQì  ^^^^^  Oj'^^  ^ 
un  valore  maggiore  di  log2,  e  si  ha  precisamente 

0,5933  <log2<  0,739166. 

n  resto  B  si  può  anche  mettere  sotto  forma  d'integrale 
definito.  Invero  si  ha,  applicando  due  volte  l'integrazione 
per  parti: 

^ff(x)v'\x)àX  =  f{xW{(€)  -  nx)^{x)  +  /  ^{X)r{x)iìx. 

Pongasi  cp(a?)  =  -  (a?  —  a)  (a?  —  fe)  ;  si  avrà 

m 

jf{x)  àx=f{x)  (x-  ^)-l  fico)  {X-  a)  {co-b)  + 


\f{x  —  a){x  —  b)  f"(x)dx. 


j 


•# 


-j-^  m 


Prendendo  gli  integrali  fra  i  limiti  a  e  i  si  ottiene 

termine  del  secondo  membro  è  il  valore  ap- 
dell'integrale;  il  secondo  è  quindi  l'errore  che 
:  in  qaesta  approssimazione. 

pnò  avere  un  valore  più  approssimato  dell'area, 
do  l'intervallo  (a,  b)  in  n  parti  eguali,  segnando 
i  divisione  le  ordinate  della  cnrva,  e  costmendo 
e  successive  ordinate  i  trapezi!,  come  si  è  detto, 
di  questi  trapezi!  sarik  un  valore  approssimato 

^1,  yi,...yn-i,  y„  le  ordinate  di  questa  cnrva 
Qti  agli  ra  + 1  punti  di  divisione  di  (a,  6),  le 
sti  trapezii  valgono 

i^o+3'i)>  -5^(yi-t-y«),-,  ^^{y«-i-»-y-.); 

mando,  si  avrà  per  approssimazione 

a;  =  ^^  (yo  +  2yi -*- 23ft -H ... -t- 2y„_i  +  y»). 

che  si  commette  adoperando  questa  formula, 
intità  R  che  bisogna  aggiungere  al  membro  dì 

avere  il  vero  valore  di  quello  di  sinistra,  è  la 
li  errori  commessi  in  ciascheduno  di  quegli  la- 
ziali, vale  a  dire 

-  A  ^^^'trw  *  r(») + ••■  +n».)3, 

...  «n  sono  valori  di  x  compresi  rispettivamente  in 
-valli  parziali.  La  quantità  entro  parentesi  sì 
■e  sotto  la  forma  nf'(u),  ore  «  è  un  valore 
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medio  fra  i  precedenti;  qaindi  il  resto  si  paò  esprimere 
mediante  la  formala 

Così,  se  nell'esempio  precedente  /   —  si  fa  w=10,  la  for- 
mala ora  trovata  dà  per  approssimazione 

log2  =  0,69377, 

e  il  resto  i2 = — a~Trjn. — § ,  ove  w  è  compreso  fra  1  e  2. 
Qaindi  il  valore  precedente  è  approssimato  per  eccesso,  e 
differisce  dal  valore  vero  meno  di  ^7^^: ,  e  più  di  -757^7^ . 

§  184.  Se  la  funzione  y = f{x)  è  di  grado  non  superiore 
al  terzo^  si  ha 

J^  f{x)Ax=-^^  (yo  -H  4yi  -H  y«), 

(m  y^  =  f{a),  y2=f{b\  e  yi  =  f^^5-J_j. 
Infatti,  facciasi  nell'integrale  il  cambiamento  di  variabile 


_      a-hh     h  —  a. 

co  =  — TT —  H x —  t 


Allora  ai  valori  —1,  0,  1  di  i  corrispondono  i    valori 

fl,  — 2— ,  b  ài  X. 

La  fanzione  f{oci)  di  a?,  di  grado  non  saperiore  al  terzo, 
diventerà  ana  fanzione  dello  stesso  grado  in  t  : 


r  f{x)ix  =  ^-^/*'  (.A -t- Bt  ■>■  Ctf -t-  m)it  — 

-(t-<.)(^+lo). 

—  1,  0,  1  in  f{x),  si  aTranno  i  valori 

!«  —  ^  —  B+C  —  A 

tit  =  A-i-B  -fC  -i-B; 
y\,  A-i-C={y,  ■*-V>)l^  ;  4»  cui 

la  la  formala  a  dimostrarsL 

nazioni.  —  Il  volarne  di  ao  solido  limitato 
finali  all'asse  Ox,  corrìspoadenti  alle  ascisse 

X)  da  /    mix.  Se  (0  è  una  fanzione  intera 

lon  superiore  al  terzo,  dette  m,  toi,  mg,  le 
i  fatte  nel  solido  da  tre  piani  normali  ad  Ox, 
e  nel  medio  del  segmento  considerato,  si  avrà 

(oda;= — ; — (<oo  ■*■  ila,  +o>j). 

0 

poiché  l'area  (o  sezione  di  nn  ellissoide  di 
con  nn  piano  normale  al  sao  asse  Ox,  è 
ndo  grado  in  a;,  sì  deduce  che  il  volarne 
oide,  cioè  il  volnme  compreso  tra  i  dae 
l'ellissoide  nei  saoi  ponti  d'incontro  con  Ox, 
stanza  2o  dì  questi  piani,  moltiplicata  pel 
ma  delle  aree  sezioni  estreme  e  del  qua- 
&  media.  E  poiché  le  aree  estreme  sono 
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nalle,  e  la  media  vale  nhc^  il  volarne  dell'ellissoide  vale 

4 

^ica&c,  come  fa  già  trovato  altra  volta. 

Come  altro  esempio,  si  consideri  il  velame  comune  a 
dae  cilindri  circolari  retti,  aventi  lo  stesso  raggio  r,  ed  i 
cai  assi  si  incontrino  ad  angolo  retto.  Il  piano  passante 
per  gli  assi  dei  dae  cilindri  incontra  il  solido  secondo  un 
qaadrato  di  area  4r^;  ogni  piano  parallelo  ad  esso,  alla 
distanza  x,  incontra  lo  stesso  solido  secondo  un  qaadrato 
la  cui  area  vale  4(r*  —  cd^).  Perciò,  siccome  (o  è  fanzione 
di  2''  grado  in  a;,  applicando  la  formala  precedente^  si  ha 
che  il  velame  del  solido  comane  ai  dae  cilindri  vale  i  2/3 
del  velame  del  cabo  di  lato  2r. 

L'area  (d  è  pare  fanzione  di  secondo  grado  della  co  per 
tatti  i  solidi  limitati  lateralmente  da  una  superficie  di  se- 
condo ordine,  o  da  una  superficie  rigata  qualunque,  ecc.  In 
tutti  questi  casi  il  volume  si  misurerà  colla  formula  pre- 
cedente. 


§  186.  La  formula 


rf{x)A 

^   a 


^=— g-(yo-^4f/i-*-y2), 


vera  quando  f(x)  è  una  funzione  intera  di  grado  non  su- 
periore al  terzo,  può  ritenersi  ancora  vera  per  approssi- 
mazione, anche  quando  f{x)  non  soddisfa  a  queste  condi- 
zioni. Così  facendo,  si  commette  un  errore  i?,  tale  che 


/ 


*  b  —  a 

f{oo)Aoo=—-—{yo  -^  4yi  -+-  yg)  +  jB; 

a  O 


Noi  ci  proponiamo  di  stimare  questo  errore. 

Formisi  perciò  quella  funzione  F{x)j  di  terzo  grado  in  x, 
tale  che  la  differenza  f{x)  — F(co)  si  annulli  per  (ff=^aj 
(a  -t-  &)/2  e  6,  e  per  a?  =  (a  -+"  6)/2  sia  infinitesima  del  secondo 

P.  —  jtnaliH  itt^it^fimaìe.  —  IC. 


ordine  (§  80).  In  altre  parole  si  determini  la  Fico)  in  guisa 
che  sia 

F{a)=m,     F{h)=m, 
0)  =  F{x)  ■+-  -^{x),  ove  si  è  posto 

ore  compreso  fra  a  e  h.  Integrando  si  ha 

/   f{x)dcc=  I    F\.x)Ax  -t-  /    'ii.x)Ax. 

x)àoo,  poiché  F\x)  è  di  terzo  grado,  vale  appunto 
■t-4i/i-i-j/£)/C;  perciò  Terrore  cercato  sarà  dato  da 

It^  I    -^[xìdx,  cioè 

3  fnori  del  segno  f  il  fattore     , ,    ,  cosa  lecita 
4  : 

tro  fattore  ha  un  segno  costante  nell'intervallo 

:ionc  ; 

olarc  (juesto  integrale  pongasi,  come  prima, 
«  ■+•  fi      II  ~  n 


it=-f:^(t^JJ^ 


i'(l— (')« 


ove  u  è  un  valore  compreso  fra  (t  e  h. 
Così,  riprendendo  l'esempio  già  trattato,  se  si  fi 

'     '      ce'  '  ' 

si  avrà 

i/a  =1,     t/i  —  0,606 ...,     iji  -=  0,5  : 

e  la  formula  precedente  dà  come  valore  appross 
log2 

ove  X  è  compreso  fra  l  e  2.  Quindi  la  formula 
log  2  an  valore  più  grande  del  vero,  e  l'errore  che 
mette  è  minore  di  1,120. 

§  187.  Si  può  avere  con  maggiore  approssi 
Vff{x)Ax,  decomponendo  l'intervallo  «""&  in  2f 
detti  yn'ii  yiy3...yìa  i  valori  di  fix),  ossia  delle  i 
della  carva  corrispondenti  a  questi  punti  di  divisii 
tremo  applicare  successivamente  la  formula  precedi 
aree  comprese  fra  le  ordinate  //o  e  //2,  ys  e  y.,,... 
yt„,  e  sommare  i  risultati.  Queste  aree  valgono  ris 
mente 

h  —  a  ,  h  —  a  , 

h—:, 

-g—  li/1.-!  +  iijt-i  -I-  !/i.>  ; 


_2U  — 

quindi,  sommando,  si  ha  per  approssimazione: 
J  /ì;aj)da:  =  -=^[yo  -t-  y^-^r-  2(3^  +  */*-»- ...  -4-^^-,)  + 
-»-4{f/i-i-y3-4-...  H-yfc_i)} 

a^aat^a  formala  porta  il  nome  di  formula  di  Simpson. 
a  si  commette  un  errore  B  che  è  la  somma 
commessi  in  ognuno  degli  n  ìnterralli  parziali, 
upiezza  a  {b  —  a)ln,  in  cai  si  è  diviso  (t^b.  Ora 
mo  rispettivamente 

...  Un  sono  valori  compresi  in  qaegU  intervalli, 
imando, 

entro  parentesi  si  paii  mettere  sotto  la  forma 
u  è  un  valore  compreso  fr&  a  e  h;  si  deduce 
R  la  seguente  espressione 

B  —        (&  —  «)''  f„  /„■, 
«*4!5!' 

mo  questa  formala  di  Simpson  al  solito  esempio 

/     —  =log2, 

:5,  e  quindi  2/i  =  10. 

irciò  ad  ce  i  valori  1,0;  1,1;  1,2;  ...  1,9;  2,0,  e 
yvì  i  valori  corrispondenti  di  1/^,  l'operazione 
irre  come  segue  : 
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y,=l  y  =0,83333  y  =0,90909 

y^^=0,5  y,=:^,71429  ^,=0,76923 

y.+y   =1,5  y,=0,62500  y,=0,66667 

*"  yg=0,55556  y,=0,58824 

^.+^4+^6+^8=2,72818 y,=0,52632 

yi+y3+y5+y,+y5=3,45955 

Addizionando  la  prima  somma  col  doppio  della  seconda 
e  col  qaadraplo  della  terza  si  ha  20,79456  ;  e  moltiplicando 

questo  risultato  per  •^— ^ — '-  =  ^  (cioè  dividendo  per  30) 

si  ha  per  valore  di  log  2  dato  dalla  formula  di  Simpson^ 

0,693152.  L'errore  che  si  commette  è  dato  da  ■R  =  k^   ^tTs? 
'  5* .  5!  cfi^ 

ove  X  è  compresa  fra  1  e  2.  Quindi  il  valore  trovato  per 
log2  è  più  grande  del  vero,  e  ne  differisce  meno  di  «ttjkk. 

Si  ha  dalle  tavole  log  2  =  0,6931492.  Si  vede  quindi 
come,  operando  su  dieci  ordinate,  colla  formula  di  Simpson 
si  ottenga  un  risultato  assai  più  approssimato  che  operando 
colla  formula  dei  trapezii,  come  si  è  fatto  in  fine  del  §  183. 

§  188.  In  generale  se  si  conoscono  i  valori  yo  yi ...  yn  della 
funzione  y  corrispondenti  ai  valori  a?o  ^i ...  a?„  della  varia- 
bile, si  può  formare  un  polinomio  intero  di  grado  n,  e  che 
diremo  cp(a?),  tale  che  pei  valori  suddetti  della  variabile 
assuma  gli  stessi  valori  di  f(x).  Si  avrà  allora 

f{x)=^{x)'¥'{CC  —  Xo){cO  —  Xi)...(x  —  Xn)^^^^ 

ove  e*  è  un  valore   medio  fra  i  precedenti.  Quindi  inte- 
grando si  ha 


I    f{co)ix  =  I   cp(a;)daJ  -♦-  jR, 


ove  si  è  posto 


L'integrale  /  ^(x)ix  è  an  valore  approssimato  del- 
l'integrale cercato.  Il  suo  valore  si  ottiene  con  tutta  faci- 
lità; invero  metteudo  la  funzione  cp(35)  sotto  la  forma  data 
da  Lagrange  : 


x,)...(3-—xn)   „   ,      ,      (x-x.^(x- 


atto 


-l 


''  (w —  a-i)(a;~xt)...(x  —  a:„) 

a     {Xo  —  Xi)iX^  —  Xs)...Ul)—Xn)  '"' 

itegrale  è  una  funzione  lineare  omogenea  dei  va- 
...  j/n,  poiché  i  coefficienti  Aa  Ai ...  dipendono  bensì 
),Xi,...x„,  ma  non  dai  valori  di  ^. 
;  che  si  commette  in  questa  approssimazione  è 
;ato  da  M. 

l  valori  a?ofKi ...  -''n  si  possono  prendere  ad  arbi- 
3  caso  particolare  si  può  supporre  che  il  primo 
iltimo  l,  e  che   essi   formino  ana   progressione 

sono  tre,  si  ha  la  formula  di  Simpson.  Se  quattro, 


1/  da7=  ~-  (^0  -t-  3^1  -I-  3(/B  •*■  3/3)  +  i?. 

aula  è  esatta,  cioè  iì  =  0,  per  le  funzioni  di  terzo 
cisamente  come  la  formula  di  Simpson,  più  sem- 
«I  ed  M  sono  il  minimo  ed  il   massimo  valore 


della  derivata  qnarta  di  y  nell'intervallo  n'^h,  si  avrà  : 

-R<8^^^=^li5alJ^f-38m). 

e  iì>        ìd.        (llHi  — 38.1Ì). 

Se  si  attribuiscono  alla  x  cinque  valori  in  progressione 
aritmetica,  si  avrà  : 

formula  esatta  per  le  funzioni  di  quarto  e  di  quinto  grado. 
E  così  via. 

§  190.  Invece  di  attribuire  alla  variabile  valori  in  pro- 
gressione aritmetica,  si  possono  attribuire  valori  scelti  in 
guisa  da  avere  la  massima  approssimazione.  Così  si  atten- 
gono le  formule  di  Gauss;  qui  scriveremo  le  prime,  omet- 
tendone la  dimostrazione, 

jyix)  dx=  il.  -  a)  r(^)  -•-  II. 


I. 

ove 

B_ff 

12         2! 


«Lzfi'rw        („<„<,). 


La  formula   6  esatta,  cioè  Jf  =  0,  per  le  funzioni   di 
primo  grado. 


II.    //■Wte  =  *-f^|r("-|^-^Sr^.-^l  + 


2      Vìi 


■M,T-*— w)J    • 


ove 


ISO        4!     ' 
lormula  esatta  per  le  funzioai  di  grado  tei-zo,  o  inferiore. 


^  ISO 


2800        6!     ' 
;a  per  le  fanzioni  di  grado  uon  superiore  al 


le  formale  di  Ganss  non  si  considerano  mai  i 
dinata  y  corrispondenti  agli  estremi  degli  in- 
Icune  questioni  queste  ordinate  si  calcolano 
conviene  tenerne  conto  ;  la  questione  allora  è 
colare  i  valori  intermedii  che  si  debbono  at- 
',  affinchè  colle  ordinate  corrispondenti  e  colle 
eme  sì  ottenga  la  massima  approssimazione, 
gliono  ordinate  intermedie  si  avrà  la  formula 
prendendo  un'ordinata  intermedia  si  ha  quella 
Oon  due  ordinate  intermedie  si  ha  : 

Ilo  per  le  funzioni  di  grado  inferiore  al  sesto, 
dinate  intermedie  si  ha  : 


(S  — o)f„»  ,       ,„../'o-»-S     a/SS- 


ove 


U  =  — 
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la  formula  è  esatta  per  le  fanzioni  di  grado  non  superiore 
al  settimo. 


Esercizii. 


1 


§  192,  Sui  §§  132-148. 

/x*d(c       x^      ^        ^^  i-T  ^ X 
__  =  _._  20.  + 2V2tang^_. 


2. 


J{x— 


2x 


l){x  -  2){x—d) 


dx  = 


=  —  2  log  (^—  1)  ■*•  log  (J5  —  2)  H-  2  log  (x—Z). 


3. 


h 


a^  —  2x'-*-6 


*+3a;8^.3a58_3a;_4 


dx  = 


2x 


8    ^  (a;  +  l)*  28        ^     V7 


'/ 


x^-t-a^ — X  —  : 


Ax  =  — 


132a«-4-21a;-t-4 


6a;3 


—  36  log 


a^  -»•  3a;  —  1 


10Vl31og^^ 


Vl3 


2a?  +  3  — Vl3 


r  da;  a;  ■«- 1  J_t — x-^r 

^'J   (a«-*-2a;-*-5)«"~8(a;2H-2a;-t-5)**"l6  ^°^     2 


_    ,'•  flO«  — 2  ,  1       2 


8.  f  -r- 
J  xia 


_a;3 

do; 


oc*      a? 
1 


log 


X 


x—1  • 


(a  -4-  èa;*)*     2a(a-+.6a;«)     2o« 


1   ,     a-*-lct^ 
log- 


a' 


,     f      ix  l         Oi-t-l        1- 

^    Z'*        da!  n         Ir"' 


*-a;-+- 

»»       3V3       2. 

Ve 

1 

da; 
-  X  ■*• 

2l! 

a;'       3V3' 

ìx 

2jr 
"3V3' 

dm 

=ÌV2. 

«gue. 

='°«r^- 

da; 
1  +» 

=  ~i-logi 

a; 

X 

1  -t-  a?)           2x*      a;         "l  -*-  x 
dx 1_      _1 1_.         X 


h 


a;"(l  ■*-  X) 


^n-l       („  —  2)07*- 


-(-i)"i-(-i)"l' 


-*•  a;)*      1  •+•  a;        " 

ix 1  -i-2a; 

I-i-a:)'~      x(\■^^x)'^ 

ix  /       I     ,3 
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9. 


=(- 


1 


3aj3 


_2^ 
3»' 
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da? 

OB^il  H-  Off)» 

X        / 1  -♦■ 


/ 


X 


4  log 


1-f-a? 

a; 


10. 


V     4a 


dog 
a?(l  -f-  xy 


r    àx 

J  x\\  -f.  xf 
6a;«  "*"  20jo 


5  ]  ì 51og- 


a? 


X 


=    ;r-+-  a? 


(1  -f-  a?) 


8 


—  log 


1  -^x 

X 


do? 


«(1  -4-  Xf 


13. 


=(- 


V     a;     2  /  (1  -^ 


/ 


a?)*  °     a? 


Ax 


a?''^(  l  -f-  a;)3 
9  -H  6a;  I  t^t— — tj  —  6  log 


2a7*      ic 


(1  -^  ^')' 


a? 


14. 


ja;^ 


do; 


(Ih- a?) 


3 


1 


■    \     3a;3^6a;«      3x       ^'^       ^^'"jd-k-xf 


10  log 


1-t-a; 
a? 


15 


■/ 


do; 


-=  2*"""^-  n-i  n(n-^\)...{n^r-\) 


«"(l -t- £C)"        r^^o     ^      ''      r!(«j  —  r-Hl). 

.=«-8         ^ ^  ^  w(«?-Hl)...(m-t-s— 1) 
.=-0    ^      ^'       s!(«— s+lHl-t-a:)''-'-'' 


(- 1)" 7:è — ix,/..      ,^,  log 


(m  — !)!(«  — 1)! 


X 


§  194.  Segae. 

da; 

(l+lV~ 
do; 


a; 


2-(r:;:^-*-2**"g^- 

3i» 


rr 


(1  H-  x'f      4(1  H-  (»«)«      8(1  -*-  a») 


^  tang  07. 


„    r     da'  X  Sa;  5 

J  (1  •4-0;')''°° 6(1-1- a;»)'* 24(1 -i-a;>)«*  16(1  -i-i')  ' 


6: — 


*-a!')      2    »l-i-a>i' 


Il  1      . 

_^____,a„g„. 

li 1 1.        if 

■*!!?)  ìt^        2^^1-fil' 

te  1        1 

— -sT  =  — T-3  ■*-  -  -^  tang  x. 

-h  ar)  3sr     X  ^ 

te 1  1  ,         3f 

4-i')'~2(l-Ha?)*2   °^l-i-a;'' 


da; 

1 

3i 

2  tang  a: 

^af) 

a!(l-t-a; 

)        2(1  -^  0!') 

te 

/3      o;n 

1            1, 

a' 

-Hr^)- 

U*2J(1 

-FiC')'    '   2'"8l 

-ha;»- 

h  «;>)»- 

i     a;*   8 

16a;»\       1 

8  Al -<-«;')' 

-fss 

w§§ 

U9-160. 

■ho; 

2-Vl+a;. 

a; 

,     Vl-H    - 

'      2.„gVT55 

—  1 

Vl-ha;-t-  1 

=  =  2tang  VS^^  =2coil/i=2senj/- 
l)^^■=''^^^■ 


n 


.1)V5       'V5  +  1' 
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6.^5^^= 2  V^-  2l0g  (1  +  V^). 

^;3^  =  21og(l-VS). 


a 


oc^ix 


C^^=  _ ^  ^5^  ^  g^  ^  g^  ^j  _  ^^,/3 


Vi  —0? 


/flcda;         2  </ 

../  =  -  (a?  — 2a)  vo  -♦-  x. 

\a  -«-  a?      3 

J         co  X 

2.  /V2ai»  —  01^  da?  =  ^^  V2^;i^ 

r^     do? 


•B 


a* —  a?  —  a 


0?"  -H  -r  sen 


a 


X 


6 


,    r  ^^  _  li^^4V7a;'^-H5a;-4-4  — 5a?-8 


/; 


do? 


'•/ 


■/ 


a;Va7^  -*-  2a;  —  1 
da? 


sen 


0?  — 1 

a7V2 


8 


{x  -*- 1)  Va?*  -*-  a?  -H  1 
do; 


;  =  log 


a; 


—  1  H-  2  M'x^  +  a;  •+- 1 


a;-h  1 


F=sen 


l-i-3a; 


(a?  -•-  l)Vl  -H  a?  — a?2      ^''^  (l  -+-  x)\l}S 


'■/ 


àx 1_ x\J2 

(1  •*-  x^)  vrn^  -  V2  **°^  yf^^  ■ 

1    ,_  g?V2  H-  V5^^=l 


20.    [- ^ 


)Va;' 


—  2ói  — 
Ax 2_  —  \/~ 

ix flg 

*-  hx-t-fx^  6x  = : Va-*-  o^-t-ix^-t- 
'.e — i*    n (x 

8c      J  Va  +  òa;  H-  Ci»^  ' 
d^ 2(2cx  -1-  h) 


■  bx  -i-  cxy-  *      (4ac  -  b^)\'(i  -+-  fra;  -h  cx^  ' 

ui  §§  lGI-172. 
Ax     -     .       X 


àx  .  - 

=-  —  cot  7T  . 

-cosj:  2 


da; 


a:-»- cosa;      y^ 


dj; 


/ax 
(seiias+cosa;)' 


\  2  cot ( X  - 


-f" 


;taiig 


■  cota;      2         2     °       \         4 


—  ^5  - 


9 


10. 


Ir. 


d^ _J__ V2 

•cos2a?""Y2'**°S    2 


da? 


tang  X. 


X 


cos^=V3**°^V3*''"^2- 


/t 


do; 


"•/v! 


senac-H  cosa; 
da; 


logflH-tang|j. 


cosa; 


=V2  log  tang 


X-*-  ti 


§  197.  Pongasi,  per  abbreviare,  s=sena',  c=cos^;,  /=tang.i. 
Sarà: 

1.  /  sda :  =  — e. 

2.  /  s*drc  =  —  sc/2  -H  a;/2. 

3.  /  s^da;'  =  —  s«c/3  —  2c/3. 

4.  /  s*d«;  =—  s3c/4  —  3sc/8  +  3a;/8. 

5.  /  sHx  =  —  s*c/5  —  4s2c/15  —  8c/15. 

6.  /  e  dtc  =  s. 

7.  S  scàx  =  s2/2. 

8.  /s^cda^^i'/^. 

9.  /  s"cda=s"-^'  (h  +  1). 
10.  /  c^da;  =  sc/2  +  a;/2. 
11. /sc2da=— c3/3, 

12.  /  sVda;  =  6-^c;4  —  se,  8  -♦-  a;/8. 

13.  /  6 Vd.r  =  s*c,  5  —  s^d  1 5  —  2c.  i  5. 

14.  /  c'da:  =  sc*;'3  -i-  2.s/3. 

15.  /  scMa;= -c*/4. 

16.  /62c='du;=s3c2.5  +  2s=',15. 

17.  /  c*da;-=  sc^M  -i-  3sc;8  +  3a;;8. 

18.  /  S-*  ùx  =  log  tang(J!;;2). 

19.  /  s-«  da; =  —  cs"»  ==  —  tr\ 

20.  /  s-^da;  =  ~  e  s-^j2  +  ^  /  s-'da;. 
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=  —  c^^  —  c»s-^/3. 
=  log  tang  (7t/4  -».  xl2). 

=  t  •*-  (3/3. 

x^i  (da;=— logc. 

a;=—  s-«-/c~*da5. 

dìE = — s»»-V(2n  —  1)  —  ««"-'/{2»  —  3) — 

s—  i c-^  dar. 

^i  da;  =  —  s="/(2m)  —  s»^»/(2w  —  2)  — . 

s»/2  +  |(da;. 

la!=;(r*. 

;aj=/(»da;=(— a;. 

la:=c  +  c~'. 

j;=:c-'/2. 

(B  =  sc-*/2  — k/  c->dir. 

!»=/  f^àx  =  c-'!2  H-  logc. 

r=c-3/3. 

a; =(3/3. 

'd2;=Iog(. 

da; = <r^  ■+- j"  S-' dai. 

do;  =  c-*/'2  -f-  log  (. 

dri=c-3/3-«-  (r'-(-/s~'da;. 

dar  =  —  g-i  ^.  I  c-i  da?. 

ds!!=:— 2cot2a;. 


§  198.  Segue. 

y->  àx  
—  =taiige'. 
gì  H-  e  ' 

r    diC  Vi  -i-e-— 1 

3.  /  se  e"  dac  =  €'{;»— 1). 

5.  /  i»3e'clac  =  C(!c'  — 3ir«-i-6a:  — 6). 

6.  j"  fli!seiia;d2;  = — ce cos ac -»- sen  ». 

1  -»-  a* 1 

7.  j"  a;  tang  a;  da;  =  — 5 —  tang  a>  —  ^  a?. 

8.  Se  m  ed  n  sodo  interi  non  eguali,  sì  ha  : 

/    senmxsenwxdic  — 0. 
/   cos  Biic  cos  w*  da;  =  0. 

9.  /    sen*  mxàx=  I    cos'  mxda;  =  ^ . 

§  199.  Eserciziì  varii. 

1.  Nella  catenaria  y  =  {&•*■€"') j2  ì  nameri  che  mi 
raoo  l'area  descritta  dall'ordinata,  e  l'arco  conispi 
dente  sono  egaali. 

2.  Nella  cardioide  p  =  (i(l  -t-  coscp),  l'arco  totale  Tale 

3.  La  cardioide,  rotando  attorno  al  proprio  asse  gen 


4  L'area  compresa  fra  la  cissoide  e  il  suo  asintoto  t 

tre  volte  l'area  del  cerchio  che  ha  servito  a  des( 

verU. 
6.  L'area  compresa  fra  an  arco  di  parabola  e  la  saa  coi 

è  i  2/3  del  triangolo  avente  per  lati  questa  corda  e 

tangenti  nelle  sae  estremità. 


'  ^^"^''^If^^^^^^^^^KKBXeKf^,^^-*''"* 
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20.  Il  rapporto  fra  Parco  di  parabola  terminato  alle  estre- 

mità del  parametro  (cioè  della  perpendicolare  all'asse 
nel  foco),  e  questo  parametro  stesso  vale 

I  [\^  -4-  log(l  H-  V2)]  =  1,1477935. 

21.  L'area  della  concoide  del  cerchio  (§  39, 3°)  p  =  2rcos  cp  -*-  fe, 
vale  due  volte  il  cerchio  di  raggio  r  più  una  volta  il 
cerchio  di  raggio  h. 

22.  La  lunghezza  totale  di  questa  curva  è  eguale  a  quella 
dell'ellisse  di  semiassi  2r  -*-  A  e  2r  —  fe. 


CAPO   V 


Sul  concetto  di  limite. 

§  200.  Finora  ci  siamo  serviti  della  parola  limite^  il  cui 
significato  si  suppone  noto  da  studi  precedenti;  però  è  con- 
veniente, prima  di  passare  alle  ricerche  successive,  di  ricor- 
darlo, e  ben  precisarlo. 

Sia  adunque  f{x)  una  funzione  reale  della  variabile  x^ 
definita  per  tutti  i  valori  di  x  di  un  certo  sistema  u.  Sup- 
porremo che  la  variabile  x  tenda  a  -»-  oo.  Questo  caso  è 
il  più  interessante,  e  tutti  gli  altri  si  possono  ridurre  ad 
esso  ;  poiché  se  x  tende  a  —  oo,  basta  fare  x  =  —  z,  af- 
finchè z  tenda  ad  oo  ;  e  se  ic  tende  al  limite  finito  a,  basta 

fare  a?  =  «  ±  — ,  affinchè  z  tenda  all'  oo.  Affinchè  la  a?, 

0'  ' 

variando  in  «f,  possa  tendere  all'  oo ,  bisogna  che  nella 
classe  u  esistano  numeri  comunque  grandi.  Dunque  le  ipo- 
tesi fatte  sono  : 
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hanno  la  forma  a  o  p,  ove  a  e  ^  sono  proposizioni,  o  gruppi 
di  proposizioni  contenenti  più  lettere  variabili  x,  y, ...;  e 
quella  deduzione  significa  che,  qualunque  si  siano  a?,  y, ... 
purché  soddisfino  alla  a,  allora  essi  soddisfano  alla  ^.  Ma 
alcuna  volta  in  proposizioni  secondarie,  vale  a  dire  in  in- 
cisi, che  non  costituiscono  il  teorema  o  la  definizione,  ma 
compaiono  a  formarne  l'ipotesi  o  la  tesi,  si  hanno  le  pro- 
posizioni a  e  p,  che  contengono  le  lettere  a;,  7/,  ...f,  w, ...  e 
si  vuol  affermare  che  le  a?, y, ...  sono  tali,  che,  qualunque 
si  siano  f,  2^, ...  purché  soddisfino  alla  a,  esse  soddisferanno 
alla  P;  e  per  indicare  ciò  si  scriverà  ao<,u,...  p.  Quindi, 
mentre  a  e  p  contengono  tutte  le  lettere  a?,y, ...  <,«^, ...,  la 
proposizione  ao<,«,...  p  contiene  realmente  le  a?,  y, ...,  e  solo 
formalmente  le  t,u,...:  essa  indica  una  condizione  cui  si 
sono  assoggettati  gli  enti  x,  y, ... 

§  202.  Ritornando  alla  nostra  definizione,  scriveremo 
limx,tt,oo/X^)  invece  della  frase  **  valore  limite  di  f{x), 
quando  x^  assumendo  i  valori  della  classe  u,  tende  ad  cx)  „  ; 
e  scriveremo  lima:*oo/'(a?),  e  anche  limf(a?),  quando  si  possa 
sottintendere  la  variabile  indipendente  x,  la  classe  u,  e  il 
modo  di  variare  di  x.  Allora,  supposto  che  ^eq,  si  tratta 
di  definire,  ossia  di  dare  un  significato  alla  scrittura 
ltìimx,u,^f{x),  cioè  ^  l  è  un  valore  limite  di  f(x).^ 

Nel  secondo  membro  della  definizione  compaiono  le  let- 
tere a,  h  e  X,  che  non  compaiono  nel  primo  ;  esse  compa- 
iono quindi  nel  secondo  solo  formalmente,  perché  la  pro- 
posizione che  si  enuncia  é  una  relazione  fra  i  soli  enti  Uy 
f,  l.  La  X  si  può  far  sparire  subito;  poiché  invece  di  dire 
^  esistono  valori  di  x  nella  classe  u,  maggiori  di  a,  e  tali 
che  il  valore  corrispondente  di  f(x)  differisca  in  valore 
assoluto  da  l  meno  di  ^  „ ,  si  può  dire  **  esistono  valori  di 
f{u  •-  (a  -H  Q)  )  compresi  nell'intervallo  da  l  —  fe  ad  ?  -♦-  A  „ , 
cioè  ""  f{u^{a  -h  Q))  ^[{l  —  h)''  {l  -^  h)]-^  =  Ji.  „  Con  ciò 
il  secondo  membro  della  della  definizione  diventerà; 

afq.feeQ.0a,fc./'(e*'-(aH-Q)H(Z-fe)'"(«4-A)]-  =  A; 


esistono  dei  valori  assunti  dalla  funzione  f,  quando  la  va- 
riabile assume  i  soli  valori  della  dasse  «,  che  sono  mag- 
giori di  a,  i  quali  differiscono  in  valore  assoluto  da  l 
meno  di  ìi„. 

Se  invece  nella  stessa  (1)  per  proposizione  a  si  prende 
la  a  e  q,  si  ha  : 

(3)  (e  lira /"(x)  .^.■.  aeq.Oa: 

A  e  Q .  Oh .  mod  [f{u~{a  -»-  Q))  —  iy-{h  -  Q)  ~  =  a. 

"  dire  che  l  è  un  limite  di  f{x),  vale  a  dire  che  fissata  ad 
arbitrio  la  quantità  a,  ne  avviene  che  comunque  (piccolo) 
si  prenda  h,  esistono  valori  di  f{u  -  (o  -*-  Q)  )  differenti  in 
valore  assolato  da  l  meno  di  h  „. 
La  frase 

ft  e  Q  .  Oft .  raod  [f{u~{a  -h  Q»  -  l^-ih  -  Q)  ~  =  a. 
equivale  alla 

li  mod  [f{u^{a  -4-  Q»  —  i]  =  0. 

"  il  limite  inferiore  dei  valori  assoluti  delle  differenze  fra  i 
valori  assunti  da  f{x),  quando  x  assume  i  valori  u^{a-*-  Q), 
e  la  quantità  l  è  nulla  „.  Quindi  la  definizione  (3)  diventa: 

(4)  i  e  Um  /"(ic) .  =  :  o  s  q .  o„ .  1,  mod  [f{u~{a  -t-  Q)  —  ;]  =  0. 

"  dire  che  ?  è  un  limite  di  f(x)  equivale  a  dire  che,  co- 
munque sì  fissi  la  quantità  a,  il  limite  inferiore  dei  valori 
assolati  delle  differenze  fra  i  numeri  f{u  -  (a  -+•  Q)  )  ed  / 
è  nullo  „. 

§  304.  Data  una  classe  di  numeri,  »,  si  indica  con  C» 
la  classe  formata  dai  numeri  se  tali  che  il  limite  inferiore 
dei  valori  assoluti  delle  differenze  fra  i  numeri  m  e  il  nu- 
mero X  sia  nullo  : 

(1)  xtGu.  =  .\i  mod  («  —  a!)  =  0. 

I  numeri  Cm  si  possono  dire  *  numeri  infinitamente  pros- 


0  i  numeri  deUa  minima  classe  chiusa  con- 
8i  può  leggere  la  classe  u  resa  chiitsa.  Il 
e  della  parola  chiusa.  L'orìgine  di  qnesto 
rtanti  ricerche  di  Cintor  sulle  classi  di 
im  è  faor  di  luogo  l'occuparci, 
[uesta  notazione,  la  proposizione  (4)  del 


;).=:aeq.o„.ieC/'(M"((n-Q)) 

limite  di  f{x)  equiTaìe  a  dire  che,  co- 
fissi  a,l  ò  comunque  prossimo  ai  valori 
■ii,  nella  classe  u,  assumendo  valori  mag- 
ro ancora  "  se  alla  variabile  ce  diamo  i 
Asse  M  che  sono  maggiori  d'un  numero  a, 
blori  che  costituiscono  ana  classe 

A«-(o  +  Q)); 

la  di  queste  classi  è  contenuta  nelle  pre- 
le  seguenti;  la  parte  comune  a  queste 
;hiuse,  è  appunto  la  classe  formata  coi 

;ora  a  notarsi  le  proposizioni  che  si  otten- 
ione  data  prendendone  le  negative,  e  che 
della  frase  '  l  non  è  un  valore  limite  di 
^le,  operando  sopra  i  simboU,  sì  usa  il 
I  fra  classi  per  indicare  il  nulla,  fra  pro- 
icare  Vassurdo.  Quindi  a  p  =  a  significa 
sizioni  a  e  p  sono  contraddittorie.  Se  a 
elle  lettere  x,$/,...  allora  ap=,,yA  si- 
ano valori  di  x  ed  ^  che  soddisfino  alle 
La  sua  negativa  ap~=,,yA  si  leggerà 
ralori  di  ir  ed  ^  che  soddisfano  alla  con- 

«0  p  si  può  leggere  a  -  p  =a  "  il  com- 
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denza  fra  gli  N  ed  i  q,  ovvero  funzione  che  trasforma  gli  N 
in  q.  Le  quantità  corrispondenti  ai  numeri  1,  2,  3, ...  di- 
consi  primo,  secondo^ ...  termine  della  serie. 

Per  dare  una  serie  basta  dare  la  legge  di  formazione 
dei  vari  termini.  Spesso  la  legge  di  formazione  è  sufficien- 
temente indicata  scrivendo  alcuni  primi  termini. 

Una  serie  si  rappresenta  spesso  con  una  lettera  u,  v, ... 
Se  u  è  una  serie,  i  suoi  successivi  termini  soglionsi  indi- 
care con  Ui  ti'2 ...  tin  ...  invece  che  con  u  (1),  u  (2), ...  ti  (n)... 

n 

Essendo  u  una  serie,  con  Iiu  si  indica  la  somma  dei 
suoi  primi  n  termini  : 

n 

(1)  S  ^^  =  m  -♦-  tl2  -4-  ...  -♦-  Hn. 

1 

L'indice  1  al  S  si  sopprime,  quando  non  siavi  pericolo 
d'ambiguità. 

n 

Una  serie  u  dicesi  convergente  se  limn^ooSw  è  una  quan- 
tità determinata  e  finita.  Questa  quantità  dicesi  somma 
della  serie,  e  si  indica  con 


QO  CO 


Sm,  0  ìiii,  0  Itu, 


Quindi  : 


1 


n 


(2)  S^^  =  lim_„Sw. 


La  somma  Sw  si  indica  pure   con   ui  -4-  wg  -i-  w» 
sicché 


(3)  ui  -♦-  W2  -♦-  W3  -#-...  =  llm_„  I>u. 


Quindi  la  frase  "  la  serie  u  è  convergente  „  si  può  indi- 
care con  Sweq,  ovvero  con 

wi  -f- 1^2  -h  us  -4- ...  e  q. 

§  209.  Esempi.  1.  Si  ha: 

11111111  1 


1      2      1.2'     2      3      2.3'" n      n -i- 1      w(w-+-l)* 
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di  due  Q;N  non  ha  fra  i  valori  limiti  né  lo  aero  né  Vin- 
finito,  le  due  serie  convergono  o  divergono  insieme. 

Teorema  —  Se  u  e  v  sono  serie  termini  positivi,  se  la  v 
è   convergente,  e  se  U  rapporto  d'tm  termine  al  precedente 
nella  serie  u  e  minore   del  rapporto  analogo  nella  serie  v, 
anche  la  serie  a  é  convergente: 

Infatti  si  avrà  Un^ilVnn  <  Unlvn.  Quindi  il  rapporto  dei 
^ermini  corrispondenti  nelle  serie  u  e  v  va.  diminuendo 
sempre,  e  non  ha  l'oo  fra  i  suoi  valori  limiti. 

§  212.  Teorema,  —  Se  in  una  serie  a  termini  positivi, 
il  rapporto  di  un  termine  al  precedente  tende  ad  un  limite 
minore  di  1;  ovvero,  se  non  tendendo  ad  un  limite  deter- 
minato, il  massimo  dei  suoi  valori  limiti  è  minore  di  1,  la 
serie  è  convergente, 

ueQI^ .  maxlim  {un+ilun)<  1  .o.Se^sQ. 

n=oo 

Dalle  ipotesi  risulta  che.  fissata  una  quantità  h  compresa 
fra  1  e  il  limite  di  Un+ilun,  o  fra  1  e  il  massimo  dei  limiti 
di  quel  rapporto,  esisterà  un  certo  valore  a  Ai  n  tale  che 
per  ogni  valore  di  n>a,  sarà  Un+ilun>h.  Facendo 

n  =  a,  a  -♦- 1,  a-+-  2, ... 
si  avrà: 

Wa+l  <  hUay   Ua+2,  <  hUa^ly   «*a+3  <  AWa+g,  ... 

onde 

Ua^\  <  hUa,    Ua^2  <  hhla,   Ua+3  <  hhla,  ... 
Uà  •+•  Ua+1  -*-  Ua+2  "*"  ...  "*"  Ua-rn  <  Ua{ì.  ■+■  A  -H  fe^  -+-...  -♦-  h^) 

1  — fe«  1 

a-l 

Aggiungendovi   S  e^  =  e^i  -+-  e^  4- ...  h-  Ua-i  si  ha  : 

a+n  0—1  J 


l  —  h 
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itemente  minore  d'ana  quantità  finita; 

iTgente. 

I  rapporto  d'un  termine  cU  precedente 

E  tre  poi  maggiore  di  uno,  la  serie  è 

rmini  vanno  crescendo,  e  non  tendono 


)08ta  verificata  la  condizione  del  teo- 
mare  il  resto  della  serie  troncata  ai- 
differenza  Sw  —  Sm,  0  l'errore  che  ai 
somma  della  serie  si  prenda  la  somma 
Invero  si  ha 

=  M„  +  l  •*■  Mn-rt  -*-  M„+S  -H  ... 

an  termine  al  precedente  è  <h  <], 

hUn*l,  «n+3  <  h'Uni-l,  ... 


/<an+i(l-t-fe-»-A^  +  ...) 


i  convergenza  somministrato  dal  li- 
ei più  fecondi  in  pratica. 

(  1  +  -\x.  Col  tendere  di  n  ad  infi- 
indi  se  ic  <  1,  la  serie  proposta  è  con- 
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vergente,  se  a?  >  1  la  serie  è  divergente.  Se  a?  =  1,  il  rap- 

n  - 


n 


porto  diventa 

e  la  serie  è  divergente 
Sia  la  serie 


-  =  1  4-  - ,  e  quindi  è  maggiore  di  uno, 


1   '     2  '     g  J  •••  ?    ^^ 


—  ,   e  Wn+1  = 

n  ' 


n 


V 


si  ha 


?^=_JL^a?  =  (l 


tln 


n 


1       \  T       Wn+1 

r  ic:  lim =  a?, 


e  la  serie  è  convergente  o  divergente  secondochè  x  è  mag- 

^ore  ovvero  minore  di  1.  Se  a?=l, -^=»= =■    che   è 

^  ^    Un       n  -^1 

sempre  minore  di  uno,  ma  siccome  ha  per  limite  1,  non 
esiste  una  quantità  ft  <1 ,  tale  che  -^  <  A;  in  questo  caso 

Un 

la  serie  diventa  t  ?  o  >  5  >  ^  dicesi  armonica  ;  dal  teorema 

precedente  non  si  può  pertanto  dedurre  la  sua  convergenza 
o  divergenza  ;  vedremo  che  essa  è  divergente. 
Sia  la  serie 


•  'j 


Si  ha  -^^  =  - ,  onde  lim  -^  =  0  :  perciò  la  serie  pro- 
nti       ^  Un 

posta  è  convergente  qualunque  sia  x. 
n  criterio  precedente  resta  adunque  in  difetto  se  — - 

tende  verso  il  limite  uno,  essendo  però  o  sempre,  o  qualche 
volta  minore  del  limite,  come  appunto  avviene  per  la  serie 
armonica.  In  questi  casi  occorre  ricorrere  ad  altri  criterii. 

§  216.  Teorema.  —  tSe  in  una  serie  a  termini  positivi, 
il  prodotto  min  non  ha  lo  0  fra  i  suoi  valori  limiti^  la  serie 
è  divergente. 

P.  —  Amalièi  infinUétimale,  —  18. 
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Cosi  è  divergente  la  serie  armonica 


1 


e  la  serie 


J_      J_     Jl 


poiché  il  termine   generale,  nella  prima,  è  infinitesimo  di 
ordine  1,  e  nella  seconda  d'ordine  1/2. 

§  216.  Teorema.  —  Essendo  u  una  serie  a  termini  po- 
sitivi, ed  h  una  quantità  positiva^  se  Vinfinito  non  è  un  valor 
limite  del  prodotto  w*+*  Unj  per  n''*  co,  la  serie  u  è  con- 
vergente : 

u  e  Q/N.  A  e  Q  .  00--  e  limn=oo  n^"^^  «^ .  o .  SweQ  . 

Infatti,  per  definizione  (§  206  (1)),  esisteranno  nna  quan- 
tità positiva  m,  ed  un  namero  intero  a,  in  goisa  che,  qna- 
lonque  sia  il  valore  ài  n>  a,  si  abbia  sempre  w^+*Wn  <  m. 
Si  ricava  Un  <  mln^"^^ . 

Applicando  la  formula  f{xQ  -h  A)  —  f(a?o)  =  hf\xQ  -♦-  %h) 

alla  funziona  f{x)  =  —  j—^ ,  la  quale  ha  appunto  per  de- 
rivata l/o;*^'^,  e  fatto  ìTo  =  w,  A  =  1,  si  ricava  : 

1  1  1 


hn^      h{n'^\f~{n'^ÒY^^' 
ove  0<6<1.  Leggendo  1  al  posto  di  6,  si  avrà: 

l  \  1 


e  tenendo  conto  della  (1) 


"»"<"Kef-A(«lir} 
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§  218.  I  criteri  precedenti  sono  casi  particolari  del  se- 
guente. 

Teorema.  —  Essendo  f{x)  una  funzione  positiva  sempre 

decrescente^  Mora  se  1   f(oo)àxhaunvalorefinitOjla  serie 

f  (1)  -H  f  (2)  -♦- ...  è  convergente;  e  viceversa,  se  questa  serie 
è  convergente,  guelVintegrale  ha  un  valore  finito. 
Infatti  se  X  è  compreso  fra  n  ed  9^  -f- 1  si  ha 

f{n)>f{x)>f{n-^l) 

integrando  fra  ^  ed  n  h-  1  si  avrà  : 

f{n)  >  T" V(a?)da?  >  fin  4- 1). 

Attribuendo  ad  %  i  valori  1,  2,  .„%  e  sommando,  si  avrà  : 

f\l)  H.  f{2)  +  ...  H-  fin)  > 

>/"*V(^)da^>[Al)  -^  A2)  -^  ...  H-  fin)  n-  fin  -♦- 1)]  -  f(l) 
ossia 

(1)  r^'fim^<^^nr). 

U  1  r=s=l 

(2)  1*V(*-)  <  m  +  f^^'màx. 

r==l  */  1 

Se  ora  1'  /    fix)  do?  ha  un  valore  finito,  dalla  (2)  si  ri- 
cava: 

(3)  S/tr)< /•(!)  + /    m^x, 

r=l  «y  1 

quindi  la  somma  dei  primi  n-^l  termini  della  serie  data 
non  cresce  indefinitamente,  ed  essa  è  convergente  ;  e  si  avrà: 

(4)  /Kl)  H.  A2) -H  f(3)  H- ...        <fil)^fyix)àx. 
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Infatti,  prendasi  un  numero  pari  di  termini  dalla  serie 
data^  e  sia 

Questa  somma  si  può  scrivere: 

S8n=  {Ui  —  Uz)  -H  (e^  —  W4)  -H  ...  -4-  (WjBw-i  -   U^n) 

e 

Su=^Ui  —  {U%  —  Uz)  —  ...  —  (W2ti-2  —  W2n- 1)  —  Uftn] 

dalla  prima  eguaglianza  si  ricava  che  s^  cresce  col  crescere 
di  w,  e  dalla  seconda  che  «2»  <ui,  onde  sjn  col  crescere  di 
n  tende  verso  un  limite,  e  sia  limssn  =  s. 
Prendasi  ora  un  numero  dispari  di  termini; 

Sitnn  =S2n  "♦"  ^2n+l 

siccome  limszn  =  s,  e  limt^n+i  =  0,  sarà  ancora  lim 59n+i  =  s, 
ossia  la  somma  di  un  numero  qualunque  di  termini  della 
serie  proposta  tende  ad  un  limite  fisso,  e  la  serie  è  con- 
vergente. 
Se  si  tronca  la  serie  all'^^*^^  termine  Wn,  il  resto  vale 

f n  =  +  Un+l  +  Wn+2  +  ... 

ossia 

^n  =  i  (Wfi+l  —  Uni2  •+•  UnfZ  —  ...). 

La  quantità  fra  parentesi  è  positiva,  e  <Unn  ;  quindi,  ar- 
restando la  serie  ad  un  termine  qualunque,  il  resto  è  del 
segno,  e  minore  in  valore  assoluto,  del  primo  termine  tra- 
scurato. 

Per  es.  la  seriev  — k-*-ó  — 7-»- i  cui  termini  sono 

12      3      4 

quelli  della  serie  armonica  alternati  di  segno,  ha  i  suoi  ter- 
mini decrescenti  continuamente  ed  indefinitamente  ;  quindi 

è  convergente.  Troncandola  al  termine  +  -  ,  Terrore  che  si 
commette  è  minore  in  valor  assoluto  di =•  ;  quindi  se  si 


f{x)^aa-*-  aix-*- ...  -*■  OnO't.'+'lim^^^O,  (4) 

cioè  che  f{x)  è  eguale  alla  somma  dei  primi  n-*-\  termini, 
più  una  quantità  che  tende  a  0  col  tendere  di  n  ad  co? 

La  risposta  a  qnesta  questione  generale  è  negativa.  E 
si  possono  dare  pìil  casi. 

Pnò  avvenire  che  per  ogni  valore  di  a;  la  serie  (1)  sia 
convergente,  ed  abbia  per  somma  f{cc).  Allora  si  potrà 
scrivere: 

a;  e  q .  3  .  f{x)  =  aa  -*-aiX  ■*■  a^  ■*-  ... 

Può  avvenire  che  per  qualche  valore  di  x  la  serie  (1) 
sia  convergente,  e  per  altri  divergente  ;  e  quando  è  con- 
vergente abbia  per  somma  f{x).  Allora  Io  sviluppo  in  serie 
di  f(x)  sussisterà  solo  quando  la  serie  è  convergente. 

Può  avvenire  che  la  serie  sia  conversente  per  tutti,  o 
per  qualche  valore  di  rr,  senza  avere  per  somma  fix).  Può 
avvenire  infìne  che  la  serie  sia  divergente  per  ogni  valore 
di  20  (eccettuato  x=^0,  per  cui  la  serie  si  riduce  al  primo 
termine). 

Avremo  occasione  di  incontrare  degli  esempi  di  questi 
varii  casi. 

§  222.  Se  una  funzione  f{cc)  è  tale  che  le  sue  successive 
derivate,  per  tutti  i  valori  di  x  compresi  in  un  intervallo 
sBo  ~  {xo  -h  h)  siano  sempre  minori  in  valore  assoluto  di 
una  quantità  A,  qualunque  sia  l'ordine  della  derivata,  si  avrà 

f{x, + h)=f{x,)  *  hrix,) + ^fixo) + ... 

Infatti,  si  ha 

A"-l  A.» 

f(x,  +  A)  =  Ai.)  + ...  +  (^;^/l"-"W  +  ^r<-l(%+«), 

ove  0  <  6  <  1.  Col  crescere  di  n  si  ha  lim  {h^lnì)  =  0;  il 
fattore  f*  (xo  -t-  6A)  è  per  ipotesi  minore  di  A  ;  dunque 
l'ultimo  termine  tende  a  0,  e  si  ha  la  formula  a  dimo- 
strarsi. 


,  coso;  hanno  appunto  la  pro- 
rdìne  qaalanqae  non  crescono 
sono  srilappare  in  serie  colla 
ro  =  0  ed  A  ^  a;,  ai  avranno 
Maclaorin  : 

2\-<- a?ld\ -t- ... 
l!+a^/5!— ... 

) 

x3*...+a?-i  +  ^.     (1) 

igrando  fra  0  ed  x,  sì  ricava 

no  /  il  fattore  ^ ,  pnrcliè 

■'  l  -t-  se'  "^ 

Qx  compreso  fra  0  ed  a;, 

^  ^^^  (n -H  1)(1 -*- ea;)  ' 

3sa  fra  0  ed  1.  Dì  qui  sì  ri- 
T ox  col  crescere  inde- 

0    1-I-£C 

e  zero,  e  quindi 
ì:x  <1.3. 

nesti  limiti,  la  serie  di  destra 
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Si  ha  cosi  an  primo  esempio  dello  sviluppo  di  una  fan- 
zìone/che  dà  laogo  ad  una  serie  convergente  solo  per  va- 
lori particolari  di  x. 

Facendo  x  =  l,  si  ottiene  la  serie 

log2  =  l-l-i.i-^H....  (4) 

che  è  la  serie  armonica  coi  segni  alternati;  però  essa  è 
poco  atta  al  calcolo  numerico. 

§  225.  Si  possono  ottenere  serie  più  convergenti  con  spe- 
ciali artifizi.  Nella  (3)  si  scambi  a?  in  — a?;  si  avrà: 

—  l<a?<l.o.    log(l— a?)=— 0?— -^— ■^  — -j  — ...     (5) 

e  sottraendola  dalla  (3),  i  termini  con  esponenti  pari  si  di- 
struggonOy  e  quelli  con  esponenti  impari  si  raddoppiano; 
onde: 

—  1<  a?  <  1 . 0. 

log(l-Hrt;)-log(l-a;)=log(l^)=2(a;  +  |-*-^4. ...)  (6) 

T.         .                      1-t-a?      ^-h1 
Pongasi  -z = 

^  1 — X         z 

si  ricava:  ^  =  -5 — r?  e  sarà  certamente   aj<l  se  -s^  ^ 

una  quantità  positiva.  Sostituendo  nella  (6)  si  ha: 

log(^  *  1) -log^-2(2^  -H  3^2^  +  g^2^  ^...)(7) 

e  dando  in  essa  a  z  valori  positivi  convenienti,  si  possono 
determinare  i  logaritmi  naturali  di  tutti  i  numeri. 
Facciasi  in  essa  ^  =  1^  si  ricava  : 

log2  =  2  |-g  ^  g-g3  H- g-p 4- ;^r-37 -♦- ... J 

serie  rapidamente  convergente. 


( 

*■  - 

nal 

i  d< 

342 
217 
014 
001 
XM 
300 


'  P 


idi 


127: 
1,  l 


Quindi  a  meno  d'an'anità  del  7«  ordine  decimale 

logli  =  1,0413927. 

§  227.  Nella  (1)  del  §  224  leggendo  x^  al  posto  di  x 
si  ha: 

,    ^    ^=1  — flg^H^a?*  — ogg-h...  H- flp^vn-i) q: ^  ^'"  , ; 
1  -H  a?*  ~"  ^  1  H-  re*  ' 

moltiplicando  per  do;  ed  integrando  fra  0  ed  a;  si  ottiene 


oc^     afi     co^  ,    aj2«-^    /•*  ce*»* 


: —  oc^     afi     or  ,    aj*"~*    _  /** 


x^ 


doo. 


L'ultimo  termine  vale 


ove  8  è  compreso  fra  0  ed  1.  Quindi  si  vede  che  se 

questo  termine  ha  per  limite  zero,  e 

x^     x^     x^ 


a;^<l .  0.     tanga?  =  ^—  -T'^'^~'n 

Se  a^  >  1,  la  serie  è  divergente. 

Facciasi  nella  serie  precedente  oj  =  1  ;  si  ricava 

7U_  1       1_1 

4~^      3"*'5      7*^- 

serie  da  cui  potrebbe  ottenersi  ir,  ma  di  convergenza  troppo 
lenta. 

§  228.  Si  possono  con  opportuni  artifizii  formare  delle 
serie  per  determinare  it,  assai  comode  nel  calcolo.  È  da 
notarsi  il  seguente  dovuto  a  Machin. 
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ove  u  e  V  sono  funzioni  di  x,  e  t;^"'  indica  la  derivata  n^ 
di  V. 

Integrando  per  parti,  prendendo  come  fattore  ad  inte- 
grarsi v(*»Jdfl;,  si  ha  : 

Applicando  all'integrale  del  secondo  membro  lo  stesso 
procedimento,  e  cosi  vìa,  si  ha  : 

«a  t^t;(»-i)  —  wV*-*^  +  wV»-3J  — . ..  ±  w^'^-^^v  +/u^''hAx.   (1) 
In  particolare,  posto 


n\ 


sarà 


t/ 


_     (g  —  xy-^       ,,_{a  —  xf^ 
—       m  —  nt   '  ^  ~   r<».  — 9W  '•••' 


(»-!)! 


(w  — 2)! 


sostituendo  nella  (1),  e  prendendo  l'integrale  tra  i  limiti  x^ 
ed  a,  avremo: 


{a  —0?)» 


-r(a;)(a-(r)-n^)      ^, 


»/  aro 

»!       1     »/x«  n! 


ossia 
A») 


■  /*(»o)  =  (a  -  a;o)  r(»o)  +  ^-^^f^V'K)  +  - 
(a:^^„,^^^^  +  ^/'"(a  -  a;r/T»t. )(a;)  do?.   (2) 


Questa  è  appunto  la  formula  di  Taylor,  completata  con 
un  resto  che  è  dato  sotto  la  forma  di  integrale  definito. 


'espre^ione  del  re 
xo-*-  h  onde  a  — 


■hr{<)*f, /■(!',) 


/       (xo-t-h  —  cc) 

0  ■*•  ht,  ove  t  è  la 
),  x=aco  e  per  f  : 

ij  0 

i  del  resto  è  assi 
ina  iadeterminata  < 
grange  (§  72). 
fuori  del  segno  ini 
variabile  t  ud  vai 


!  la  forma  del  res 
el  segao  /  l'intera  1 
del  resto  data  da 

mo  l'espressione  o 
le  binomiale. 
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avremo 

f{x)  =  m{l  H-  a?)"»-\ 

f'{x)  =  m{m  - 1)  (1  H-  «?)•»-• 


fi^){x)  =  m(m  —  1) ...  (w—  w  -H  1)  (1  ^.  a?)"»-»» 
quindi  la  formala  di  Mac  Laarin  dà: 

(1)  (1  +  «;)«  =  1  +  -.  a;  ^  -l__Za;t  ^  ... 

ove 

(2)  B  = 


n 


p  m(m  —  1) ...  (m  —  w)  T  (1  -  O^l  •*-  te)«-'»-'d<. 


Per  riconoscere  se  lim^„E  =  0,  comincieremo  ad  esa- 
minare in  quali  casi  la  serie,  i  cai  primi  termini  sono 
scritti  nella  formola  (1)  sia  convergente.  Il  rapporto  del 
termine  di  grado  n  -^  1  al  termine  di  grado  Uj  vale 

m — n 
n  -^  1 

il  suo  limite,  per  w  =oo,  è  —  x;  quindi  se  modo?  >  1,  la 
serie  è  divergente;  se  modrc<l,  la  serie  è  convergente; 
ed  è  dubbio  il  caso  di  ir=  ±  1. 

Quindi,  se  moda?  <  1,  il  termine  generale  della  serie  tende 
a  zero  col  crescere  di  n^  qualunque  sia  w,  cioè 

Um^,^(^-^>-^r-^-^^>a;n^O^ 

e  scambiando  m  in  m  —  1,  si  deduce  che 

lim_(!iL:iiM«Zl2L)^=0; 
^  n  ! 
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SYÌlappando  \/\  -f-  -^  coUa  formala  del  binomio,  il  che 

si  può  fare,  perchè  Ha^  in  valore  assolato  è  minore  di 
1,  moltiplicando  poi  la  serie  che  così  si  ottiene  per  a, 
si  ha  yz 

Esempio.  —  Si  ha 


_Jl    .11 11,     1-3     1  \ 

~    \        2l      2.4  4*      2.4.6  4*      "')' 

Si  può  aumentare  la  convergenza  della  serie  che  dà  V^> 
ponendo 

V2=-V»«2 

e  determinando  n  in  modo  che  la  serie  risalti  rapidamente 
convergente. 
Così,  facendo  n  =  2,  si  ha 

V2=3v8-iv9^-iyrn= 

_3f,_ll 11         1.3     1  "] 

~2L       29      2.49«      2.4.693       -J- 


Facendo  n  =  5,  si  ha 


_7r.     ij_ 1 1       1.3    1       "i 

~5L        2  49      2. 4  49«      2.4.6  49*      •"]• 

e  si  potrebbero  dare  ad  n  valori  che  aumenterebbero  an- 
cora la  convergenza  della  serie. 


g  882.  Gli  STiloppi  delle  fumìonì  e*,  seni,  cosa;,  secondo 
potenze  della  Tarìabile  se  sono  tali  che  attribaendo  ad  x 
valore  nainerico  qualunque,  la  somma  della  serie  rap- 
esenta  il  ralore  della  funzione.  Negli  sviluppi  di 

log(l  H-  x),  tkagsc,  (1  -t-  a;)" 

ha  questa  coincidenza  solo  se  a;  è  in  valore  assoluto  mi- 
re dell'unitìL 

[esamineremo  qui  lo  sviluppo  d'una  fanzìone,  tale  che 
alunque  sia  il  valore  della  variabile,  la  serie  non  rap- 
esenta  mai  il  valore  della  funzione,  perchè  quella  serie 
livergente. 
Consideriamo  il  logaritmo  integrale,  che  si  può  prendere 

ito  la  forma  /  — -  da;. 


La  funzione  a  integrarsi  diventa  infinita  di  primo  ordine 
r  x==0;  dunque  bisogna  che  l'integrale  si  prenda  entro 
liti  che  non  comprendano  lo  0.  E  poiché  la  funzione  a 
egrarsi  per  a;  ^^  co  è  infinitesima  d'ordine  infinitament* 
inde,  si  può  prendere  per  uno  dei  limiti  1'  oo  ;  quindi 


/; 


-àx 


ppresenta  nna  funzione  definita  per  tutti  i  valori  positivi 
x;  essa  tende  a  0  col  tendere  di  ce  ad  oo,  e  tende  ad  oo 
[  tendere  di  le  a  0;  ed  è  positiva  per  ogni  valore  posi- 
0  di  ce. 

Elssendo  m  un  intero  positivo  qualunque,  coU'integrazione 
r  parti  si  ha: 


<1) 


f^^= 

e-' 

-'»/ 

e— 
^+1 

ix 

aettendo  i  limiti  2:  ed  oo. 

r^'-^ 

e-' 

-•»/' 

er' 

ix 

■■^    •' 
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Se  qui  al  posto  di  m  si  legge  successivamente  1, 2, 3, ...  m^ 
si  avrà  nna  successione  di  eguaglianze  che  permettono  dì 
esprimere  il  primo  mediante  l'ultimo  degli  integrali,  e  si 
ricava  : 


/      — da;  = z-  -♦-  2!  — «-  —  3!— r-*- ... 

Moltiplico  per  a; e*,  onde  semplificare  la  scrittura,  ed  ho: 

^.xf'^^r^A        1       1      2!      3! 
xe^  I      —  da?  =  1 H  -r 5  -+- ... 

Jx       X  X         X^        Ofi 

_  (m— 1)!  ,      ,    ^  f^  e-*   , 
...  +  ^^^ — =-r-  +  wi  !  a?e*  /     — —r  da?, 

e  si  ha  così  il  primo  membro  sviluppato  in  un  polinomio 
ordinato  secondo  le  potenze  ascendenti  di  - ,  più  un  resto. 

X 

— — =-da?è 
positivo,  ed,  in  virtù  della  (1),  in  cui  al  posto  di  m  si  legga 

OT  + 1,  è  minore  di  ^ ,  ondej^  ^  da?  =  9^,  essendo 
6  compreso  fra  0  ed  1.  Sostituendo  si  ha: 

a;e'/'"£^daJ=l-i  +  2!_3_!^         {m-\)\  ^^m\ 

Quindi  effettivamente  il  resto  dopo  il  termine  di  grado 
m  —  1  in  1/05  è  infinitesimo  di  ordine  superiore  BÌVm  —  1  ; 
ossia  la  funzione  di  sinistra  si  può  sviluppare,  per  Ijx  in- 
finitesimo, e  si  ha  : 

^/»e-*,         -      1      2!      3!  .ov 

x^ /     — da?==l h— g T-f- ...  (3) 

Jg        X         x^  X        X^       X^  ^   ' 


%  al  posto  di  X  mettìi 
del  secondo  membro 


-^,  termine  generale  de 

,  benché  divergente,  è 
i  numerici,  per  valori  i 
servare  che,  come  dice 
termine  qnalanqne  ha 
aìne  che  si  trascura.  ( 
primi  100  termini  dell 
^ndo;  in  seguito  vanno 
:  si  ha  : 

i  —  0, 01 
—  da:=  J-hO,0002 
^  /  —  0, 00  00  06 

1-1-0,000000 

)n  errore  minore  d'on'i 


avvenire  che  sviluppai 
>teu2e  della  variabile  : 
;r  certi  valori  di  a:,  e  ( 
funzione  f{x).  Cosi,  si 
ma  d'ordine  infinitamen 


g-i/»»  =  0  H-  Oa;*  f  Oi 

rergente  ed  ha  per  soc 
(x)  è  sviluppabile  in 
considerano  di  x,  e  <{)(: 
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allora  la  funzione  f{x)  +  e~'/**9(^)  si  può  sviluppare  se- 
condo le  potenze  ascendenti  di  a?,  ed  il  suo  sviluppo  coin- 
cide con  quello  di  f{x)  ;  quindi,  attribuendo  ad  x  un  valore 
numerico,  la  somma  della  serie  rappresenterà  il  solo  primo 
termine  della  somma. 


Serie  a  termini  variabili. 

§  234.  Abbiasi  una  serie,  i  cui  termini  siano  funzioni  di 
una  variabile  x: 

e  supponiamo  che  essa  sia  convergente  per  i  valori  di  x  in 
un  certo  intervallo.  Si  presenta  naturale  la  questione  se  su 
essa  si  possano  eseguire  le  stesse  operazioni  che  si  fanno 
nelle  somme  ;  cioè  se  si  possa  passare  al  limite  prendendo 
i  limiti  dei  singoli  termini,  se  si  possa  derivare  e  integrare 
termine  a  termine,  ecc.  La  risposta  è  negativa  in  generale  ; 
e  possiamo  verificarlo  in  un  caso  particolare  assai  semplico. 
Si  ha,  se  0?  è  in  valor  assoluto  minore  deir  unità  : 

=  1  -♦-  OJ  -H  a^  -+-  aj8  -H  ... 


1  —  x 


Pongasi  cos^o;  al  posto  di  x.  Il  cos^^c  sarà  minore  dell'u- 
nità, per  ogni  valore  di  x  non  multiplo   di  tc;  e  si  avrà, 

se  oj/^eNu 

=  1  -#-  cos^oj  -«-  cos*a?  -•-  cos^oj  -+- ... 


sen'^a? 


e  moltiplicando  per  sen^o;,  si  avrà  : 

flp-^eNu.o.  (1) 

1  =  sen'a?  -4-  sen^o?  cos^a?  -♦-  sen*a?  cos^o?  -4-  sen^x  cos^o?  •+-... 


;  è  un  Nn,  sarà  sena; 
latto,  e  si  avrà: 
=  setfic  +  sen'a;  cos'a 
\  serie  considerata  i 
rgente;  la  somma  di] 
è  nn  multiplo  di  n, 
està  somma  è  quindi 
nella  serie  attribniam 
i  0,  tatti  i  termini  te 
le  vale  sempre  1,  ha 

na  serie  i  cni  termii 
i  somma  dei  primi  n 
B  iodichiamola  con  S 
della  serie  è  limS(a3 

ìomma  col  tendere  di 
lim    lim    S(a;, 

)mma  dei  primi  n  ter 
a  serie  proposta  è  li 

mata  coi  limiti  dei  t 

lim    lim    S{x, 

ìressioni  (1)  e  (2)  no 
cni  si  passa  al  timit 
n);  risulta  da  qnantt 
aoire  sul  valore  del  r 

la  serie 

sono  fonzioni  definite 
in  nn  certo  campo  i 
Elmo  che  la  variabile  x 
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tenda  ad  un  limite  finito  od  infinito;  i  limiti  delle  funzioni, 
ottenuti  col  far  tendere  x  al  suo  limite,  si  indicheranno 
col  segno  lim. 

Teorema.  —  Data  una  serie  a  termini  variàbili 

i  cui  termini  sono  funzioni  di  x,  definite  in  un  certo  campo  fc, 
se  i  termini  ddla  serie  sono  costantemente^  in  valore  asso- 
lutOj  minori  di  quantità  costanti  ai,  02, ..,  formanti  una  serie 
convergente,  allora  il  limite  della  somma  della  serie  sarà  la 
somma  della  serie  formata  coi  limiti  dei  termini. 

Per  serie  ai,a8,...  si  può  prendere  quella  formata  coi 
limiti  superiori  dei  valori  delle  funzioni  nel  campo  A;  ;  e  la 
proposizione  diventa: 

fhf2, ...  eq/N .  Ymoifi(k)  -^  l' moA  f»{k)  -f- ...  e  Q.  0  . 
lim  [fi{x)  -«-  f2(x)  -H  ...]  z=  lim  fi  (x)  -+-  lim  /i(a?)  -*- ... 

Infatti,  fissata  ad  arbitrio  una  quantità  positiva  h,  la  si 
scomponga  in  due  parti  h'  ed  h'\  Poiché  la  serie 

S  Ymoifrik) 

è  convergente,  il  sao  resto  dopo  n  termini,  cioè 

1°  Ymoàfr(k) 

r=n-*-l 

tende  a  zero  col  tendere  di  n  all'  00  ;  quindi  si  potrà  de- 
terminare il  numero  n  in  guisa  che 


QO 


Sl'mod /;(&)<  A'. 

n+l 

n  n 

Così  fissato  n,  si  ha  lim  S  f{x)  =  S  lim  fix),  poiché  il  li- 
mite della  somma  di  un  numero  finito  di  termini  vale  la 


■  IkURUlP'    '! 


iti  dei  teifflini.  Quindi  si  può  sapporre  la  x 
1  limite,  chela  differenza  ^f{x)  —  ^\ìmf{x) 
ssoluto  minore  dì  h".  Allora  la  difTerenza 
''{x)  si  può  bcomporre  nella  somma  dei  tre 

,  Ìf{x)—Ìììmf(x),  himf(x)~fAìmf(x). 

line  vale  S  /"(ic),  the  è  minore  di  S  Vmoàf^k) 
il  secondo  è  minore  di  h";  il  terzo  vale 
a  ogni  termine  di  quest'altima  serie  è  non 
'modfm,  quindi  anche  la  somma  di  questa 
di  S  l'moAfik),  e  quindi  di  k'.  Pertanto  la 
:)  —  S  lim  f{x)  è  minore  di  2h'  ■+■  h",  quantità 

!  piccola.  Quindi  limS/'(a;)  =  Slim/'(a;),  che 
dimostrarsi. 

-  «Si;  i  term.ni  di  una  serie  sono  fumioni 
I  varicene  x.  in  un  certo  iniervaUo,  e  se  la 
coi  massimi  vaìcri  assoluti  d;i  termini  di 
■■onvergerUe,  allora  la  somma  della  serie  pro- 
le  continua  della  vari<AÌle. 

pio.  —  Si  sa  che  limi  1  -t-  -]  =e'.  Si  svi- 
li^ «=-\        mj 

,  colla  formula   del  hinomio.   Supporremo 

soli  valori  interi  e  positivi.  Si  avrà,  fatte  le 


■ .  '  ■  ■■■^^-  . 
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In  questa  serie  x  è  fisso,  ed  m  si  fa  tendere  all'infinito. 
Ora  ì  limiti  superiori  dei  valori  assoluti  dei  termini  si  otten- 
gono leggendo  l'unità  al  posto  dei  binomii 


y     mj'  v^     W''"' 


la  serie  cosi  ottenuta  è  convergente  ;  quindi,  passando  al  li- 
mite, si  ha: 

come  si  era  già  trovato  colla  formula  di  Mac  Lauria 

§  288.  Teorema.  —  Data  una  serie  a  termini  variàbili 
fi(x)  -h  f%{x)  -«- ...,  convergente  pei  valori  di  ce  in  un  certo 
intervallo^  i  cui  termini  abbiano  derivate,  se  i  termini  della 
serie  formata  colle  derivate,  cioè  fi{x)  -t-  /2'(a?)  -♦• ...  sono 
rispettivamente  in  valore  assoluto  minori  della  serie  a  ter- 
mini costanti  ai  -H  «2  -fr-  ...>  allora  la  serie  proposta  si  può 
derivare  termine  a  termine,  e  si  ottiene: 

A  [f,(00)  H-  f,{x)  H.  ...]  =  A'(^)  -*-  /i'W  -^  ... 

Infatti,  ponendo 

F{x)  =  t\{^)  +  f,{x) ... 
si  avrà 

F{x  -^  fe)  =  fi{x  -♦-  h)  +  ft(x  -+-  fe)  +  ... 
onde 

F(x^ìi)-F(x)  _fi(x^h)-fi(x)     /K^H-feWKo?) 


h  h  h 


...  (1) 


I  vari  termini  di  questa  serie  si  possono  anche  mettere 
sotto  la  forma  fi{x'^Qih),  /«'(^ -+- Sjfe), ...  ove  81,02  sono 
quantità  comprese  fra  O.ed  1;  quindi  i  vari  termini  della 
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Talore  assolato  minoi 
jonvergente.  Perciò  n 
endo  i  limiti  dei  sin^ 
mostrarsi. 

ma.  —  Se  nella  serie 
mi  di  X  integrabili  iì 
1  coi  limiti  superiori 
rgerUe,  dlora  la  seri 

-,  e  si  ha: 

x)-^...]dx=Jj\(c 

erie  dopo  n  termini, 
:n(a:)=/;.,(a;)-H/;. 


i  ha: 


id  arbitrio  una  qaanf 
e  n  così  grande  che 

n{n'-'ò)-+-l'modA+g 
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a  fortiori  sarà  Iin(oci)  in  valore  assolato  <  h  ;  onde 

Bn{x)àXj   e  /    Rn(oo)àx 

a  nJ  a 

saranno  pure  in  valor  assoluto  minori  di   A(6  —  a).    Sot- 

F{x)  ^00—  I    F{x)  do?  <  2h  lb—a)y 

quantità  comunque  piccola;  perciò  gli  integrali  superiore 
ed  inferiore  di  JF(a?)da?  coincidono,  ossia  la  funzione  F(a;)  è 
integrabile  in  a "^ 6;  e  in  conseguenza  lo  sarà  pure  la  JKn(a?). 
Siccome  poi  il  resto  nelle  serie  (1)  e  (2),  minore  di  7i(6— a), 
tende  a  zero  col  tendere  di  n  ad  oo?  sarà 

/  1^(0?)  da?  =  f  fi(a;)da7-H  f  /i(a?)  do? -+- .. . 

§  240.  Esempi  —  1.  Vogliasi 


/. 


"^en^doj. 


X 

Sviluppando  in  serie  seno?  e  dividendo  per  a?,  si  ha  la  serie 

sena; - cfi      c^ c^ 

X    ""        3!"*"5l~7! '^•••' 

che  è  convergente  per  ogni  valore  (finito)  di  a?;  inoltre  è 
pure  convergente  la  serie  formata  coi  massimi  valori  asso- 
luti dei  termini  mentre  x  varia  nell'intervallo  (O'^a),  cioè 

/jS  QjjLi  ^6 

la  serie  l-f-oj-*-^-4-=j-4-  ...,  quindi,  applicando  il  teo- 
rema precedente,  si  avrà  : 

7 "^^^  seno;,  /^*,  r"^  X^  :ì  C^^  ;i 


...  =  a 


a?  a^ 


3.3!      5.5! 
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0  procedimento  sì  ha 

l'  V 


-àsv^ìogh- 


2.2!      4.4! 


,  0^  a* 

-  log  «•  +  2727-4:41 - 


f'e-x^^ 


•ix. 


=*■"' **^-"t:2*  17273  ■ 


.  può  integrare  termine  a  termine,  onde 

JT  "^  «n  "^  1 . 2(n  -t-  2)  "^  1.2.3{w  h-3)  "**■" 
/    a-^da;.  Sì  ha 

■*- "^  l«g  ^  *  ^T2     ■*■  ^72^  •*• -■ 

;logiB,  nell'intervallo  da  0  ad  1  è  compresa 
lercio  è  in  valore  assolato  minore  dell'anità; 

della  serie  proposta  sono  minori  dei  ter- 
)po  in  serie  di  e";  onde  la  serie  proposta 

termine  a  termine. 
Icolare  l'integrale  proposto  basta  esegaire 

li  del  tipo  /     «'"log^aidir.  Ma  si  ha,  dalla 

J  0 
parti, 

= rlogPir —■  /  iK^logP-^xda:, 
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^  quindi 


Applicando  più  volte  questa  formala,  ci  ridurremo  infine 

r^  1 

a  /   flg«da;=     ^^,  e  quindi 


Sostitaendo  sì  ha 


n       n*     «'     «♦ 


J^i»^da;_l  -   2«-^  33      4* -^56      - 

§  241.  Si  è  visto  (§  130,  2")  che  la  lunghezza  dell'iotera 
ellisse  di  semiassi  a  e  Z>  è  data  da 

Noi  svilupperemo  in  serie  questo  integrale. 

Supposto  a>ft,  pongasi  nell'espressione  di  E=E(a^b) 

invece  di  cos'f  il  suo  valore  1  —  sen^f ,  e  facciasi  — ^^—  =  e^, 

'  or  ' 

sicché  il  numero  e  è  l'eccentricità  dell'ellisse.  Si  avrà 

IS^éaf''   Vi  — ^sen«fdi; 

sviluppando  il  radicale  colla  formula  del  binomio,  si  ha 

Vi  —  e^senH  =  (1  —  c«sen«0^/'  = 

2  2.4  2.4.6  2.4.6.8 

e  la  formula  è  valida  qualunque  sia  f,  perchè  essendo  e^  <  1, 


l,  sarà  pare  e*seii*(  <  1.  laoltre  è  pure  conver- 
}rìe  formata  coi  massimi  valori  assolati  dei  ter- 


)licaDdo  l'altimo  teorema,  si  arra  : 

do  agli  ÌDlegrali  del  secondo  membro  i   loro 

'integrale  E{a,  h)  si  può  pure  calcolare  con  for- 
iprossimazione,  alcune  volte  più  convenienti  in 
lo  sviluppo  in  serie. 
i  quantità  Vo*cos"(  -•-  i'sen**  si  può  scrivere 

Va*  — {o'  — J')sen»i, 

Vè^-t- («''  —  &')  cos«(. 

he  essa  è  minore  di  a  e  maggiore  di  h  : 

h  <  Vfl'cos*(-«-t*sen»(  <  a 

itaendo  nell'espressione  (1)  di  E  ricava 

2nJ<£<2Tta;  (1) 

noia  ci  dice  che  la  lunghezza  dell'ellisse  è  mag- 
circonferenza  di  raggio  il  semiasse  minore  h,  e 


/^ 
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minore  della  circonferenza  di  raggio  il  semiasse  maggiore  a, 
cosa  del  resto  evidente. 

Quindi  si  avrà  an  valore  approssimato  di  E  prendendo 
la  semisomma  dei  valori  precedenti,  cioè 

n  (a  -+-  6)  ; 

ma  questo  valore  è  più  piccolo  del  vero.  Infatti,  si  ha 

V^^cos^t  +  6^sen*i  =  acos^f  -♦-  ftsetff  -4- 

.  2 sen^fcos^f 

acos^f  -4-  6sen*f  -4-  Va*coi^i -f-fe^setff  ' 

e  sostituendo  in  (1),  ed  eseguiti  i  calcoli  indicati,  si  ha 

_7\8  f"^^ sen^^cos^^df 

"*"    ^^'       Vo     acos^f  -4-  6  sen^f  -4-  Va*cos«  t  -h  fe^sen»  t' ^  ^ 

e  siccome  il  secondo  termine  è  positivo,  si  conchiude 

E>Tz{a'^h).  (3) 

Si  possono  trovare  dei  limiti  entro  cui  è  compreso  l'in- 
tegrale di  destra;  invero  si  ha 

6  <  acos*f  H-  6sen«f  <  a, 

6  <  V«*  cos^f  -*-  6«setff  <  a, 
quindi 

1  1  2 


26      a  cos*  ^  -h  6  sen*  t  -h  Va*  cos*  <  -h  6*  sen*f     2a 

si  moltiplichi  per  sen^fcos^fdf,  e  si  integri  tra  0  8^/2.  Os- 
servando che 

/      sen^f  cos^f  di=T2  , 
J  Q  16  ' 


aco8*(  -t-buen't  h-  \a'c(^H  ■*-  b^senH     32 o 
endo  nell'espressione  (2)  di  S: 

Kgio  del  cerchio  la  cui  circonferenza  è  ^aale 
El2it,  risalta  compreso  tra 

■b     (g  —  h)^  a-*-b     (a     6)' 

*     16a     '     **         2     *     16& 

er  es.,  sì  fa  a  ^  41,  &  =  40,  si  trova,  applicando 
ile,  che  il  raggio  del  cerchio  la  cni  circonfe- 
ile  all'ellisse  di  semiassi  41  e  40  è  compreso  tra 

40,50152        e        40,50156, 

determinato  con  quattro  cifre  decimali  esatte, 
malogo  si  possono  trovare  infinite  altre  espres- 
nprendono  il  valore  di  E.  Cosi  se  nella  (3)  in- 
;o8*(  -t-6*sen'(  si  pone  acos*f  +  6seQ%  che  ne 
deduce 

I       n/        j.\. /"■'*  sen'icos'fdi 
,a-t-b)-+-  2(ffl  —  6)*  /      j- — 7 TI , 

dando  questo  integrale, 


nche  scrivere 
JE;<.t(<i  +  S)+|(V«-V»>' 


(5) 
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E 

Citeremo  ancora  i  seguenti  risultati.  Sia  ^  =  o~'  ^^^^ 

sia  r  il  rag^o  del  cerchio  di  lunghezza  eguale   a  quella 

dell'ellisse;  supporremo  sempre  a>b.  Allora  : 

,^         ,     .  .        ,.  a-#-6    .      .  ,.2a-»-6 

1*.  f,  che  è  maggiore  di — ^,  e  minore  di — 5 — . 

2«.  r<\/^±^.  (Joh.  BemouUi). 

3^  Applicando  la  formula  di  Simpson  si  ha  per  appros- 
simazione 

4- »•>— n Ht;  (a-4-&)  — ^^y ,      ,,,  coii  er- 

rore  minore  di  g^^gg  '-^ . 


Prodotti  infinitù 

§  243.  Abbiasi  ancora  una  successione  di  infinite  quan- 
tità u\,  ti2,  uz, ...,  e  si  faccia  il  prodotto  delle  prime  /i,  che 


n 


si  indica  con  Uu.  Possiamo  studiare  il  limite  di  questo  pro- 

1 

dotto  per  n  =  00.  Anzitutto  il  segno  del  prodotto  è  subito 
determinato  dai  segni  dei  fattori  ;  basterà  quindi  occuparci 
dei  prodotti  di  fattori  positivi. 

Se  adunque  t^eQ/N,  cioè  se  w  è  una  successione  di  in- 
finite quantità  positive,  si  dirà  che  il  prodotto  infinito 
delle  u  è  convergente  verso  un  limite  non  ntdlo^  0  sempli- 

n 

cemente  convergente^  se  lim  IL  ut  Q.  Questo  limite  si  dice  il 

tl=00      1 

00 

valore  del  prodotto  infinito,  e  si  indica  con  Ile^,  0  con 

UiUtUz  ... 


log  n  u = s  log 

[izione  necessaria  e  sai 
sia  convergente  verso 
)gtti  •*•  log«g-i-...  sia 

kQ/N.3:  flweQ.—  ! 


IlasQ,  o.lini«n=l. 

adotto  convenjente,  il  f 
endere  di  n  a  Co. 
le  ipotesi  fatte,  la  se 
mte,  onde  liinIogMn  = 
ia  proposizione  si  può 
generale  tt„  non  tendi 
convergente.  Se  Iìdimb 

,  sarà  fij^  =  0. 
1 

ragione  alcuna  volta  i 

sotto  la  forma  1  ■*•  vn 

■  Vi)  (1  -t-  fi) ...  Condizi 

ìrgente  è  limvn==0. 

[  prodotto  infinito  pos 

}  tatti  ntinorì,  o  in  pa 

re  parole,  i  termini  vi, 

a  negativi.  Noi  esamii 

vi-t-  Wt-H  ...  eQ.o.  (1 

la  serie  a  termini  pos^ 
-i-vi)  (1  -t-vg)...  è  con 
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Sapposta  la  serie  convergente,  essendo,  per  v  positivo, 
€^  >  1  -*-  V,  sarà 


(1  -♦•  Vi)  (1  -*-  vt) ...  < e^i &% ... e^^n  z=  e«^i+«^«+"+»n < e*^  . 


00 


n 


Perciò  il  prodotto  n  (1  -♦-  v),  che  col  crescere  di  n  cresce 

continuamente,  perchè  gli  si  aggiungono  nuovi  fattori  mag- 
giori di  1,  non  cresce  indefinitamente,  e  quindi  tende  ad 
un  limite. 

in.     t;eQ/N.  Vx^v^-^  ...  =  00.o.  (1  -4-  v\)  (1  -h  t;e)...=cr). 

cioè  se  la  serie  delle  v  è  divergente,  anche  il  prodotto  infi^ 
nito  è  divergente. 
Invero  si  ha 

(1  -H  t;i)  (1  H-  V2) ...  (1  -►•  t;n)  =  1  -^  t;i  H- 1;2  H-  ...  -^Vn-^ 

H-  termini  positivi,  che  sono  i  prodotti  a  due  a  due,  a  tre  a 
tre,...  delle  v;  onde 

n  (1  -h  t;)  >  1  H-  Sv. 
1  1 

00 
Quindi,  se  la  serie  è  divergente ,  sarà  S  t;  =  00,  e  in 

00 
conseguenza  II  (1  -h  t;)  =  00,  ossia  il  prodotto  infinito  è  pure 

divergente. 

IV.  t;e(0"l)/N.  2i;neQ.o.  È{l  —  Vn)tQ. 

1  1 

Se  V  è  una  successione  di  infinite  quantità  positive  mi- 
nori di  1,  e  se  la  serie  delle  v  è  convergente,  anche  il  pro- 
dotto (1  —  Vi)  {1  —Vt).,.  è  convergente  verso  un  limite  non 
ntdlo. 

V.  t;e(0""l)/N.  S  Vn  =  00. 0.  ft  (1  —  Vn)  =  0. 


-  3ia  — 
la  serie  delle  v  è  divergente,  U  prodotto  infinitt^ 
■e  0. 
prenda  il  reciproco  di  ogni  fattore  1 — x;  si 


1  ,  ' 


5(1-..)    '^     '-'■' 


serie  delle  v  è  convergente,  il  termine  «»  tende 

1 

re  ^ . 

1— «» 


-  V! 


tende  all'unità;  quindi  anche  la  serie 
-*- ...  sarà  convergente  ;  onde  (II)  saràpnre 
il  prodotto  infinito  f  1  •*■  v_^    )  (  ^  "**  \  ^    )  ■•■' 
he  il  sno  reciproco  II  (1  —  v). 
se  la  serie  delle  v  è  divergente,  a  fortiori 

inte  la  serie  S  ; — - — ,  i  cui  termini  sono  più 

i  —  t'n  "^ 

di  (III)  Sf  1 -»-rj— f— |^oo,e  ilsuoreciproc» 
=  0. 

idotto  infinito  alcuni  fattori  sono  maggiori  del- 
ilcuni  miuori,  si  esamini  se  tanto  il  prodotto 
e  quello  dei  secondi  sia  finito;  allora  avverrà 
^1  prodotto  di  tutti  i  fattori.  Questa  condizione 
[ente,  ma  non  necessaria. 

ìmpi.  —  1.  Il  prodotto  infinito 

(l  -•- iK«) (1 -H ic^) (1  -*-x*)...  =  Ù{l-har) 

e,  se  a;*  >  1,  poiché  tale  è  la  serie  as,  a^,  afi, ... 
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2.  Il  prodotto  infinito 

(1  -Ha;)  (l^ix^)  (1  -f-  a;^)  (1  -H  afi)  ...=5(1  ^  a?«*^) 

è  convergente  per  a?*  <  1,  per  la  stessa  ragione.  Il  prodotta 
dei  primi  n  fattori  vale 

1  -H  a?  -H  a?«  4- ...  -f-  a^^'^^-K 

» 

e  facendo  tendere  n  ad  cxd,  qnesta  somma  diventa 

1  —  a?' 
onde 

3.  Se  a  e  6  sono  quantità  qualunque,  purché  non  intere 
e  negative,  se  a  >  &,  si  ha 

lim  g(^-^  l)(a-»-2)...  (g-H/^) _ 
n=«  6  (6  -H  1)  (6  -H  2)...  {b^n)~  ^' 

Infatti  la  frazione  che  si  considera  si  può  ridurre  alla 
forma 

ora  la  serie  a  termini  positivi — r h  t r  -h  ...  è  di- 
vergente, poiché  il  suo  termine  generale  è  infinitesimo  di 
primo  ordine;  dunque  quel  prodotto  infinito  ha  per  valore 
00.  Si  é  escluso  il  caso  in  cui  a  o  &  sia  negativo  e  intero^ 
affinché  nessuno  dei  fattori  al  numeratore  e  al  denomina- 
tore si  annulli. 

4.  Nelle  stesse  ipotesi,  ma  se  a  <  &,  sarà  : 

lim  aja-^lHa-^  2) ...  (a  -h  n)  __  ^ 
n=oo  6(6-*-l)(6-4-2)...(6-Hn)  ~ 


tra  analogamente;  orrero  ci  rìdacìamo  al  caso 
prendendone  i  recìproci. 

pplicheremo  il  risaltato  ora  ottenato  alla  for- 
[>inomio,  che  dà  lo  srilappo  di   (1  -t-x)",  per 
ISO  non  ancora  trattato. 
1,  la  serie  diventa 

.   m(m—l)  .  w(wt— l)(m— 2)  . 
m  + ^ -H ^ +  ... 

nnine  generale^  cambiando  di  segno  tatti  i  fat- 
meratore,  diventa: 


(—m)il'-m)(2  —  m)...(n—l—m) 


1.2. 


(1) 


le  daU'nltimo  esempio  trattato,  facendo  a=~m, 
ionchinde  che  se  —  m  >  1,  ossìa  m  <  —  1,  il  ter- 
ale  tende  all'infinito,  e  la  serie  hìnomìale  è  dì- 
le  m  =  —  ì,  il  termine  generale  vale  + 1,  e  la 
ora  divergente. 

—  1,  il  termine  generale  (1)  tende  a  0.  La  espres- 
esto  (§  230,  <2))  diventa 

ito  n  >  «i  —  1,  cosa  che  si  paò  sapporre  perchè  n 
finitamente,  il  fattore  (1  -•-  f)""""^  è  minore  del- 

indi  l'integrale  è  <  /    (1  — 0"di=— ^-j;  onde 


n  w(m  —  1) ...  (m  —  M  -t-l)  (ffl  —  n) 


mpreso  fra  0  ed  1  ;  quindi  l'errore  è  minore  del 
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primo  termine  che  si  trascara;  ma  questo  termine  tende 
a  0;  quindi  anche  jB»  tende  a  0.  Perciò: 

w  >  —  1 . 0. 

Facciasi  nella  formala  del  binomio  a;  =  —  1  ;  la  serie 
diventa 

- m      m{m  —  1) m{m —  1)  {m  —  2) 

1  "^      1.2  1.2.3  ^' 

e  se  indichiamo  con  Sn  la  somma  dei  primi  n  termini  della 
serie,  si  ha: 

Q  —      ^  —  ^  I  m(w  — l)_(w  — l)(m  — 2) 
^»""  1      "^      1.2      ""  1.2 

^  _  (m  —  1)  (w  —  2)      m(m  —  1)  (m  —  2)  _      (m  —  l)(w  —  2)(w— 3) 


o  _ ,_  4 w  (w— l)On— 2) ,..  (m— n+2)  ,  /_-,v^+,  m(m--l)...(w— n+2) 
"""^     ^^  (n— 2)!  "^"^    *'  (n-l)l 

— r—  nn+i  (W"-l)(w-2) ...  im—n+ì) 
""^     ^^  1.2...(«— 1) 

che  si  può  scrivere  : 

o  (1  —  m)  (2  —  m) ...  (n  —  1  —  m) 

'*"  1.2...  (?^  — 1) 

e  per  ciò  che  si  è  dimostrato,  lim5^n  =  0  se  1 — m  <  1^ 
ossia  m>Oy  quindi 

m^n  0-0—1      w  ,  m{m  —  l)     fn{m—l){m—2) 
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e  se  m  <  0,  >S»  col  crescere  di  h  cresce  indefinita- 
e  la  serie  è  divergente;  d'altra  parte  il  binomio 
"  si  ridnce  a  0"  =  oo,  se  w  è  negativo.  Per  w  =  0 
si  riduce  al  sao  primo  termine  1  ;  e  il  primo  membro 
la  forma  (>>,  priva  di  significato.  Conchindendo  di- 
le  la  formula  del  binomio  vale:  1*)  qaando  l'espo- 
intero  e  positivo,  qaalanqae  sia  x;  2°)  quando  x 
[ore  assolato  minore  di  1,  qualunque  sia  m;  3")  per 
»  m  >  —  1  ;  4°)  per  a;  =  —  1,  se  w»  >  0;  e  non  vale 
in  altro  caso. 

';  Dalle  formule  del  §  165  possiamo  dedurre  una 
one  di  n  sotto  forma  dì  prodotto  infinito.  Invero, 

,  per  0  compreso  fra  0  e  ^, 
0<sencc^l, 

sen*"-*-'»  <  sen'"a:^  sen*^'  x 
Beii^''*^xàx<  /      sen^" so Scc <  /      sen*"~'a;da:, 

t/ 0  t/o 

lendo  agli  integrali  i  loro  valori,  e  permutando 
dei  fattori 

2  4  6      2n  — 2       2» 
3'5'7"'2»-r2»-*-l*^ 

«  1  3  5      2«-3  2w  —  1      2  4      2h  — 2 
2'2"4'6'  ■     2n     '     2»  3'5"2n— 1' 


ì   2  4  4  6  6      2n  — 2       2»  2n 

t'3'35*5"7"2n— l'2w—  l^w+l"^ 

ic      2  2  4      2«  — 2       2n 
^2^1'3'3"2n  — r2B— 1' 


n,— ■ 
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da  cnì  si  dedace 

n_2  2  4      2/1  —  2       2n      2n^9 
2~l*3'3'"2n  — l'2w  — r2wH-l' 

ove  6  è  una  quantità  compresa  fra  0  ed  1. 

Facciasi,  in  questa  formula,  crescere  indefinitamente  n; 

2fi  -4"  6  ic 

l'ultimo  fattore  r r  tende  verso  l'unità;  onde  s  è  eguale 

al  limite  degli  altri  fattori,  ossia 

ic     2  2  4  4 
2      13  3  5 

Questa  formula  è  dovuta  a  Wallis. 


Esercizil. 

§247. 

1.  Se  f{x)^  col  tendere  di  a;  ad  oo,  tende  a  0,  si  ha: 

f  (1) =[Ai)  -f{2)]  -^  im  -  fm  -^  [r(3)  -  rm  ^ ... 

2.  Se  la  serie  a  termini  positivi  e*i  ■+- 1^  -f-  ««a  -♦- ... ,  è  con- 
vergente, lo  saranno  pure  le  serie 

a)  senui  -*-  senw2  -4-  ... 

h)  tanghi]  -f-  tange^  -t- ... 

e)  log  (1  -4-  efi)  -*-  log  (1  -H  w«). 


d) 


e) 


1  -4-  Wl        1  -h  W» 


1  —  Ui         1  —  «(« 
/^  Wi*  4- «l«« -4-  ... 


o*a**  '  0  +  24*  ■■• 

è  divergenta 

.  Le  Bene 

1  ^ 

1,1, 

a'* 

(o  +  4)«  '  (0+2J)'*- 

1  ^ 

1,1, 

55* 

(a +  6)'      (a-i-2>)>       •■ 

sono  coDvergenti  (b  <  0). 

.  La  serie  il  cai 

termine  generale  è 

on*  -t-  ft»  -t-  e 

è  convergente 

aio. 

.  La  serie  il  cai 

termine  generale  è 

"•-"'8™S  +  » 

è  convergente. 

3—1^1 

1 

1  /,     1    1  n 

oi\.        2      3  mj 


l.m     2(nt.»-l)  «(»[•*- M) 

1 


■  ir^' 


'     ,  =  1  -1-  2a;  +  3i'  -1- ., 


•"«;*'' *?M 
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2 

(1  —  xy 

—  13  5  35 

12.  sena;=  a; -H  gtr»  * -0,5  ^  _^7  ^  __  «^ 

13.  Se  a:^>l  si  ha: 

"^  a;  —  1        U     3(»3     5aj5  ^  ""  /• 

14.  i  =  1  —  i  +  i;  — ...  =  0, 367879441 2. 
e       2!      3!      4! 

15.  cos  1  =  1  —  :J;  -t-  i— ...  =  0, 5403023059. 

2!      4! 

16.  sen  1  =  1  —  ^  -f.  ^,  -  ...  =  0, 8414709848. 

dio! 

,_    /^cosa?,  fi      2!  .  4!  \ 


/l       3!      4!         \ 
cos  a?  -i  —  — i  ■+-  -fi  —  — 


Le  serie  del  secondo  membro^  sempre  divergenti,  si  trat- 
tano come  al  §  232. 
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ANALISI  INFINITESIMALE 


IVai^erl    complessi. 

§  248.  Finora  si  sono  eBsenzialmente  stadiate  le  fun 
di  una  variabile  indipendente.  Ora  passeremo  allo  si 
dei  sistemi  di  funzioni  di  più  variabili  indipendenti;  < 
mincieremo  a  stabilire  alcune  convenzioni,  che  ci  sar 
atiti  in  seguito. 

Il  complesso  di  n  numeri  reali  xi,  tcs,  ...ccJi,  dicesi  a 
numero  complesso  d'ordine  n,  e  per  abbreviazione,  qn 
numero  complesso  si  indica  anche  con  una  lettera  sola; 
indicare  che  a;  è  il  complesso  dei  numeri  xi  Xt ...  Xn  si  si 

X  =  {Xl,    0J2,...ÌCfl). 

I  numeri  xi  «jg ...  Xn  dlconsi  anche  gli  elementi,  o  le 
dinaie,  del  complesso  x. 

Due  complessi  x  =  (a:i,  Xs, ...  x„),  e  j/  =  O/i,  pt, ...  ^n)  di 
eguali  se  hanno  i  loro  elementi  rispettivamente  egaal 
x  =  y.    =.    fl;i=yi.    078  =  ^8    x„  =  ijn. 

Dicesi  somma  di  due  complessi  il  complesso  che  hi 
elementi  le  somme  df  jli  elementi  dei  complessi  dati: 

{Xì,  Xi, ...  x„)  •*■  (1/1, ps, ...  yn)  =  {xi  -H yi,  ccj  -*-  yt,...,x^  •*■  y 

V.  —  AmlM  ÌHlli,iuiÌHiatt.  —  VOU  il.  -  1. 


alogamente  si  defiaisce  la  differenza  : 

■!,...CC„)  —  (l/i,yi,...pn)={Xi—pi,Xi  —  1fs,...0On  —  yn){S). 

r  prodotto  di  un  namero  reale  a  per  nn  complesso  x 
nde  il  complesso  i  cui  elementi  sodo  gli  elementi  dì  x 
plicati  per  a: 

a{xi,  xt ...  a-„)  =  {axi,  axs, ...  aa-„).  (4) 

&  i  complessi  si  ha  a  considerare  quello  in  cui  tatti 
[eraenti  sono  nulli,  e  che  sì  indicherà,  con  0  : 

0=(0,0,...0).  (5) 

nendo 

(1,  0,  0, ...  0),  ti  ^  (0, 1,  0, ...  0), ...  t„  =  (0,  0, ...  0,  1), 

durra  l'espressione  d'an  complesso  qualunque  mediante 
e  coordinate: 

{Xi,  xs, ...  x„}  =  xiii-t-  Xi  ti  -t-  ...  -H  a;, ù.  (6) 

!49.  Queste  convenzioni  sono  affatto  semplici  e  natu- 
e  le  operazioni  ora  definite  sui  q»  godono  delle  pre- 
i  delle  operazioni  analoghe  sui  q.  Così  sussistono  le 
:ietà  : 

'/,zeqn.a,le  q.o; 
c-^jf  8  q" 

>-*-y)-f.?  =  a--i-(y-t-^)  =a'H-y-f-2 
e  —  a;  ^  0 

IX  t  q, 

i{x-t-i/)  ^=  nx-*-nij 
[n-t-ljx^ax-i-lx 
l(fcDP)  =  {(il)x. 

seguito  sì  presenta  naturale  la  questione  di  definire  il 
)tto  di  due  0  pìil  numeri  complessi;  ma  questa  que- 


stìone  è  difficile,  e  noi  non  la  tratteremo.  Basti  il  dire  che 
ì  diversi  Aatori,  partendo  da  convenienti  ponti  di  vista,  eb- 
bero a  considerare  differenti  specie  di  moltiplicazione.  Esse 
hanno  tntte  di  comune  la  proprietà  dìstrìbativa  rispetto  al- 
l'addizione, espressa  dalle  formale 

{x  -t-y)/=07j-i-yir. 
x(ì/  -^  z)'=xy  •*■  xs. 

Quindi,  se  i  complessi  sono  espressi  mediante  le  coordinate 

X  =  X\  .'l  -H  Xt  i'a  ■*-  ...-^  x„  in, 

eseguendo  il  prodotto,  si  avranno  piiì  termini  della  forma 
Xr y,  uì,\  e  la  questione  è  ridotta  a  definire  i  varii  pro- 
dotti ir  il  ;  ed  è  in  questa  definizione  che  variano  gli  Autori. 
Ad  esempio  si  può  chiamare  prodotto  di  n  numeri  com- 
plessi di  ordine  n  il  determinante  formato  cogli  elementi 
di  quei  complessi;  la  proprietà  distributiva 

{x  ■*-  y)zt  ...ìt^  XZÌ...U  -^  y zt  ...u 

esprime  una  nota  proprietà  dei  determinanti. 

%  250.  Per  modulo  d'un  complesso  x,  e,  per  abbreviazione, 
modo;,  0  mx,  s'intende  la  radice  quadrata  della  somma  dei 
quadrati  degli  elementi  di  x  : 


mod  (ari,  xt, ...  Xn)  =  \xi*  ■+■  xt*  -*• ...  ■+■  x„'         (1) 

Il  modulo  è  una  quantità  positiva,  e  si  annulla  solo  col- 
l'annnllarsi  del  complesso. 

Il  modulo  della  somma  non  è  maggiore  della  somma  dei 
moduli  : 

iC.J/eqB.  0.  m (a;  •+- y)  <  mae -t- my.  (2) 

Invero  si  sa  dall'algebra  che 

(Xi^  -*•  x,*  -*• ...  -i-  a-„*)  (yi«  ■*-  ysi  -t-  ...  -I-  y„')  > 

>  {Xlpi  -4-  Xil/i  -H  ...  ■+■  Xny»Y. 


^T 


_  4  _ 

Estraendo  le  radici  quadrate: 

modo;  mody  >  x\yi  -h  xty^  -h  ...  -♦-  Xni/n. 
Moltiplico  per  2  ed  aggiungo 

avrò 

ed  estraendo  le  radici  quadrate  si  ha  la  formula  a  dimo- 
strarsi. 
È  poi  evidente  che 

aeq.  a^eq».  o  .  mod(aa;)  =  (moda)  (moda;). 

§  261.  Un  numero  complesso  d'ordine  n  serve  a  deter- 
minare un  ente  che  dipenda  da  n  coordinate.  Cosi  la  posi- 
zione d'un  punto  nello  spazio  è  determinata  dal  sistema  di 
tre  coordinate,  ossia  da  un  qs.  Supposti  gli  assi  di  riferi- 
mento ortogonali,  il  complesso  (0,0,0)  rappresenta  l'ori- 
gine; il  modulo  del  complesso  (a?,y,^),  cioè  \x^  -^y^  -^  ^^ 
è  la  distanza  dall'origine  al  punto  di  coordinate  (a?,  y,  ^). 
La  distanza  di  due  punti  rappresentati  dai  complessi 
a  =  {x,y,^)  e  a' =  (x',  y'^ /)  è  mod(a  — a'). 

Si  badi  che  un  punto  non  è  un  complesso  di  terz'ordine^ 
cioè  un  qs]  fra  i  punti  e  quei  complessi  si  può  solo  stabi- 
lire una  corrispondenza  univoca  e  reciproca.  Però,  per  una 
tendenza  del  linguaggio  comune  alla  metafora,  si  può  con- 
venire di  rappresentare  colla  stessa  parola  punto  l'uno  e 
l'altro  ente;  anzi  si  può  chiamare  punto  cVuna  varietà  ad  n 
dimensioni  ciò  che  si  è  ora  chiamato  complesso  d'ordine  n  ; 
e  dire  distanza  di  due  punti  a  e  a'  la  quantità  mod  {a  —  a')  ; 
noi  ci  serviremo  di  questi  termini,  quando  ci  farà  comodo, 
nel  linguaggio  comune;  mai  nelle  formule. 

Dati  due  punti  nello  spazio  A  e  B^  il  punto  rappresen- 
tato  dalla  somma  dei  complessi  rappresentanti  A  e  B  di- 


—  o  — 

pende  non  solo  dalla   posizione  di   qaei  punti,  ma  anche 
dall'origine  degli  assi. 

Sonvi  invece  degli  altri  sistemi  di  enti  sui  quali  si  de- 
finisce direttamente  l'operazione  somma,  e  che  vengono  rap- 
presentati da  numeri  complessi.  Un  sistema  di  enti  siffatti  è 
•costituito  dai  vettori. 


Vettori. 

§  262.  Dicesi  differenza  di  due  putiti  A  e  B,  e  si  indica 
con  B — A,  il  segmento  che  va  da  A  a  B,  considerato  in  gran- 
dezza, direzione  e  verso.  Invece  della  frase  differenza  di 
due  punti  si  usa  qualche  volta  il  termine  segmento;  più 
comunemente  il  termine  proprio  vettore.  Il  punto  A  dicesi 
erigine,  B  il  termine  del  vettore  B — A. 

Un  vettore  si  può  rappresentare  nei     ^ 

calcoli  con  una  lettera  sola  U,  V, ...;  nelle    ^      ^.    ,.       * 
Ugure  si  rappresenta  col   segmento  di 
retta  che  va  dall'origine  al  termine,  con  una  freccia  per 
indicarne  il  senso. 

Scriveremo  p  invece  della  parola  punto,  e  v  invece  dì 
vetto^'e. 

Definizione.  —  Due  vettori  U  e  V  diconsi  eguali,  e  si 
scrive  U  =  V,  se  hanno  la  stessa  grandezza,  la  stessa  di- 
rezione  (cioè  sono  paralleli),  e  lo  stesso  verso. 

Ne  risulta  che  dato  un  vettore  U  e 
un  punto  A,  si  può  sempre  determinare 
il  punto  B  tale  che  B  —  A=U. 

Definizione.  —  Un  vettore  U  dicesi 
nullo,  e  si  scrive  U  =  0,  se  è  nulla  la 
sua  grandezza.  Così  A  —  A  =  0. 

Definizione.  —  Per  somma  d'un  punto 
A  e  d'un  vettore  U  si  intende  il  pulito  B 
che  soddisfa  alla  'condizione  B  —  A  =  U  : 

<1)       A,Bep.Uev.o:B  — A  =  U.=.B  =  A-^U. 


^ 


posizione  che  viene  ad  assumere  A 
li  traslazione  rappresentato  dal  vet- 
>■€  fu  appunto  introdotta  da  Hamil- 
lere,  perchè  il  vettore  rappresenta 
tote  può  pure  rappresentare  una 
tutto  ciò  che  ha  una  direzione,  una 

Definizione.  —  Per  somma  di  due 
valori  V  e  y  si  intende  il  lettore 
(A  -H  U  -•-  V)  —  A  ove  A.  è  un  punto 
arbitrario. 

Per  costrurre  questa  somma  si 
dovrà  adunque  prendere  un  punto 
A,  poi  costrarre  il  ponto  A  -t-  U, 
in  seguito  il  ponto  A  -+-  U  -i-  V;  il 
vettore  che  ha  per  origine  A  e  per 
il  vettore  somma  cercato. 
:he  la  diagonale  del  parallelogrammo 
costruzione  è  identica  a  quella  che 
comporre  due  traslazioni,  o   velo- 

uia  di  più  vettori  U  -h  V  -i-  W  basta 
istrnzione  precedente.  La  iìgura  che 
rappresentano  forze,  dicesi  poligono 
particolare,  la  somma  di  tre  vettori 
esso  piano  è  la  diagonde  dd  paral- 

?88Ì. 

2U, 3U,...  è  naturale  intendere  la 
i  eguali  ad  U;  con  U/2  un  vettore 
inghezza  la  metà  di  U;  con  —  U  il 
;rso  opposto;  iu  generale  porremo: 

è  un  <i,  ed  V  è  un  v,  con  a;U  «h- 
rallelo  ad  U,  diretto  nello  stesso  verso 
>ndockè  X  è  positivo  o  negativo,  e  la 

aila  lunghezza  dì  U  moltiplicata  pel 


•SSK- 
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§  258*  Da  queste  definizioni  derivano  le  conseguenze  se- 
guenti : 

L  Se  JJ  è  un  y  non  nullo  ed  x  un  q,  col]  rappresenta 
un  vettore  parallelo  ad  \J  ;  e  viceversa^  seYèunv  paral- 
lelo ad  U,  si  potrà  sempre  determinare  un  numero  x  tale 
che  sia  V  =  a?  U.  Il  numero  »  è  il  rapporto  delle  lunghezze 
dei  vettori  V  ed  U,  col  segno  -4-,  se  hanno  lo  stesso  verso, 
col  segno  — ,  se  verso  opposto.  Quindi  la  frase  ^  vettore 
parallelo  ad  U  „  si  può  rappresentare  con  **  qU  „. 

Tre  vettori  paralleli  ad  uno  stesso  piano  diconsi  compla- 
nari Essi  possono  ridursi  ad  essere  contenuti  in  quel  piano 
prendendo  per  origine  un  punto  qualunque  del  piano. 

IL  Dati  due  vettori  I  e  J  non  paralleli,  ogni  vettore  U 
complanare  con  essi  si  può  scomporre  nella  somma  di  due, 
Vuno  parallelo  ad  1  e  Veltro  ad  J.  Basta  costrurre  il  pa- 
rallelogrammo di  diagonale  U^  e  i  cui  lati  siano  paralleli 
itd  I  e  a  J. 

IH.  Dati  tre  vettori  I,  J,  K,  non  complanari,  ogni  vet- 
tore U  si  può  scomporre  nella  somma  di  tre  vettori  paral- 
leli rispettivamente  ai  vettori  dati.  Basta  costrurre  il  paral- 
lelepipedo di  diagonale  U.  e  i  cui  lati  siano  paralleli  ad 
I,  J,  K 

§  264.  Coordinate.  —  Sia  0  un  p  fisso,  e  I,  J,  K  tre  v 
non  complanari.  Ogni  vettore  U  si  può  scomporre  e  in  modo 
unico  (§  253,  III)  nella  somma  di  tre  vettori  paralleli  ri- 
spettivamente ad  I,  J,  K;  quello  parallelo  ad  I  si  può  ri- 
durre alla  forma  ^I  (§  253, 1),  ove  a?  è  un  q;  il  secondo  si 
può  ridurre  ad  t/  J,  e  il  terzo  a  ^  K  ;  onde  : 

I.  Ogni  vettore  U  si  può  ridurre,  e  in  modo  unico,  alla 
forma 

ove  oo,y,z  sono  q- 

I  numeri  co,y,;sf  diconsi  le  coordinate  del  vettore  U. 

Sia  P  un  p  qualunque.  Il  vettore  P  —  0  si  può  ridurre 
alla  forma  aJl-+-//J-*-^K.  Onde,  trasportando  0,  si  ha  : 
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IL  Ogni  punto  P  si  può  ridurre,  e  in  modo  unico,  alla 
forma  : 

P=0-Ha7l-i-?/J-h^K. 

ove  a?,.y,  ^  sono  q. 

I  numeri  x,  y,  z  diconsi  le  coordinate  del  punto  P.  Se  ì 
vettori  I,  J,  K  sono  in  lunghezza  eguali  all'unità  di  misura 
delle  lunghezze,  le  coordinate  sono  cartesiane  ;  e  se  sono  a 
due  ortogonali,  si  hanno  le  coordinate  cartesiane  ortogonali. 

Risolveremo  alcune  questioni,  assai  semplici,  sulle  coor- 
dinate. 

III.  SeV=ooI^yJ^zK.  U'  =  a?'I  h- y' J  -4-  /K,  sì  ha: 

V±U  =  {x±x')l^(y±y')J'h{z±0')ÌL 

Questa  formula  permette,  date  le  coordinate  di  due  vet- 
tori, di  trovare  le  coordinate  della  loro  somma  o  diiFerenza. 

IV.  jSfe  U  =  a?I  -H  y  J  -♦-  ^f  K,  e  w  e  q,  sarà 

w  U  =  m  a?  I  -4-  my  J  -^  mzìL 

Questa  formula,  date  le  coordinate  di  U,  ci  determina  le 
coordinate  di  rnU. 

V.  La  condizione  di  parallelismo  di  due  vettori  è  che  le 
loro  coordinate  siano  proporzionali. 

Infatti,  la  condizione  di  parallelismo  fra  i  due  vettori 
\]  =  xl^yj -h  zK  e  V  =  a?'I -4- j/ J -♦- /K,  è  che  esista 
un  numero  m  tale  che  U  =  w^  V  (§  253,  I)  ;  ossia  tale  che  : 

col  -^yj  -h  zK  =  mafl-*- m^/J  -i- m^K, 

0  ancora  che  esista  un  numero  m  tale  che 

X  =  7no(/^    y  ==  my'    z  =  m^. 

il  che  dice  appunto  che  le  coordinate  dei  due  vettori  sono 
proporzionali. 
Questa  condizione  si  esprime  concisamente  sotto  la  forma  : 

x^ y z 
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poiché,  se  0?'  y'  z  sono  tutti  diversi  da  zero,  la  proporzio- 
nalità fra  le  coordinate  dei  due  vettori  equivale  appunto 
all'eguaglianza  di  questi  tre  quozienti.  Ma  se  uno  dei  deno- 
minatori, per  es.  a?'=0,  mentrechè  y'  e  z'  sono  diversi  da 
zero,  si  converrà  che  quella  scrittura  equivalga  alFinsieme 
delle  equazioni  aj=0,  e  yly=zlz\  E  se  due  denominatori 
x'  e  y  sono  nulli,  si  conviene  che  quella  scrittura  equivalga 
alle  due  equazioni  a?=0  e  y=0.  Siccome  alcuna  volta  com- 
paiono vettori  nulli,  converremo  che  un  vettore  nullo  sia 
parallelo  ad  ogni  direzione.  Allora,  la  condizione  affinchè 
i  vettori  xl-hyj  -^-zK  e  x'I  -h  y' J  +-  /K  siano  paralleli  è 
data  in  ogni  caso  dall'annullarsi  dei  tre  determinanti  della 
matrice 

X       y        z 

x'       y'      z' 


=  0. 


VI.  La  condizione  di  complannrità  di  tre  vettori  è  che 
sia  nullo  il  determinante  formato  colle  loro  coordinate. 
Siano 

V  =  xl^yJH'.^K,  J]'  =  x'l^y'J'^z'K,  U"  =  a?"lH.y''jH./'K 

i  tre  vettori.  Se  i  due  ultimi  non  sono  paralleli,  la  condi- 
zione di  complanarità  è  che  esistano  due  numeri  m'  e  m'\ 
tali  che  U  ==  m'U  -«-  m"U",  ossia  tali  che 


X  =  m V  -♦-  m"u/,    y  =  my 


il  che  equivale  a  dire  che 


jt  ^jf 


7_' 


»'  -• 


w  ?/  ,    ^  =  mz  -•-  m  z\ 


X 


y 


X 


X 


n 


y 
y 


ti 


^f 


=  0. 


Se  poi  U'  e  U"  sono  paralleli,  i  tre  vettori  sono  compla- 
nari, ed  il  determinante  è  pure  nullo,  poiché  gli  elementi 
della  seconda  e  terza  orizzontale  sono  proporzionali. 

VII.  Le  equazioni  della  retta  passante  pel  punto  Po  = 


■*-*/oJ-"-?oK,  e  parJlel 


dire  che  il  punto  P  d 
livale  a  dire  che  i  vei 
le  è  indicato  (V)  dalle 
L'equasione  del  piane 
•'ùl  ■*■  yoS  -*-  £'oK  e  par 
J-i-cK,  U'  =  fl'I-t-6'J 

oi  —  Xg    y—Vo 
a  b 

a'  V 

questa  equazione  espi 
Po,  U,  U'  sono  compi 
illeli. 

Prodotto  itiierno  dì  dv 
erminata  la  sua  lungh 
ì  indicheremo  con  mo 
indi  se  U  è  un  vetton 
je  il  vettore  è  nullo, 
ne  vettori  U  e  V,  in  m 

prodotto  delle  loro  li 
ipreso.  Esso  chiamasi 
:hiama  prodMo,  perch 
otti  algebrici;  ed  tw/e* 
ni. 
lotto  interno  di  U  per 

altri  con  U  X  V.  Noi 
TN,  che  pel  primo  cons 
;mo  con  UtV.  Il  segno 
i  per  definizione  si  ha 

U|V=(raU)(m- 


—  li- 
si ha: 

1).  Il  prodotto  dì  due  vettori  paralleli  e  nello  stesso 
senso  vale  il  prodotto  delle  loro  grandezze. 

2).  Il  prodotto  UlU,  che  indicheremo  pure  con  U*,  vale 
(mU)«. 

3).  Il  prodotto  di  due  vettori  paralleli  e  di  verso  opposto 
vale  il  prodotto  delle  loro  grandezze  preso  col  segno  meno. 
4).  Il  prodotto  U|V  vale  il  prodotto  di  U  per  la  proie- 
zione ortogonale  di  V  su  U. 
5).  La  condizione  d'ortogonalità  di  due  vettori  U  e  V  è 

uiv=o. 

6).  Si  ha  U|V  =  VIU,  ossia  il  prodotto  interno  di  due 
vettori  ha  la  proprietà  commutativa. 
7).  Se  m  è  un  q,  si  ha 

(wU)|V  =  wi(UlV), 

ossia,  se,  nel  prodotto  di  due  vettori,  si  moltiplica  un  fat-^ 
tore  per  un  numero,  il  prodotto  viene  moltiplicato  per 
questo  numero. 
8).  Essendo  U,  V,  W  dei  vettori,  si  ha 

(U4.V)|W  =  U|W-t-ViW, 

il  che  esprime  la  proprietà  associativa  della  moltiplica- 
zione rispetto  all'addizione.  Infatti,  questa  proprietà  è  evi- 
dente se  i  vettori  sono  fra  loro  paralleli.  Nel  caso  gene- 
rale, siano  U'  e  V  le  proiezioni  di  U  e  V  su  W;  la  pro- 
iezione di  U  -H  V  sarà  U'  -^  V;  onde 

(U'  -*•  V')|W  =  U'IW  -I-  V1W; 
di  qui,  e  dalla  (4),  si  ha  la  formula  a  dimostrarsi. 

§  "266.  Nelle  coordinate  cartesiane  ortogonali  i  vettori  dì 
riferimento  I,  J,  K  prendonsi  eguali  in  lunghezza  all'unità 
di  misura,  e  a  due  a  due  ortogonali.  Si  avrà  allora: 

P  =  J2  =  K2  =  1,    rj  =  IlK  =  JlK  =  a 
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ite  le  coordinate  di  due  vettori,  calcolare  il  loro 

=  a;I  -t-  !/ J  -t-  ^K,  e  U'  =  x'I  ■+■  y'.l  -f-  s'K,  moltipll- 
ha: 

t  condizione  d'oìiogonalità  di  due  vettori  U  e  V  è 
';  ossia  ax'  -*-yy'  •*•  .e/^O. 
ite  le  coordioate  d'un  vettore,  calcolarne  la  ^ran- 
e  U  ^=al  -h  f/J  -I-  zK,  si  avrà 

U«  =  (mU)*  =  a^-\-y*  -^z*, 

J  =  Va-^  +  y«  +  ^». 

^te  le  coordinate  di  dae  vettori,  calcolare  il  coseno 
angolo.  Dalla  formala  U| V  =  mod  U  mod  V  cos(U,  Y), 
do  a  U|V,  modU  e  modV  i  loro  valori,  si  avrà: 

rosai  VI-  ^a^'  -«-  yy'  +  g/ 

Applicaziuni. 
■e  che  il  punto  P  =  0  -+-  ccl  -»-  y  J  -•-  2K  sta  sni  piano 
per  Po  =:  0  -»-  ocol  -♦-  yoJ  +  i-oK  e  normale  al  vet- 
=fll  -*-  iJ  -H  cK,  equivale  a  dire  che  P  —  Po  è  per- 
ire a  U,  ossia 

{P-Po)|U  =  0, 

{oa  —  x^a-*-  (y—yti)h-*-  {z  —  z^c  =  Q. 

i,  sotto  l'una  0  l'altra  forma,  è  l'equazione  del 
issante  pel  punto  Po  e  normale  al  vettore  V. 
;ni  equazione  ax  -^-ly  -*■  cz-^  d  =  Q,  sapposto 
+-  e*  >  0,  rappresenta  un  piano  normale  al  vettore 
-t-  cK.  Infatti  essa  si  può  identificare  colla  prece- 
condizione  di  parallelismo  del  piano 
ax  -*-  hy  -*-  cz  -^  d  =  i) 


—  la- 
cci vettore  Y  =  11-^  mJ  -h  ;iK,  è  quella  di  perpendicolarità 
del  vettore  U  =  «I  -#-  fe  J  -♦-  cK  e  di  V,  ossia  : 

al  -H  Im  -+-  c;e  =  0. 

La  condizione  di  perpendicolarità  del  piano  e  del  vettore 
precedenti  è  quella  di  parallelismo  fra  i  vettori  U  e  V,  ossia 

/      m      n 
a       b       c 

4).  La  condizione  di  perpendicolarità  dei  due  piani 
ax  -h  ly  ^  cz  -^  d  =  0    e    a'x-^Vy  -^  c'z  -+-  ci'  =  0 
è  quella  di  perpendicolarità  dei  vettori  loro  Lormali 

al  H-  &J  ^  cK  e  rt'I  +  UJ  -4-  c'K, 

ossia 

aa'  -f-  hi/  -+-  ce'  =  0. 

La  condizione  di  parallelismo  sarà  analogamente 

a  /;  e 

Il  coseno  dell'angolo  formato  dai  due  piani  è  eguale  a 
quello  dell'angolo  formato  dai  vettori  loro  normali,  e  quindi 
è  dato  dalla  formula  4)  del  §  256. 

5).  Siano  A,  B,  C  dei  punti.  L'identità 

B  — A  =  (B  — C)-(A-C), 
elevata  a  quadrato,  dà 

'(B  — A)2=(B  — C)«-t-(A  — C)«-2(B-C)|(A  — C), 

ossia  in  un  triangolo  qualunque  il  quadrato  d'un  lato  vale 
la  somma  dei   quadrati  degli   altri   due  lati  meno  il  loro 
doppio  prodotto  pel  coseno  dell'angolo  compreso. 
6).  Essendo  A,  B,  C,  D  quattro  punti  qualunque,  si  ha  : 

(A-B)|^C-D)  +  (B-C)|(A-D)-^ 
-^(C-A)|(B-I))  =  0. 
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7).  Siano  A,  B,  C   i   vertici   d'oo   triaDgolo,  e  sia   D  il 
ponto  d'incontro  delle  altezze  abbassate  da  C  su  AB,  e  da  A 
-•  "^-  -farà 

-B)|(C~D)  =  0.  e  (B-C)I(A— D)=:0; 

er  la  (6),  sarà  pare  (C  — A)|(B~  D)=:0,   ossia 
B  sta  pare  snlla  ter2a  altezza.  Quindi  ; 
triangolo   le  tre  altezze  passano   per  nno   stesso 

in   un  tetraedro  ABCD,  gli  spigoli  opposti  AB  e 
perpendicolari,  come  pure  BC  e  AD,  lo  saranno 
spigoli  AC  e  BD.  Conseguenza  della  6). 
quazione  della  sfera  di  centro  C  e  di  raggio  r  si 

ere  (P  —  C)«  =  rK 

Numeri  mmaginarii. 

Fra  i  numeri  complessi  meritano  menzione  spe- 
ttmeri  inmiaiiinarii.  Essi  sono  complessi  di  due 
;ali,  cioè  sono  dei  qa,  e  ne  hanno  tutte  le  pro- 
loltre  i  complessi  unità  si  indicano  con  1  ed  i  ;  e 
«  per  essi  il  prodotto  mediante  le  relazioni 

1=:1,         1XÌ  =  ÌX1=Ì,         iXi:^—  1. 

emo  q'  invece  di  numero  immatiinario;  i  q'  sono 
dei  qa  aventi  proprietà  speciali, 
si  può  ridurre  alla  forma  a?  -»-  iy,  ove  x  eit/  sono 
iniztoni  date  dell'eguaglianza  e  della  somma  in  ge- 
lo qui  applicabili.  Si  avrà 

mod  (ce  -t-  ip)  ^  Vie*  ■*■  ìf, 

1  modulo  si  considera  pure  \argomento  d'un  nn- 
laginario  x-^ìy,  esso  è  l'antfolo  (p  tale  che 

=  ../-.       :,    sentp=T7-r= — r,    tang«  =  ^; 
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e  per  determinarlo  completamente,  aggiungeremo  la  con- 
dizione —  ir<a<7c. 

Ogni  numero  complesso  di  modulo  p  e  di  argomento  cp 
sarà  espresso  da 

p(coscp  -+-  isenqs), 
e  dicesi  allora  ridotto  a  forma  trigonometrica. 


§  259.  Si  può  dare  dei  numeri  immaginarii  una  inter- 
pretazione geometrica  assai  interessante. 

Consideriamo  i  soli  punti  e  vettori  contenuti  in  un  piano 
fisso.  In  questo  piano  fisseremo  un  verso  positivo  per  le 
rotazioni  (e  sia  p.  e.  l'opposto  a  quello  in  cui  si  muovono 
le  lancette  d'un  orologio). 

Definizione.  —  Essendo  U  un  vettore^  con  iU  intende- 
remo il  vettore  U  rotato  d'un  angolo  retto  positivo. 

Facendo  sopra  iU  di  nuovo  l'opera- 
zione i  si  avrà  iiU= — U  ossia  i*= — 1. 
L'operazione  i  ha  adunque  la  proprietà 
fondamentale  dell'unità  immaginaria. 

Essendo  x  un  numero  (reale)  si  ha 
ia?U  =  oìU;  ossia  moltiplicare  un  vet- 
tore U  per  un  numero  a?,  e  poi  farlo 
rotare  d'un  angolo  retto,  equivale  a 
prima  farlo  rotare  di  un  angolo  retto,  e  poi  moltiplicarlo 
per  X. 

Se  U  e  V  sono  due  vettori,  si  ha  i(U  -4-  V)  =  iU  -h  iV. 

Definizione.  —  Essendo  U  un  v,  a?  e  y  due  q,  porremo 

(a?  -4-  yi)  U  =  a;U  -♦-  yiU. 

Quindi  moltiplicando  un  vettore  U  per 
il  numero  immaginario  x  -^yì  si  ha  un 
nuovo  vettore  del  piano  ;  esso  è  la  somma 
di  a?U  parallelo  ad  U,  e  di  yìU  perpendi- 
colare ad  U. 


Fig.  80. 


Fig.  21. 


Nella  figura  5  si  è  costrutto  il  vettore  (1 -4-1)11. 


Y  =  {x-hyi){j,  sarà  V  l'ipotenasa  d'an  triangolo 
lo  di  cateti  a:ÌJ  e  yiU;  oude  si  avrà: 

mod  V  =  yz*  ■+■  y^  mod  U, 

taiig(U,V)^|  ■ 

B  formule  dicono: 

IMO.  —  Mdli'pìicare  un  vettore  U  per  l'immaginario 
ignifica  moltiplicarlo  pd  modulo  e  farlo  rotare  de- 
nto di  questo  numero  immaginario. 
caso  particolare  (cosi  -*-  isenOU  indica  il  vettore  U 
ell'angolo  t. 

vettore  I  si  fa  rotare  prima  d'un  angolo  a.  e  poi 
;olo  p,  esso  avrà  rotato  dell'angolo  «  +  P,  onde 
isenp)  (cosa  +  isena)=:cos(a  -•-?)-•-  Ì8en{«-(-  p). 
liando  separatamente  le  partì  reali  e  i  coefficienti 
iimostrano  le  formule  trigonoraetriche  per  l'addi- 
gli archi, 
irdinate  cartesiane  nel  piano,  per  vettori  di  riferi- 

prendono  un  vettore  I  in  grandezza  eguale  all'u- 
misura,  ed  il  vettore  il.  Il  vettore  U  di  coordinate 
e  a:  e  y  è  dato  da 

U  =  {iC-i-yi)I, 
:o  P  di  coordinate  cartesiane  a:  e  y  è  dato  da 
p  =  0  -I-  (a;  +  yi)I. 


Forme  geometriche. 

,  Tetraedri.  —  Essendo  A,  B.  C,  D  dei  punti,  con 

ntenderemo  il  tetraedro  avente  per  vertici   quei 

punti. 

ittura  ABCD  =  0  significa   che   i   quattro   punti 

I  in  uno  stesso  piano.  Cosi  AABC:=0. 
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Un  tetraedro  ABCD,  non  nullo,  dicesi  destrorso,  se  una 
persona  disposta  lungo  AB,  col  capo  in  A,  coi  piedi  in  B, 
e  rivolta  verso  il  segmento  CD,  ha  alla  sua 
sinistra  C  ed  alla  destra  D.  Si  dirà  sinistrorso        ^j 
nel  caso  contrario.  Così  ad  esempio,  se  ABC 
hanno  la  posizione  che  qui  è  segnata,  il  vo- 
lume ABCD  sarà  destrorso  o  sinistrorso,  secon-  ^ 
dochè  D  è  avanti  o  dietro  al  piano  della  figura.        ^'^'  ^ 

Per  rapporto  aju  di  due  tetraedri  a  e  w,  di  cui  il  se- 
condo non  nullo,  s'intende  il  numero  che  misura  il  rapporto 
dei  due  volumi,  preso  col  segno  -«-,  se  hanno  lo  stesso 
verso,  col  segno  —  se  hanno  verso  contrario. 

Due  tetraedri  a  e  b  diconsi  eguali,  se  hanno  lo  stesso 

volume  e  lo  stesso  verso.  Se  w  è  un  tetraedro  non  nullo, 

Teguaglianza  a  =  &  equivale  all'eguaglianza  fra  i  numeri 

a      b 
-  e  -  • 
u      u 

Quindi,  fissato  ad  arbitrio  il  tetraedro  u^  ci  sarà  la  cor- 
rispondenza univoca  fra  i  tetraedri  a  e  i  numeri  reali  (po- 
sitivi, nulli  0  negativi)  alu.  Perciò  i  tetraedri  si  possono 
sommare  e  sottrarre,  e   moltiplicare  per  numeri  (reali). 

Si  ha  : =  -  ±  -  ;  e  se  m  è  un  numero  reale  qualunque, 

tir  t$  tir 

.  V     ma  a 

SI  ha  —  =»  w  -  • 
u  u 

Si  ha: 

ABCD  =  —  BACD  =  —  ACBD  =  —  ABDC, 

onde,  permutando  in  un  tetraedro  i  vertici  fra  loro,  il  te- 
traedro non  cambia  in  valore  assoluto^  ma  cambia,  o  non 
cambia  segno,  secondochè  il  numero  delle  inversioni  fatte 
è  dìspari  0  pari. 

§  261.  Linee  e  triangoli. 

Il  tetraedro  ABCD  dicesi  anche  il  prodotto  dei  quattro 
punti  A,  B^  C,  D.  Per  ora  non  si  vede  altra  analogia  di 
esso  col  prodotto  algebrico  che  l'identità  della  forma  di 

P-  —  AnalUi  infinitesimale.  —  vol.  li.  -  2. 


scrittara.  Le  ultime  formule  del  §  precedente  fanno  già  ve- 
dere che  quest'identità  non  sussiste  per  tutte  le  proprietà 
i  due  prodotti.  Però  vedremo  in  seguito  che  pure  sussi- 
ino  tante  analogie  da  giustificare  questa  denominazione. 
11  tetraedro  À6CD  dicesi  pure  il  prodotto  del  triangolo 
ÌG  pel  punto  D,  o  del  punto  À  pel  triangolo  BCD.  Esso 
considera  pure  come  il  prodotto  della  liìiea  AB  per  la  CD. 
[1  triangolo  ABC  è  detto  prodotto  dei  tre  punti  A,  B,  C, 
vero  prodotto  di  AB  per  C,  ovvero  di  A  per  BC.  La 
ea  AB  è  il  prodotto  di  A  per  B.  Queste  convenzioni 
10  puramente  nominali.  Alcuna  volta  si  indicherà  una 
ea  con  una  lettera  a,  b, ...  ed  un  triangolo  con  una  let- 
a  sola,  a,  p, ... 

[ntrodurremo  le  seguenti  notazioni  : 
riveremo  p  invece  di  punto, 

„  p*        j,         linea,  o  prodotto  di  due  punti. 

„  p^         „         triangofo,  o  prodotto  di  tre  punti. 

„  p*        „         tefraedro,o  prodotto  di  qualtro  punti. 

Dalle  convenzioni  finora  fatte  si  ricavano  le  seguenti  pro- 
iizioni  : 
A,  B,  C,  D  e  p .  0  :  ABCD  =  0 .  = .  {i  quattro    punti   sono 

romplanari), 
Aep.  aep3,3:  Aa  =  0.  =.  (i!  punto  A  giacenel piano  di  ot). 
a,  6  e  p* .  3  :  aZ»  =  0.  = .  (la  retta  o  incontra  la  6  o  le  è  pa- 
rallela). 
a.h.ui  p*.  «  ~  =  0.0.  -  eq. 

:)-fi  =  i    =    "  =  ^. 
'  tt       u 
a,bep*  .0.  a  ■*•  tsp*. 
fl  e  p* .  )H  e  q .  0  .  wifl  e  pJ. 

A,Bep  .asp3.  3  :  Ao!  =  Ba.  =  .  (la  retta  AB  è  parallela 
al  piano  a). 
;,        fl     .o:p->0.  =  .(i  punti  A  e  B  stanno  dalla 
stessa  parte  rispetto  al 
piano  a). 
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10)  A  e  p .  a  e  p3 .  0 .  Aa  =  —  aA. 

11)  a, &ep*.  o.ab=^ba. 

12)  A,B,C,Dep .  a,  fce p» .  asp3 .  o .  AB  e  p2 .  ABC,  Aa.aA  e  p3. 
ABCD,  ABa,  AaB,  aAB,  ab,  Aa,  aA  e  p*. 

§  262.  Sai  triangoli  e  sulle  linee  daremo  le  definizioni 
seguenti  : 

Definizione,  —  Un  triangolo  a  si  dice  nullo,  e  si  scrive 
«  =  0,  se  comunque  si  prenda  il  punto  X  sé  ha  aX  =  0: 

1)  «ep'^.o.-.  a  =  0.  =  :Xep.  Ox.aX  =  0. 
Si  deduce  : 

2)  a  =  0.  =  .  (l'area  del  triangolo  è  nulla). 

3)  ABC  =  0.  =  .(i  tre  punti  A,B,C  sono  collineari). 

4)  Aa  =  0.  =.  aA  =  0  .==.  (il  punto  A  sta  sulla  retta  a).  = . 

(la  retta  a  passa  pel  punto  A). 

Definizione.  —  Due  triangoli  a  e  p  diconsi  eguali,  e  si 
scrive  a  =  P,  se,  cmnunque  si  prenda  il  punto  X,  si  ha 

«X  =  pX: 

5)  a,  p  e  p3  .  0  /.  a  =  p  .  =  :  X  e  p .  Ox .  aX  =  PX. 
Si  deduce  immediatamente  : 

6)  Affinchè  i  due  triangoli  a  e  p  siano  eguali,  è  necessario 

e  sufficiente  che  essi  giacciano  in  un  medesimo  piano, 
che  abbiano  aree  eguali,  e  che  esse  siano  rivolte  nello 
stesso  senso. 

7)  aep*.  AjBep.o:  aA  =  aB  .  =  .  (la  retta  AB  è  parallela 

alla  retta  a). 

Definizione.  —  Un  segmento  a  si  dice  nullo,  e  si  scrive 
a  =  0,  se,  comunque  si  prenda  il  segmento  x,  siha  ax  =  0. 

8)  aep'^.  o.-.a  =  0.  =  :a;ep*.Ox.a:r  =  0. 

.    Si  ha  : 

9)  Dire  che  il  segmento  a  è  nullo  equivale  a  dire  che  è 

nulla  la  sua  lunghezza. 

10)  A,  B  e  p  .  0  :  AB  =  0 .  = .  (i  punti  A  e  B  coincidono) 


1 
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Definizione.  —  Due  segmenti  a  e  h  diconsi  eguali,  e  si 
rive  a^b,  se   comunque  si  prenda  il  segmento  x  si  ha 
:  =  bx.„ 

)  a,  &  e  p* .  0  .■.  a=  h  .^-.xt^^  .^x-ax  =  hx. 
Questa  definizione  si  può  pure  scrivere  : 
)  a,68p^D.-.a  =  &.  =  :X,Y£p.3x,vaXY  =  6XY. 
"  I  due  segmenti  a  e  &  diconsi  egaalì,  se,  comunque  si 
endano  i  punti  X  ed  Y,  si  ha  tiXY  =  6XY.  „ 
Ora  la  proposizione  X,  Y  e  p .  Ox,  v  -  aXY  :=  bXY  si  può- 
isformare  in 

X  s  p  .  oi  :  Y  e  p  .  Oy .  oXY  =  iXY, 

"  Qualunque  sia  il  punto  X,  si  deduce  che  qualunque  sia. 
punto  Y,  si  ha  che  i  tetraedri  oXY  e  &XY  sono  eguali  „ 
a  la  proposizione  Ye  p .  sy.  aXY  =  ÌXY,  in  virtù  della 
finizione  5),  vale  aX^=b\.  Onde  la  12)  si  trasforma  in: 
'<)  a,  6  e  p* .  0 .  ■.  o  =  6  .  =  :  X  e  p  .  3x  -  aX  =  6X  : 
"  Due  linee  diconsi  eguali,  se  moltiplicate  per  uno  stesso 
mto  arbitrano,  danno  per  risultati  triangoli  eguali.  „  Si  ha: 
:)  Affinchè  due  linee  a  e  &  siano  eguali  è  necessario  e 
sufficiente  che  esse  giacciano  su  di  una  stessa  retta, 
che  le  loro  lunghezze  siano  eguali,  e  che  siano  rivolti 
nello  stesso  verso. 
i)  A,  B,  C  e  p .  0  :  AB  :=  AC .  = .  (i  punti  B  e  C  coincidono). 
In  modo  analogo  si  potrebbe  definire  l'eguaglianza  di 
le  punti,  dicendo  che  due  punti  sono  eguali,  se,  moltipli- 
,ti  per  uno  stesso  triangolo  arbitrario,  i  volumi  risultanti 
no  eguali  : 

A,B8p.o.-.A  =  B.=:5ep3.0j.A?  =  B5. 
Ne  risulta  che  due  punti  sono  eguali  quando  coincidono. 
Le  proposizioni  IO)  e  15)  si  possono  pure  scrivere  : 
>)  A,Bep.o:AB=0.  =  .  A=:B, 
'}  A,B,Cep.AB  =  AC.3.B  =  C. 
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§  268.  Forme  geometriche, 

1)  Def.  Uinsieme  dei  punii  A,  B,  C  ...  cui  siano  rispet- 
iivamente  affissi  i  numeri  w,  n,  p,  ...  dicesi  una  forma  di 
prima  specie,  e  si  rappresenta  colla  scrittura  w A  -i-  nB  -i- 
-i-jpC  -♦- ... 

2)  Def,  Uinsieme  delle  linee  a,  b,  e, ...  cui  siano  af- 
fissi i  numeri  m,n,p,,..  dicesi  una  forma  di  seconda  specie, 
€  si  rappresenta  colla  scrittura  twa  -♦-  ^  -*-  pc  -*-  ... 

3)  JDef.  Uinsieme  delle  superficie  a,  p,  y>  •••  cui  siano 
<iffissi  i  numeri  m,  n,  p, ...  dicesi  una  forma  di  terza  specie, 
-e  si  rappresenta  colla  scrittura  wa  h-  r/?  -♦-  py  "♦"  ••• 

4)  Def.  1  volumi,  e  le  somme  di  volumi  moltiplicati 
per  numeri  diconsi  pure  forme  di  quarta  specie. 

Scriveremo  Fi,  F2,  F3,  F*  invece  delle  parole  forma  geo-- 
metrica  di  1",  0  2",  0  3^  0  4*  specie. 

Le  forme  delle  qaattro  specie  ora  definite  sono  gli  enti 
geometrici  oggetto  del  nostro  calcolo.  Quelle  della  quarta 
specie  sono  identiche  ai  volumi  di  tetraedri,  ossia  F4=p*;  su 
«sse  già  si  sono  definite  alcune  operazioni;  noi  faremo  di- 
pendere le  definizioni  analoghe  per  le  tre  prime  specie  da 
-quelle  della  quarta  generalizzando  quelle  già  date  pei  seg- 
menti e  pei  triangoli. 

5)  Bef.  Dicesi  prodotto  d'una  forma  di  prima  specie 

S  =  mk  -♦-  wB  •+• ... 
per  un  triangolo  5.  la  somma  dei  tetraedri 

6)  Bef.  Bicesi  prodotto  d'una  forma  di  seconda  specie 

s  =  ma'^  nb-h ... 
per  una  linea  og^  la  somma  dei  tetraedri. 

sx  =  max  ■+•  nbx  -h  ... 

7)  Bef.  Bicesi  prodotto  d'una  forma  di  terza  specie 

a  =  wa  -H  wp  -H... 


«tt  punto  X  la  somma  dei  tetraedri 
oX  =  «i«X-KipX-i-... 

Def.  U}ìaforiiìaHonedi<2' )specie{s  )  dicesi  nulla,  est 

f  3"  )  (  o  1 

(  S  =  0  j  Ila  superficie  l \ 

ioe  j  s  =  0  [,  se,  comunque  si  prendalla  linea  x  si 

( o  =  0 )  in  punto  X      ) 

sempre  |  sa;  =  0  [ . 
(=rX  =  0) 

'n  simboli  esse  diventano: 

8)  SeFi.o.-.S=0.— :?ep3.0t  .S  =  0 

9)  seFe.o.'.  s  =  0.  —  :  ictp^.  Ox.SJT  — 0 

10)  ssFa.o.'.  c  =  0.  =:Xsp.Dx.oX  =  0. 


s*!  diconsi 


1 

\ 

(SI      1 

Def.  Due 

formazioni  di    2 
3 

S  =  S' 

\  specie}  s  I  e 

iiali,    e   si 

i  superficie 
i  linea  x 
!  pur^o  X 

scrive      s  =  s' 

0=0' 

si  7i£T  sempre 

se, 

sj;  = 
aX  = 

comunque 

=  s'ar      . 
=  cf'X 

[n  simboli  esse  diventano: 

11)  S,S'8Fi.o.-.S  =  S'.=  :?sp^OE.S5  =  S-e. 

12)  s,  s'  8  Fj .  3  .'.  s  =  s' .  =  :  a:  e  ps ,  0^  .  sa;  =  s'x. 

13)  o,  o'  «  Fa .  0  .'.  0  =  o' .  =  :  X  e  p  .  3s  .  oX  =  oX 

Un  sistema  materiale  di  punti,  in  numero  finito,  cioè  un 
tema  di  punti  aventi  masse,  è  rappresentato  da  un  Fi; 
rò  le  masse  materiali  sono  positive;  le  masse  elettriche 
magnetiche  possono  essere  positive  a  negative.  Il  prodotto 
ma  forma  di  1*  specie  S  per  an  triangolo  \  dicesi  anche 


'FVVl 
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momento  di  S  rispetto  al  triangolo  5;  esso,  col  variare  di  S, 
è  proporzionale  al  momento  del  sistema  materiale  S  rispetto 
al  piano  di  l.  La  definizione  11  si  può  pure  interpretare: 
due  forme  di  prima  specie  sono  e^ali,  se  hanno  egaal  mo- 
mento rispetto  ad  ogni  piano. 

Una  linea  AB  può  rappresentare  una  forza.  Un  sistema 
di  forze  è  rappresentato  da  una  F^.  U  prodotto  d'ana  forma 
di  2^  specie  s  per  una  linea  co  dicesi  momento  di  qnella 
forma;  esso  è  proporzionale  al  momento  di  quella  forma 
rispetto  alla  retta  che  contiene  x.  La  def.  12  si  può  pure 
interpretare:  due  forme  di  seconda  specie  sono  eguali  se 
hanno  egual  momento  rispetto  ad  ogni  asse.  La  Meccanica 
insegna  che  due  sistemi  di  forze  applicate  ad  un  corpo  ri- 
gido sono  equivalenti,  se  le  forme  di  2''  specie  che  le  rap- 
presentano sono  eguali. 

Il  prodotto  d'una  Fs  per  un  punto  dicesi  momento  di  quella 
forma  rispetto  a  questo  punto.  La  def.  13  significa:  due  Fs 
sono  eguali,  se  hanno  egual  momento  rispetto  ad  ogni  punto. 

Si  ha 

14)  Due  formazioni  della  stessa  specie,  che  non  diffe- 
riscono che  per  Verdine  dei  termini,  sono  eguali  fra  loro. 

Infatti,  facciasi  seguire  ogni  termine  di  ciascuna  forma- 
zione da  una  superficie  ^  o  da  una  linea  a?  o  da  una  punto 
X,  secondochè  essa  è  di  prima,  seconda  o  terza  specie;  si 
avranno  due  somme  di  volumi,  che  differiscono  solo  per 
l'ordine  dei  termini,  e  quindi  sono  eguali  ;  perciò  anche  le 
formazioni  proposte  sono  eguali. 

1 5)  JDueformazioni  eguali  aduna  terza  sono  eguali  fra  loro. 
La  dimostrazione  è  analoga  alla  precedente. 

Si  dimostrano  facilmente  le  proposizioni  che  seguono  : 

16)  L'equazione  mA  =  nB  dice  che  i  punti  A  e  B  coin- 
cidono, e  che  i  numeri  m  ed  n  sono  eguali,  eccettuato  il 
caso  in  cui  i  due  numeri  siano  amendue  milli: 

A,  B  e  p .  m,  w  e  q .  /^  (w=n=0) .  o .'. 
mk=nB  .=:  w=n .  A=B. 


1 
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17)  L'equazione  a=mb  dice  che  le  linee  a  eh  giacciono 
stessa  retta,  che  il  rapporto  delle  loro  grandezze  è  uguale 
lare  assoluto  di  m,  e  che  esse  hanno  lo  desso  senso,  o 

opposto  secondochè  m  è  posUivo  o  negativo. 

18)  L'equazione  a  =  j«  ^  dice  che  le  superficie  «  e  p 
iono  in  un/)  stesso  piano,  che  U  rapporto  delle  loro 
iezze  è  uguale  al  valore  assoluto  di  m,  e  che  esse  hanno  lo 
>  senso  0  senso  opposto  secondo  m  è  positivo  o  negativo. 
hanno  le  identità 

19)  A,Bep.o.AB  =  — BA 
!0)  Aep.oep'.o,  Aa=  -*-  aA. 

r  dimostrarle  basta  far  seguire  i  membri  della  prima 
a  p'  arbitrario  x,  quelli  della  seconda  da  un  p  arbi- 
)  X  si  ottengono  le  note  identità; 

ABa:  =  —  BAr  ;    AaX  =  aAX. 

164.  Operazioni  sulle  forme.  —  Introdurremo  infine  le 
inti  operazioni  sulle  forme.  Per  semplicità  colle  lettere 
ì,  C,...  intenderemo  indìfierentemente  punti  o  volumi  ; 
lettere  <S,  ò',.-  intenderemo  forme  di  specie  qnalunqne. 
finizione  1".  —  Diremo  somma  di  due  forme  della 
i  specie  S=>mA  +  nB -*-...  e  S"  =  m' A' -t-n'B' •*-..., 
lidieremo  con  S-t-S  la  forma 

mA  -*-nB  ■*■ ...  ■*-  m'A'  ■*■  n'B"  •*-  ... 

osta  dei  termini  delle  due  forme  date. 
ricavano  le  identità 

^S'=S'-^8    ;    ^-f(S'  +  S")— >S'-»--S"-hS". 

rero,  i  dne  membri  di  queste  identità  contengono  gli 

termini. 
finizione  3^.  —  Diremo  prodotto  d^un  numero  x  per 
forma  S=mA  -*-nB  -*■ ...  e  indicheremo  con  xS  la 
%  somA-*-scnB -h...,  la  quale  si  ottiene  moài^icando 
fidenti  di  tutti  i  suoi  termini  per  x. 
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Si  hanno  le  identità 

perchè  i  membri  di  qaeste  identità  contengono  gli  stessi 
termini. 
Sono  chiare  le  seguenti  proposizioni  : 

S  =  jS\o,ocS=xS\ 

le  quali  dicono  che  le  equazioni  geometriche  si  possono 
sommare  e  moltiplicare  per  numeri,  come  le  algebriche. 

Quando  ci  farà  comodo,  se  S,^  sono  forme,  x  un  nu- 
mero, scriveremo  jSbo  invece  di  oc^,  —  S  per  (—  l)S,  e 
8-8'  per  sr^(—Sf'). 

Generalizzeremo  le  definizioni  date  al  §  263,  def.  5,  6,  7, 
estendendole  al  prodotto  di  una  forma  per  una  forma: 

Definizione  5".  —  Essendo  S  =  ni\A\  -♦-  m^A%  -t- -f- 

-*-  winAn,  e  S'  =  wi'Ai'  -♦-  WAg'  -♦• ...  -♦-  m\^A\f  due  forme 
di  specie  s  e  s',  supposto  s  -♦-  s' <4,  diremo  prodotto  delle 
due  formey  e  indicheremo  con  S8\  la  forma  ^miWjAxAj,  cioè 

la  somma  di  tutti  i  termini  che  si  ottengono  dallo  scritto 
sostituendo  ad  i  ed  j  tutti  i  numeri  interi  rispettivamente 
da  1  ad  n,  e  da  1  ad  ri. 

Il  prodotto  delle  due  forme  è  quindi  una  forma  di  specie 
5  -H  s'.  Si  hanno  le  seguenti  identità  : 

8{S^^8t)^SSx^88t, 
{81-^  82)8=^818^-898, 
8{SìSì)=:z(S8i)S2  =  SS!l&, 
{xS)S'  =  8{x8')  =  x{8S'). 

Invero  in  tutte  queste  eguaglianze  i  due  membri  con- 
tengono gli  stessi  termini,  al  più  in  ordine  diverso. 
Se  le  forme  S  ed  a9  sono  di  specie  s  ed  s,  si  ha 


ero  le  due  forme  -5^'  ed  S'S  contengono  gli  stessi  ter- 

cgUo  stesso  segno  se  ss'  è  pari,  col  segno  opposto  se 

dispari. 

wenia.  —  I  prodotti  di  forme  eguali  sono  egudi: 

S=S'.Si  =  S'i.o.SSi  =  S'S'i. 

esto  teorema  appare  intaitivo,  ed  è  assai  facile  a  ri- 
re;  però  esige  dimostrazione. 

'  maggior  comodità  sapporremo  che  tatte  le  forme 
di  prima  specie,  e  comincieremo  a  dimostrare  questo 
na  in  alcuni  casi  particolari. 

S,S'eFi.P8p.S  =  S'.3.SP  =  S'P. 

itti  presa  ad  arbitrio  una  lìnea  x,  Px  è  an  p^,  onde 
ì,  def  ll)SPa:=S'Pa;;  da  cui  la  tesi. 

S,S*,SieFi.  S  =  S'.3.SS.  =  S'Si. 

itti,  sia  Si  =  njiAi -♦•  tttiAg -•-...;  si  ha,  a  causa  della  (a) 

SAi  ^  S'Ai,    SAs  =  S'A», ... 
miSAi  =  «'iS'Ai 
jwsSAb  =  WjS'Ag 


imando  fWiSAi  -t-  nisSAi  ■+• ...  =  hìiS'Ai  -•-  hj»S'As  +  ... 
.imostra  la  (b). 

S,  Si,  S'ieFi .  Si  =  S'i .  3 .  SSi  =  SS'i. 

itti  dall'ipotesi  e  da  (6)  si  ha  SiS  =  S'iS  e  invertendo 
ari,  col  che  si  produce  solo  un  cambiamento  di  s^no, 

SSi  =  SS',. 

■S  =  S'.Si  =  S'i.3.SSi=S'S'i. 

itti  dalla  b)   si  ha  SSi  =S'Sr,  dalla  e)  S'Si  =  S'Si', 
la  tesi,  che  è  la  proposìzioue  a  dimostrarsi, 
seremo  ora  a  ridurre  a  forma  più   semplice  le  Fi, 
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§  266.  Riduzione  delle  forme  di  prima  specie.  —  Co- 
mincieremo  ad  esaminare  la  forma  coslitaita  da  dae  punti 
A  e  B  coi  coefficienti  —  1  e  -♦-  1,  cioè  la  differenza  dei 
due  punti  B  —  A. 

Questa  differenza  dicesi  vettore.  I  vettori  già  furono  stu- 
diati come  enti  a  sé  nel  §  252  ;  ora  si  considerano  come 
forme  di  prima  specie;  perciò  dobbiamo  far  astrazione 
dalle  definizioni  date  allora,  e  vedere  che  cosa  diventino  le 
definizioni  dell'eguaglianza,  della  somma^  ecc.  date  per  le  F, 
nel  caso  dei  vettori. 

Il  prodotto  del  vettore  B  —  A  pel  triangolo  PQR  vale 
(B  -  A)PQR  =  BPQR  —  APQR. 

Esso  è  un  tetraedro  di  base  PQR  e  di  altezza  la  diffe- 
renza delle  altezze  dei  due  tetraedri  BPQR  ed  APQR,  cioè 
di  altezza  la  proiezione  del  vettore  B  —  A  sulla  perpendi- 
colare al  piano  PQR.  Dire  che  due  vettori  B  —  A  e  B'  —  A' 
sono  eguali,  equivale  a  dire  che,  comunque  si  prerde  il 
triangolo  PQR,  si  ha  (B  —  A)PQR=(B'— A')PQR;  ossia  che 
le  proiezioni  su  ogni  asse  dei  due  vettori  B  —  A  e  B'  —  A' 
sono  eguali  ;  ossia  ancora  che  i  vettori  hanno  la  stessa  lun- 
ghezza^  la  stessa  direzione  e  lo  stesso' verso;  proprietà  questa 
che  si  era  assunta  per  definizione  al  §  252.  La  somma  di 
un  punto  A  e  d'un  vettore  B  —  A,  vale  A  -^  (B  —  A)  =  B, 
come  si  era  definito  alio  stesso  §.  La  somma  di  due  vettori 
(C  —  B)  -+-  (B  —  A)  vale,  fatte  le  riduzioni,  C  —  A,  come  si 
era  parimenti  definito.  In  conseguenza  sussistono  tutte  le 
proprietà  allora  trovate  pei  vettori. 

§  266.  Abbiasi  ora  una  forma  di  prima  specie 

S  =  miAi  -¥-  wgAg  -♦- ... 

Preso  ad  arbitrio  un  punto  0,  si  ha  identicamente  : 

S  =  (mi  -f-  me  -f- ...)  0  -♦-  wi(Ai  —  0)  -*-  w?2(A2  —  0)  -f-  ... 

Il  coefficiente  m  =  mi  -¥-  m^  -i- ...  di  0  che  è  la  somma  dei 
coefficienti  dei  punti  dati,  dicesi  massa  della  S,  e  si  indica 


anche  con  w  S.  La  somma  nii  (Ai  —  0)-*-mt  (As  —  0)  •*■ ...  è 
i  somma  di  vettori,  e  quindi  è  ridattibite  ad  an  vettore  U  ; 
te  S  ^  ntO  •*-  U  ;  ossia 

.  Ogni  Fi  è  riduttihile  ad  un  punto  arbitrario  0  con 
falciente  la  massa  della  forma  data,  più  un  vdtore. 
>e  la  massa  non  è  naila,  sì  potrà  mettere  in  evidenza,  e 
i  avrà 


)ra  la  somma  del  punto  0  e  del  vettore  -^U  è   ridat- 
ile ad  un  punto  unico  U;  onde  S  =  mG: 

I.  Of/ni  Fi ,  la  cui  massa  non  è  nulla,  è  riduttibile  ad  un 
ito  unico,  con  cofficiente  la  massa  della  forma  data: 

SfiFi.toS--  =  0.D.S/((oS)6p. 

esto  punto  unico  dicesi  baricetttro  della  Fi . 

ie  invece  la  massa  è  nalta,  nella  espressione  di  S  spa- 

w  il  primo  termine,  e  si  ha  : 

II.  Ogni  Fi  la  cui  massa  è  nulla,  è  riduttibile   ad  un 
fare  : 

SeFi.wS  =  0.o.Sev. 

)  267.  Riduzione  delle  Fj. 

Definizione.  —  Dicesi  vettore  d'una  linea  AB  e  si  ia- 

a  con  to  (AB),  il  vettore  B  —  A. 

?er  vettore  d'una  forma  di  seconda  specie  s,  si  intende 

somma  dei  vettori  delle  sile  linee,  moltiplicati  pei  rispet- 

i  coefficienti,  e  si  indica  con  (as. 

Si  ha 

A(B  —  A)  =  AB  poiché  AA  =  0, 
indi: 

Ogni  p*  è  il  prodotto  della  sua  origine  pel  suo  vettore. 
Vr<Alema.  —  Costrurre  una  linea  eguale  ad  mAB,  ove 
e  B  sono  punti,  m  un  numero. 
3i  faccia  C  =  A  -h  m(B  —  A)  ;  sarà  AC  =  mAB. 
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Corollario.  —  Ogni  forma  di  seconda  specie  della  forma 
ma  -♦•  »6  -4- ...  è  riduttibile  alla  somma  a'-h  b'-*- ...  di  più  linee 
aventi  coefficienti  eguali  all'unità. 

Teorema  I.  —  La  somma  di  più  linee  Oli  -4-  Olg  -4-...  -i-OIn 
aventi  la  stessa  origine  0,  e  per  vettori  li  •+-  Ig  h-  ...  -i-  In, 
è  una  linea  avente  per  origine  0,  e  per  vettore  li-*-I«  -»-...-*-I«. 

É  consegnenza  dell'identità: 

Oli  H.  Ol2  H-  ...  +  Oln  =  0(li  -4- 12  ■*- ...  +  I„). 

Questa  proposizione  si  paò  pare  enunciare  :  la  risultante 
di  più  forze  applicate  ad  uno  stesso  punto,  è  una  forza  ap- 
plicata allo  stesso  punto,  e  rappresentata  dal  vettore  somma 
dei  vettori  rappresentanti  le  forze  date. 

Teorema  IL  —  La  somma  di  più  linee  parallele^  se  la 
somma  dei  vettori  di  (jueste  linee  non  è  nulla,  è  riduttibile 
ad  una  linea  sola,  il  cui  vettore  è  la  somma  dei  vettori  delle 
linee  date,  e  per  origine  di  essa  si  può  prendere  il  baricentro 
delle  origini  delle  linee  date,  cui  siano  affisse  masse  propor- 
zionali ai  vettori  delle  stesse. 

Siano  Al  A2...  An  le  origini  delle  linee  date,  li,  I3,  ...In  i 
loro  vettori  che  sono  paralleli.  Posto  I=Ii  -♦- 1«  -♦- ...  -h  In 
sarà  I  un  vettore  non  nullo  e  parallelo  ad  essi;  quindi  si 
potranno  determinare  le  q  xi  xn  ...ocn  in  guisa  che  si  abbia 

Il  =  Xìl ,  I2  =  0:21 , ...  In  =  Xnl; 

i  numeri  Xi  oa ...  Xn  saranno  proporzionali  ai  vettori  li ...  In 
e  sommando  si  avrà  o^i  -h  a?i  -h  ...  -4-  ^r»  =  1.  Si  avrà  allora 

Aili  -+-  A2I2  -•- ...  -»-  Anin  =  (^lAi  -4- ...  -+-  a;nAn)I. 

Ora  a;i Al  -+•  a72A2  -*- ...  -♦•  XnAn  è  una  Fi  di  massa  1  ;  quindi 
è  riduttibile  ad  un  punto  A,  baricentro  dei  punti  A1A2...  An 
colle  masse  onxi ...  a.". 

Sostituendo  si  ha  SArIr=AI,  che  dimostra  la  proposizione. 

r 

Si  interpreti  la  proposizione  supponendo  che  le  linee  rap- 
presentino forze. 
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§  268.  Definizione,  —  Il  'prodotto  di  due  vettori  dicesi 
bivettore,  e  per  alibreviaziove  v*. 

I  bivettori  hanno  altrettanta  importanza  per  le  F^  quanta 
i  vettori  per  le  Fi.  Un  bivettore  si  può  ridurre  alla  diffe- 
renza di  due  linee  coi  vettori  eguali.  Invero,  se  B  —  A  è 
il  primo  fattore,  ed  I  il  secondo,  si  ha 

(B  — A)  I  =  BI-AL 

Se  i  due  vettori  che  si  moltiplicano  hanno  la  forma 
B  — A  e  C  —  A,  si  avrà: 

(B  —  A)  (C  —  A)  =  BC  -f-  CA  -♦-  AB, 

ed  è  ridotto  al  perimetro  d'un  triangolo. 

Se  le  linee  rappresentano  forze,  il  bivettore  rappresenta 
ciò  che  si  chiama  coppia  di  forze. 

Un  bivettore  si  può  pure  rappresentare  in  figura  col  pa- 
rallelogramma costrutto  sui  vettori  dati. 

II  prodotto  d'un  punto  A  per  un  bivettore  IJ  è  ridutti- 
bile  ad  un  triangolo.  Invero,  posto  B  —  A  =  I,  C  —  A  =  J, 
si  avrà  AIJ^ABC.  Affinchè  un  bivettore  IJ  sia  nullo,  è 
necessario  e  sufficiente  che  il  triangolo  AIJ  sia  =  0,  il  che 
avviene  quando  i  vettori  sono  paralleli. 

Affinchè  due  bivettori  IJ  e  l'J'  siano  eguali,  è  necessario 
e  sufficiente  che  si  abbia  AIJ  =  Arj'.  Quindi,  rappresen- 
tando i  V*  mediante  parallelogrammi,  doppi  di  quei  triangoli, 
bisognerà  che  quei  parallelogrammi  giacciano  in  piani  pa- 
ralleli, abbiano  la  stessa  area,  e  lo  stesso  senso. 

Dato  il  bivettore  IJ,  ed  un  vettore  U  parallelo  al  piano  IJ, 
si  può,  in  infiniti  modi  costrurre  un  vettore  V  in  guisa  che 
UV  sia  eguale  ad  IJ. 

La  somma  di  due  v^  è  un  v*.  Infatti  si  prenda  un  vet- 
tore U  parallelo  ai  due  v^  dati;  allora  i  bivettori  dati  si 
possono  ridurre  alla  forma  UV  e  UW,  ove  V  e  W  sono 
vettori.  Sommando  si  ha  UV-4- UW  =  U(V-f.  W);  ora 
V  -f-  W  è  un  vettore,  quindi  U(V  h-  W)  è  un  v^.  In  con- 
seguenza : 
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La  somma  di  quanti  si  vogliano  v^  è  ridtUtibiJe  ad  un 
V8;  ossia  Vinsieme  di  più  coppie  di  forze  ammette  una 
coppia  risultante. 

§  269.  Consideriamo  delle  F^  giacenti  in  nn  piano  fisso. 

Se  le  rette  che  contengono  due  p*  si  incontrano  in  un 
punto  0,  si  può  prendere  per  origine  il  punto  d'incontro  0, 
e  allora  le  linee  avranno  la  forma  01  ed  OJ,  e  la  loro 
somma  01  -*-  0J  =  0  (I  -*-  J)  si  costruisce,  come  si  è  visto 
al  §  267, 1.  Quindi  la  somma  di  due  p* ,  ove  le  rette  che  le 
contengono  si  incontrino  in  un  punto^  è  riduttihile  ad  una 
sola  p* ,  che  passa  pel  punto  dHncontro  delle  date,  ed  ha  per 
vettore  la  somma  dei  vettori  delle  linee  date. 

Se  invece  le  due  p^  date  sono  parallele,  ma  i  loro  vettori 
non  sono  eguali  e  di  segno  contrario,  la  loro  somma  si  ot- 
terrà colla  regola  II  dello  stesso  §,  e  sarà  una  p*  parallela 
ad  esse. 

Infine,  se  le  due  linee  date  hanno  i  vettori  eguali  e  di 
segno  contrario,  la  loro  somma  è  un  bivettore,  che  non  si 
può  ulteriormente  ridurre. 

Per  costrurre  la  somma  d'una  linea  AB  e  d'un  bivettore 
UV,  giacente  nel  piano,  si  determini  il  vettore  C  —  A  in 
guisa  che  (C  —  A)  (B  —  A)  =  UV,  il  che  si  può  fare  in  infi- 
niti modi.  SaràC(B-A)-A(B-A)=UV,  ossiaC(B-A) 
=  AB  -H  TJ  V.  Ora  C  (B  —  A)  è  una  linea  di  origine  C,  e  di 
vettore  B  —  A,  cioè  lo  stesso  vettore  della  linea  data;  e  que- 
sta linea  è  la  somma  cercata.  Adunque  aggiungendo  (in  un 
piano)  ad  una  linea  un  v^ ,  si  trasporta  parallelamente  a 
sé  stessa  la  linea  data.  Applicando  più  volte  le  costruzioni 
precedenti,  si  ottiene: 

Ogni  somma  di  linee  giacenti  in  un  piano,  se  la  somma 
dei  vettori  di  queste  linee  non  è  nulla^  è  rìdultihile  ad  una 
linea  sola,  il  cui  vettore  è  la  somma  dei  vettori  delle  linee 
date;  se  invece  la  somma  dei  vettori  è  ìiulla,  la  somma  delle 
linee  è  riduttihile  ad  un  bivettore. 

Questa  proposizione  si  può  pure  enunciare: 


^  m  ^ 


Date  in  un  piano  più  linee  AiBi,  A2B2J ...,  se  la  somma 
dei  loro  vettori  non  è  nulla,  si  può  costrurre  una  linea  XY 
in  modo  che,  comunque  si  prenda  il  punto  P  nel  piano,  si 
abbia  sempre 

PXY  =  PAiBi  -4.  PA2B3  -H  ... 

Il  luogo  dei  punti  P  per  cui  la  somma  delle  aree  trian- 
golari  aventi  il  vertice  in  P  e  per  òasi  AiBi ,  A9B3 , ...  è 
nulla,  è  la  retta  XY;  U  luogo  dei  punti  P  per  cui  qtcesta 
somma  ha  un  valore  costante  {in  grandezza  e  segno)  è  una 
retta  parallela  a  XY. 

Se  la    somma  dei  vettori  delle  linee  AiBi,  AÌB2, è 

nulla^  comunque  si  prenda  il  punto  P  nel  piano,  la  somma 
dei  triangoli  PAiBi  •+-  PA2B2  -*- ...  ha  un  valore  costante. 

Le  linee  considerate  possono  essere  rappresentate  dai  iati 
successivi  A1A2  -♦-  A2A3  -♦- ...  H-  An-iAn  di  una  linea  poli- 
gonale aperta  0  chiusa.  La  somma  dei  vettori  di  queste 
linee 

(A2  —  Al)  -f-  (A3  —  A2)  -4-  ...  -♦-  (An  —  An-l)  =  A«  —  Al 

non  è  nulla  se  la  linea  è  aperta,  è  nulla  se  la  linea  è  chiusa. 
Quindi  le  proposizioni  precedenti  diventano  in  questo  caso: 
Data  una  linea  poligonale  aperta  Ai  Ab  . .  An ,  si  può  co- 
strurre  una  linea  XY,  il  cui  vettore  vale  A»  —  Ai,  in  guisa 
che,  comunque  si  prenda  il  punto  P  nel  piano,  si  abbia 

PXY  =  PA1A2  H-  PA2A3  +  ...  -H  PA„_iAn. 

Data  una  linea  poligonale  chiusa  A1A2...  An-iAi,  comunque 
si  prenda  il  punto  P  nel  piano,  la  somma  PAi A2  ■*-  PA2A3  -+- 
...  -I-  PAn-iAi  ha  un  valore  costante, 

A  questa  somma  costante  si  suole  dare  il  nome  di  area 
limiìata  dalla  linea  poligonale  A1A2 ...  An-iAi',  anche  se 
questa  linea  si  interseca  più  volte. 

La  costruzione  della  linea  somma  di  più  linee  date  in 
un  piano  ha  grande  importanza  pratica,  sia  per  trasfor- 


■  fi  ? 
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mare  delle  aree,  che  per  determinare  la  risaltante  di  più 
forze.  Qaella  costruzione  si  fa  metodicamente  in  Statica 
grafica  coi  poligoni  funicolarL 

§  270.  Teorema.  —  La  somma  di  più  linee  nello  spazio 
è  riduttibile  ad  una  linea,  avente  per  origine  un  punto  ar- 
hitrario  e  per  vettore  la  somma  dei  vettori  delle  linee  date, 
più  un  bivettore. 

Sia  la  somma  s = Aili  -♦-  A2I2  •*-...-*-  AnL,  in  cui  A1A2 ... 
sono  le  origini,  li,  h, ...  i  vettori  delle  linee  a  sommarsi. 
Preso  ad  arbitrio  il  punto  0,  si  ha  l'identità 

8  =  0(li  -H  l8  +  ...  -H  In)  +  [(Al  —  0)li  -H  (Al  —  0)l2  H-  ...  H- 

H-  (An  -  0)ln\.       • 

n  primo  termine  di  s  rappresenta  una  linea  avente  per 
origine  il  punto  preso  ad  arbitrio  0,  e  per  vettore  la  somma 
dei  vettori  delle  linee  date;  il  secondo  termine,  che  è  la 
somma  di  n  bivettori,  è  riduttibile  ad  un  bivettore  solo; 
così  resta  dimostrato  il  teorema. 

Corollario.  —  La  somma  di  più  linee  nello  spazio,  ove 
la  somma  dei  vettori  di  queste  linee  sia  nulla,  è  riduttibile 
ad  tin  bivettore  (che  potrebbe  anche  annullarsi)  : 

5eF«.(os  =  0.  o.sev^. 

Infatti  nella  formula  precedente  sparisce  il  primo  termine. 

Teorema.  —  Se  la  somma  dei  vettori  delle  linee  date  non 
è  nuUa,  ma  è  nulla  la  somma  dei  volumi  ss,  la  somma  delle 
linee  date  è  riduttibile  ad  una  linea  sola,  e  viceversa: 

/?eF2.(os^=o.  ss  =  0.  o.sep2 

Infatti,  posta  la  formazione  s  ==  a  -♦•  t,  ove  a  rappresenta 
la  linea,  i  il  bivettore  alla  cui  somma  si  può  ridurre  s,  si 
avrà 

5S  =  (a  -♦-  i)  (a  -t-  i)  =  2ai. 

Se  ora  ss  =  Q,  dovrà  essere  «i  =  0,  quindi  la  linea  a  è 

P.  —  Anelisi  infinitesimale.  —  VOL.  il.  -  8. 
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parallela  al  bivettore  i.  Si  determini  perciò  la  linea  b  tale 
che  b  —  a  =  i\  sarà  b  =  a-^i  =  s. 

Viceversa,  se  s  è  riduttibile  ad  una  linea  sola  &,  sarà 
ss  =  bb=0. 

Il  volume  ss  dicesi  Vinvariante  della  forma  s. 

§  271.  Riduzione  delle  F3.  —  Dicesi  bivettore  di  un  trian- 
golo ABC,  e  si  indica  con  (o(ABC)  il  bivettore  AB  h-  BC 
-+-  CA  =  (B  —  A)  (C  — A).  Il  prodotto  di  un  punto  del  trian- 
golo pel  bivettore  dà  il  triangolo.  Se  a  e  F3,  con  co  a,  che  si 
può  leggere  il  bivettore  di  a,  si  intende  la  somma  dei  bi- 
vettori  dei  triangoli  che  costituiscono  a,  moltiplicati  pei  ri- 
spettivi coefficienti.  . 

Il  prodotto  di  tre  vettori  dicesi  trivettorcj  e  per  abbre- 
viazione v^.  Un  tri  vettore  si  può  ridurre  a  varie  forma  Se 
i  vettori  che  si  moltiplicano  sono  B  —  A,  le  J,  ove  A  e  B 
sono  punti,  si  avrà: 

(B  — A)IJ  =  BIJ  — AIJ, 

quindi  il  v^  è  ridotto  alla  diflferenza  di  due  triangoli  aventi 
i  bivettori  eguali,  ossia  alla  diflferenza  di  due  triangoli  posti 
in  piani  paralleli,  e  aventi  le  aree  eguali  e  nello  stesso 
senso. 

Se  il  tri  vettore  si  riduce  alla  forma  (B  —  A)  (C  —  A) 
(D  —  A),  sviluppando  si  ha: 

(B  —  A)  (C  —  A)(D  —A)  =  BCD  +  DCA  +  ACB  +  ABD, 

e  così  è  ridotto  alla  somma  delle  faccio  d'un  tetraedro. 

Il  prodotto  di  un  punto  A  per  un  trivettore  è  un  te- 
traedro : 

A(B  ~  A)  (C  -  A)  (D  —  A)  =  ABCD. 

Un  trivettore  si  rappresenta  pure  in  figura  mediante  il 
parallelepipedo  costrutto  sui  tre  vettori.  Esso  è  il  sestuplo 
del  tetraedro  precedente. 

Un  trivettore  è  nullo   quando  è  nullo   quel  tetraedro  0 


questo  parallelepipedo,  cioè  quando  ì  tre  vettori  sono  com- 
planari. 

Bue  trivettorì  sono  eguali  quando  sono  eguali  i  tetraedri 
che  ne  risultano  moltiplicandoli  per  uno  stesso  pnnto,  ossia 
quando  sono  eguali  i  parallelepipedi  precedenti. 

Dati  due  vettori  (non  paralleli)  U  e  V,  si  può  sempre 
determinare,  in  infiniti  modi,  il  vettore  W  in  guisa  che 
UVW  sia  eguale  ad  un  dato  trivettore. 

La  somma  di  più  v^  è  un  v*;  infatti  si  riducano  i  v» 
dati  alla  forma  UVWi,  UV1.Vb,...;  la  loro  somma  varrà 
UV(Wi  +Wi,  + ...)  che  è  un  vi 

§  272.  Teorema.  —  Onni  somma  di  triangoli,  quando  la 
somma  d€Ì  loro  hiveitori  non  sia  mdla,  è  riduUibile  ad  un 
triangolo;  se  invece  la  somma  dei  bìvettori  è  nulla,  essa  è 
ri^uttibile  ad  «n  v*. 

«  e  Fa  tuo  --  =  0.  3.  o  e  pi 
o  e  F3.  (DO  =  0.  0.  o  e  vi 

Infatti,  siano  AiAi ...  A»  dei  punti  dei  piani  dei  triangoli 
dati,  e  siano  ui,ut,...u„  i  loro  bivettori.  La  somma  data 

1   =  Ai!(l  •♦•  AtUi  +  ...  +  AnMn. 

Preso  ad  arbitrio  un  punto  0,  si  avrà  identicamente 

a  =  0(mi  -*-m-t- ...  ■*■  Un)  •*■ 
(Ai  —  0)  Mi  -*-  (A*  —  0)ms  ■+- ...  -H  (A„  —  0)m„. 

Ora  i  termini  (Ai  —  0)mi  +  ...  sono  trivettorì,  e  la  loro 
somma  è  un  trivettore  a;  quindi,  ponendo  u  =  ui  •*■  iti -*• 
...  +  «B,  si  avrà: 

a  =  Ow  +  «, 

ossia  ogni  F3  è  ridottibile  ad  un  triangolo  Ou,  più  un  v^,  a. 
Se  ora  la  somma  u  dei  bivettori  «i  +  ws  + ...  è  nulla,  1  si 
riduce  al  trivettore  «.  Se  invece  u  non  è  nullo,  si  potrà  de- 
terminare nn  vettore  A  —  0  in  guisa  che  sia  (A  —  0)m  —  «, 
onde  Am  =  Om  +a;  e  a  resta  così  ridotto  al  triangolo  Am, 
il  cui  bivettore  è  la  somma  dei  bivettori  dei  triangoli  dati. 


j  278,  Applicazio7ii.  —  1.  Siano  ABC,  A'B'C,  A"B"C", ... 
TÌangolì  dati  in  grandezza  e  posizione  nello  spazio.  Se 
)inma  dei  bivettori   di   questi   triangoli  non  è  natia, 

■utto  il  triangolo  PQR  =  ABC  +  A'B'C -*- ,  allora, 

tinqne  sia  il  punto  X  dello  spazio,  la  somma  dei  te- 
Iri  aventi  il  vertice  in  X  e  per  basi  i  triangoli  dati  è 
le  al  tetraedro  avente  lo  stesso  vertice  e  per  base  il 
igolo  PQR.  Se  invece  la  somma  dei  bivettori  dei  trian- 

è  nulla,  la  somma  dei  tetraedri  XABC  -+-  XA'B'C'  •*- 
B"C"  ■*■ ...  ha  un  valore  indipendente  dalla  posizione 
punto  X. 

Diremo  che  un  sistema  di  triangoli  dati  nello  spazio 
)sizione  e  senso  formano  una  superfìcie  poliedrica  chiusa, 
^ni  linea  che  è  lato  d'un  triangolo,  presa  in  senso  op- 
),  è  pure  lato  d'un  altro  triangolo.  La  somma  dei  bi- 
>ri  di  questi  triangoli  è  nulla,  quindi  la  somma  dei  te- 
iri  aventi  per  vertice  un  punto  X  e  per  basi  le  faceie 
poliedro,  ha  un  valore  indipendente  da  X.  A  questa 
uà  costante  si  suol  dare  il  nome  di  volume  Imitato  da 
'a  superfìcie  poliedrica. 

Un  sistema  di  triangoli  dati  nello  spazio  in  posizione 
oso,  tali  che  i  lati  di  questi  triangoli,  alcuni  eccettuati, 
;ano  percorsi  in  due  sensi  opposti,  e  che  quelli  che  sono 
orsi  una  volta  sola  si  possano  ordinare  in  modo  da  es- 

i  Iati  consecativi  d'una  lìnea  poligonale  chiusa  /,  di- 

forraare  una  superficie  poliedrica  aperta,  avente  per 
orno  la  poligonale  l. 

ipposto  che  il  bivettore  I,  che  è  il  bivettore  del  sistema 
riangoli  dato,  non  sia  nullo,  costrutto  il  triangolo  PQR, 
ma  delle  faccio  dei  poliedro,  allora,  qualunque  sia  il 
;o  X,  il  volume  del  solido  poliedrico  di  vertice  X  e  di 

la  superficie  poliedrica  data,  è  eguale  al  volume  XPQR. 
sto  volume  risulterà  nullo  se  il  punto  X  giace  nel  piano 
t;  avrà  un  valore  costante  se  il  punto  X  si  sposta  in 
nano  parallelo  a  PQR. 


§  374.  Indice  d'un  v*.  —  Già  si  è  indicato  con  mod  U,  o 
rnlJ,  essendo  U  nn  v,  la  sna  lunghezza.  Abbiasi  ora  un  bi- 
vettore  UV;  con  in{UV)  intenderemo  il  numero  che  misnra 
l'area  del  parallelogrammo  che  rappresenta  il  bivettore  UV. 
Se  questo  bivettore  si  rappresenta  con  una  coppia  di  linee,  il 
suo  modulo  è  il  prodotto  della  lunghezza  d'una  delle  linee 
per  la  loro  distanza.  Se  il  v*  rappresenta  una  coppia  di 
forze,  il  suo  modulo  dicesi  momeTito  della  coppia. 

Due  trivettori  stanno  fra  loro  come  i  parallelepipedi  che 
li  rappresentano,  o  come  i  tetraedri  che  si  ottengono  mol- 
tiplicandoli per  un  punto.  Si  può  assumere  per  unità  di 
misura  dei  v^  quello  formato  da  tre  vettori  eguali  in  lun- 
ghezza all'unità,  di  misura  lineare,  a  due  a  due  ortogonali,  e 
avente  un  senso  stabilito,  che  si  chiama  positivo.  Si  suole 
assumere  per  senso  positivo  quello  formato  dalle  tre  dire- 
zioni avanti^  a  destra,  e  all'insti.  Secondo  questa  convenzione, 
se  IJli  sono  tre  vettori  il  cui  prodotto  sia  il  trivettore  po- 
sitivo, e  se  0  è  un  punto,  allora  il  tetraedro  OIJK  ^  sini- 
strorso, e  il  tetraedro  IJKO  è  destrorso. 

Si  può,  senza  pericolo  di  equivoco  nei  nostri  studii,  iden- 
tificare un  trivettore  col  numero  che  Io  misura  rispetto  al 
trivettore  unità.  Questo  numero  potrà  essere  positivo,  o  ne- 
gativo, o  nullo. 

Sia  u  un  v';  esso  si  può  anche  rappresentare  con  un 
vettore  U,  normale  al  bivettore  dato,  il  cui  modulo  sìa  il 
modulo  di  u,  e  di  senso  tale  che  il  trivettore  U«  sia  po- 
sitivo. Il  vettore  U  si  indica  con  |«,  e  si  chiama  Vindice 
del  bivettore  u.  Se  w  rappresenta  una  coppia  di  forze,  il 
vettore  U:=|m  dicesi  l'osse  momento  della  coppia. 

Adunque,  per  definizione,  si  ha  : 

{1}  «ev*.3.  Ime  V. 

{2)  „       mod|»  =  modu. 

<3)  M  e  V* .  i  e  q  .  0  .  |Am  =  ^|m. 

(4)  M  e  V* .  mod«  =  1 .  o .  ti\u  =  1. 

(5)  w  e  v' .  v\ii  =  (mod  m)*. 


-  38  — 

Viceversa,  dato  un  vettore  U,  è  determinato  il  v*  il  cui 
indice  è  U;  questo  bivettore  si  indicherà  parimenti  con  |U; 
sicché  il  segno  I  messo  avanti  ad  un  v^  produce  un  v,  e 
davanti  ad  un  v  produce  un  v^;  ripetuto  due  volte  si  di- 
strugge. E  si  hanno  le  formule  analoghe  : 

(1')  Uev.o.lUev». 

(2')  „        miU  =  mU. 

(3').  .        U  e  V .  A;  e  q  .  0  .  |A*U  =  A:|U. 
(5')  Uev.o.U|U  =  (mU)«. 

Dato  un  v*,  per  costrurre  il  suo  indice,  si  può  fare  a 
questo  modo.  Si  prenda  un  vettore  I  nel  piano  del  v*  dato, 
e  di  grandezza  eguale  all'unità  di  misura.  Si  determini  il 
vettore  J,  normale  ad  I,  e  tale  che  Lì  sia  eguale  al  v^ 
dato.  Poi  si  faccia  rotare  J,  attorno  ad  I  come  asse,  di  un 
angolo  retto  positivo,  cioè  in  guisa  che  assuma  la  posizione  E 
normale  ad  I  e  ad  J,  e  in  modo  che  il  trivettore  IJK  sia 
positivo.  Dico  che  K  =  |(IJ).  Invero  K  è  normale  ad  IJ; 
mK = m J  =  m(IJ)  ;  infine  il  trivettore  KIJ  =  IJK  è  positivo. 

§  275.  Teorema,  —  Uindice  della  somma  di  due  bivet- 
tori  è  la  somma  degli  indici  dei  medesimi  (ossia  Vasse  me- 
mento della  risultante  di  due  coppie  è  la  risultante  degli 
assi  momento  delle  coppie  date), 

«^,  V  8  v^ .  0  .  |(w  -f-  ì;)  =  \u  -♦-  \v. 

Infatti,  prendasi  un  vettore  I,  parallelo  ai  due  bivettori  u 
e  «;,  e  il  cui  modulo  sia  1.  Si  determinino  i  vettori  J  e  J' 
in  guisa  che  IJ  =  u,  I J'  =  v]  si  facciano  rotare  J  e  J'  at- 
torno ad  I  d'un  angolo  retto  positivo,  e  siano  K  e  K'  le 
loro  nuove  posizioni.  Si  avrà  : 

IJ+IJ'=I(J^J')^ 

K  =  l(IJ),    K'  =  |(IJ'); 

dopo   quella  rotazione  il  vettore  J  -h  J'  diventa  K  -f-  K', 
onde  K  -♦-  K'  =  1 1  (J  -H  J'),  e  sostituendo 
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|(IJ)  +  |(IJ')  =  |(IJ  +  IJ') 

che  è  la  formala  a  dimostrarsi. 

Questo  teorema;  che  esprime  la  proprietà  distributiva 
dell'operazione  |  è  assai  importante;  esso  riduce  la  ricerca 
della  somma  di  più  bivettori  alla  determinazione  della 
somma  dei  vettori  loro  indici. 

Se  nella  formula  dimostrata,  al  posto  ài  u  e  v  leggo  |V 
e  I V,  ove  U  e  V  siano  v,  ricavo  : 

U,Vev.o  .  |(U -4- V)  =  |U -H  |V. 

§  276.  Essendo  U  un  v,  e  «*  un  v*,  Uu  rappresenta  un 
v^,  ovverO;  secondo  le  convenzioni  fatte,  il  numero  che  lo 
misura.  Esso  vale  il  prodotto  dei  moduli  di  U  e  di  w  pel 
seno  dell'angolo  compreso. 

Essendo  U  e  V  due  v^,  UlV  rappresenta  parimenti  un 
numero;  esso  è  il  prodotto  dei  moduli  di  U  e  V  pel  co- 
seno dell'angolo  compreso.  Quindi  in  virtù  delle  convenzioni 
fatte,  la  scrittura  U|V  ritorna  ad  avere  il  significato  che 
si  era  assunto  per  definizione  al  §  255. 

Essendo  u  e  v  due  v^,  u\v  rappresenta  parimenti  il 
prodotto  dei  moduli  àiuev  pel  coseno  dell'angolo  compreso. 

§  277.  Coordinate.  —  Prendansi  nello  spazio  un  punto 
fisso,  od  origine  0,  e  tre  vettori  I,  J,  K,  di  lunghezza  l'unità 
di  misura,  a  due  a  due  ortogonali,  e  formanti  un  trivettore 
positivo.  Si  avrà  : 

(1)  I|I  =  J!J  =  KIK  =  IJK  =  1. 

(2)  |(JK)  =  I,    |(KI)  =  J,    |(IJ)  =  K. 

(3)  I|J  =  IIK  =  J|K  =  0. 

Ogni  vettore  U  si  potrà  ridurre  alla  forma  (§  254) 

(4)  U=a?I-*-yJ^^K. 

ove  i  numeri  a?,  y ,  z  sono  le  coordinate  del  vettore. 

Ogni  Fi,  S  si  può  ridurre  al  punto  0  con  coefficiente  la 
massa  m  della  S,  più  un  vettore  (§  266),  ossia 

(5)  S  =  mO  ^xl-^-yJ-h  zK. 
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altro  nameri  m,x,ij,z  diconsi   le  coordinate  della 
Se  la  forma  è  riduttibile  ad  un  ponto,  si  ha  »»  =  1; 
an  vettore,  sarà  m  =  0. 

i  v*,«,  ha  per  indice  un  vettore  che  si  può  mettere 
a  forma  (4)  ;  quindi  si  ricava  : 

u  =  aJK  ■+■  yKl  ■*•  zlJ. 

i  Fi,  s,  si  può  ridurre  ad  una  linea  avente  per  ori- 
»,  più  un  hivettore  (§  270).  Se  x,ì/,.s  sono  le  coordi- 
el  vettore  della  linea,  e  r)c',y',/ le  coordinate  del  bì- 
),  si  avrà  : 

s  =  0(i«I  -t-yj-f  zK)  +  afJK  t-  y'Kl  t-  z'I3. 

't  ha  qnindi  sei  coordinate. 

i  FsjO,  si  può  ridurre  ad  un  triangolo,  dì  cai  nn 
è  0,  più  un  trivettore  (§  272).  Se  x,  y,  z  sono  le  co- 
te del  bivettore  del  triangolo,  e  jw  è  il  numero  che 
:  il  trivettore,  si  avrà: 

<j  =  0(2- JK  +  yKI  +  z\S)  ■*■  mlJK, 

quattro  coordinate  a>,  y,  z,  m. 

'8.  Il  problema:  date  le  coordinate  di  due  forme, 
e  quelle  del  loro  prodotto,  si  risolve  esegoendo  il 
;to,  ed  ordinando.  Eccone  alcuni  esempi:  x,y,z,x',... 
'  sempre  per  indicare  delle  q. 

dotto  di  due  vettori  : 

I  +  yj  +  ,K)  (x'I  +  y'J  ■*■  /K)  =  (3^2'  -y>)JK  -*- 
-*-  (sai'  —  ^'aj)KI  -t-  iocy'  —  a:'y)lJ. 

condizione  affinchè  i  vettori  siano  paralleli,  è  che  il 
rodotto  sia  nullo,  ossia  (§  254,  Y) 

yz'  —  y'z  =  0,    zx'  —  z'x  =  0,    scy'  —  sey  =  0 

dotto  di  tre  v: 
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(2)  {col  -t-  yj  +  ^-K)  {x'I  -f-  i/J  -f-  ^'K)(a/'I  +  y"  J  +  ^"K)  = 
V 

y" 

La  condizioDe  affinchè  ì  vettori  siano  complanari,  ò  < 
il  loro  prodotto  sia  nnllo  (§  254,  VI). 
Prodotto  di  un  v  per  un  v*: 

(3)  (Oli  -t-yj-f  2K){cc'3K  ■+■  ^KI  -t-  /IJ)  =  xx'  -i-  yy'  f 

L'aunnllarsi  di  questo  prodotto  è  la  condizione  affim 
il  vettore  sia  complanare  col  bivettore. 
Coordinate  dell'indice  d'un  v*. 

(4)  I  (  j;JK  -H  yKI  -f-  HJ)  =a>l-t-yj-t-  gK, 

la  quale  dice  che  le  coordinate  dell'indice  d'an  v-  sono 
coordinate  di  questo  v'. 
Prodotto  interno  di  due  v: 

(5)  (xì-t-yj  ■*■  zK)\(a^l  -t-y'J  -*-  z'K)  =  xcc'  -^yy  -t-  zz'. 

L'annullarsi,  di  questo  prodotto  è  la  condizione  affini 
i  due  vettori  siano  perpendicolari. 

Sistemi  Ai  complessi. 

§  379.  Considereremo  ora  dei  sistemi  o  classi  di  co 
plessi  (Eq„).  Kappresentando  i  complessi  con  punti,  i 
classe  di  punti  costituirà  un  luogo  geometrico,  o  fìgu 
la  sua  forma  può  essere  affatto  qualunque;  questi  pu 
possono  essere  in  numero  finito  o  infinito,  formare  di 
linee,  delle  superficie,  dei  solidi,  ecc.  Così  i  vertici  di 
poliedro,  i  punti  che  stanno  sugli  spigoli  del  poliedro,  qu 
che  stanno  sulle  faccie,  i  punti  interni  al  poliedro,  costit 
3C0Q0  altrettante  classi  di  punti. 

Se  cu  è   un  qn,  non  nullo,  moda;,  o   ma;  è   un  Q,  e 


1 
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mx=a.  Questa  equazione  si  può   pure   leggere  xfma, 
cioè  ''a;  è  un  complesso  di  modulo  a „.  Perciò,  essendo  a 

7,  m  a  rappresenta  la  classe  dei  complessi  di  modulo  a, 

t  la  superficie  sferica  di  centro  l'origine  e  di  raggio  a. 

dicheremo,  per  brevità,  con  9  l'intervallo  C""!,  com- 

i  gli  estremi: 

6  =  0-^  1. 

ra,  se  oeQ,  6a  rappresenta  l'intervallo  O'^a;  enìefl 
resenta  l'insieme  dei  complessi  il  cui  modulo  non  è 
giore  di  a.  Se  a;  e  q  ,  ed  a  e  Q,  allora  a;  -*-  m  6  o  rap- 
enta  1  complessi  che  si  ottengono  aggiungendo  ad  x 
amplesso  dì  modulo  minore  o  eguale  ad  a,  ossia  l'in- 
e  dei  complessi  la  cui  differenza  da  oo  ha  un  modulo 
superiore  ad  a;  o,  come  diremo  abitualmente,  M  sfera 
'Mro  se  e  di  raggio  a.  Una  sfera  di  centro  w  si  dice 
un  intorno  di  x. 

280.  Essendo  w  una  Kq»,  diremo  che  essa  è  limit<da, 
modulo  dei  numeri  del  sistema  u  nou  assume  valori 
mque  grandi  ;  cioè  se  l'm  »  e  Q.  Una  classe  limitata  u 
;chiusa  nella  sfera  di  centro  l'origine  e  di  raggio  l'm  u. 
no  classi  limitate  tutte  quelle  costituite  da  un  numero 
I  di  punti.  La  circonferenza,  l'ellisse,  il  cerchio,  la  su- 
cie  sferica,  la  sfera,  ecc.,  sono  classi  limitate  di  punti, 
etta,  il  piano,  l'angolo  piano,  l'angolo  solido,  la  spi* 
d'Archimede,  ecc.,  sono  classi  illimitate, 
i  u  una  Kqn,  ed  x  un  q».  L'espressione  a  —  x  rappre- 
L  i  q»  che  sì  ottengono  sottraendo  oc  da  ogni  u.  Il  li- 
inferiore  dei  moduli  di  m  — se,  cioè  lim(«  — a;)  dicesi 
la  volta  la  distanza  di  x  dalla  classe  u.  I  complessi  x 
cai  quella  distanza  è  nulla  formano  una  classe,  che 
neremo  Cu. 

lindi  dire  che  a;  è  an  punto  di  Cu  significa  dire  che  il 
e  inferiore  delle  distanze  di  x  ai  varii  punti  di  »  è  nalla  : 

a? e  C «  .  =  .  Il  m  (m  —  x)=(}. 
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Sono  numeri  della  classe  Cu  tutti  gli  individui  della 
classe  Uj  poiché  per  essi  il  minimo  modulo  della  differenza 
u  —  X  è  0: 

(2)  uoCu. 

Inoltre  appartengono  alla  classe  Cu  quei  punti  che  non 
sono  punti  di  Uj  ma  tali  che  in  ogni  loro  intorno  esistono 
punti  di  u^  necessariamente  in  numero  infinito. 

Se  la  classe  u  contiene  un  numero  finito  di  punti,  Cu 
coincide  con  u. 

Se  la  classe  u  è  un  intervallo  a~"6,  in  cui  gli  estremi 
siano  esclusi,  la  Cu  è  l'intervallo  a^fe,  compresi  gli  estremi. 

Se  la  2^  è  l'insieme  dei  punti  interni  ad  una  sfera,  la  Cu 
è  l'insieme  dei  punti  o  interni  o  sulla  superficie  della  sfera. 

Se  2^  è  la  classe  dei  numeri  razionali^  Cu  rappresenta  i 
numeri  reali. 

Se  e^  è  una  classe  di  numeri  reali,  il  limite  superiore 
degli  Uj  se  è  finito^  sarà  un  punto  di  Cu. 

Altrettanto  avviene  del  limite  inferiore. 

Data  una  classe  u,  e  ricavatane  la  Cu,  operando  su  questa 
nello  stesso  modo,  si  avrà  la  CCu  ;  però  questa  nuova  classe 
coincide  colla  precedente,  ossia: 

(3)  u  e  Kqn .  o  .  CCu  =  Cu. 

Infatti,  se  xtCCu,  fissata  ad  arbitrio  una  quantità  po- 
sitiva 27»,  esisteranno  dei  punti  di  Cu  la  cui  distanza  da  x 
è  minore  di  fe;  e  sia  y  un  punto  siffatto.  Poiché  y  é  un 
punto  di  Cu,  esisteranno  dei  punti  di  u  distanti  da  y  meno 
di  h. 

Quindi  esisteranno  dei  punti  di  u  distanti  da  x  meno 
di  2h,  quantità  arbitrariamente  piccola.  Dunque  il  limite 
inferiore  delle  distanze  di  x  dai  punti  di  ^^  é  nulla,  ossia  x 
é  un  punto  di  Cu;  adunque: 

X  e  CCu  .o.xt  Cu, 
che  si  può  scrivere 

CCu  0  Cu .  (a) 


arte  se  nella  (2)  al  posto  di  u  leggo  Cu,  si  avrà  : 

Cm  a  CC«;  {b) 

e  (b)  si  deduce  il  teorema. 

asse  u  dicesi  chiusa,  se  coincide  colla  Cu,  ossia 

u.  Da  qaanto  si  è  ora  dimostrato  risulta  che,  data 

ie   qualunque  »,  la  classe  Cu  è   chiusa,  poiché 

I*.  Per  questa  ragione  la  classe  Cm  si  potrà  leg- 

lasse  u  resa  chiusa. 

vallo  B,  la  sfera  x  ■+■  m^h,  ecc.,  sono  classi  chiuse. 

Siano  u  e  V  due  Kq™;  e  si  immagini  la  classe 
titaìta  dai  punti  che  appartengono  ad  una  almeno 
classi.  Preso  un  punto  qualunque  x,  la  distanza 
u-v  è  la  minima  delle  distanze  di  a;  da  u  e  di  £ 
ia: 

u,  V  tKqn  .  X  t  q„ .  a  .\im[{u~^v)  —  x\  = 
=  min[lim(i*  —  a;),  hm{v~  x)]. 

se  la  distanza  di  x  da  u~v  è  nulla,  cioè  se 
'?),  una  almeno  delle  due  distanze  di  ^  da  u  e  da  v 
a,  ossia  0  a:  è  un  Cm,  ovvero  xsCv;  e  viceversa, 
i  queste  distanze  è  nulla,  lo  sarà  pure  la  distanza 
'fv;  ossia: 

u,vt  Kq, .  0 .        C(tt  -  v)  =  Cu  ■~-  Cv. 

iltre  proprietà  delle  classi  C»,  che  basterà  enun- 
ichè  in  seguito  non  occorrono. 
1  e  V  classi  di  q„.  Se  la  u  è  contenuta  in  v,  anche 
tenuto  in  Cv. 

wòv .    D.    CmdCw. 

5se  C{m-*),  cioè  la  parte  comune  alle  due  classi  « 
chiusa,  è  contenuta  nella  parte  comune  alle  classi  u 
chiuse  : 

C(M"Vj3(CM}-^(Ct;). 


Se  poi  le  classi  u  e  v  sodo  chiuse,  iovece  del  segno  a  si 
può  leggere  il  segno  = . 

§  382.  In  alcune  questioni,  data  una  classe  u,  si  hanno 
a  considerare  ì  punti  x  tali  che  è  nulla  la  distanza  di  x 
dagli  altri  pnnti  della  figura  u,  cioè  dai  punti  della  figura  u 
diversi  da  x.  Questi  pnnti  formano  nna  classe  che  dicesi 
cìenvaia  dì  u,  e  che  si  indica  con  D«. 

Scriveremo  per  uu  momento  t(!0o;)  invece  di  eguale  a. 
Sicché  ta;  significa  eguale  ad  x,  e  —  la;  vuol  dire  diverso 
dax  (11  segno  =  none  l'equivalente  di  i,  ma  hensì  di  si). 

Allora  la  classe  D»  si  può  definire  come  segne: 

(1)  a;  E  Dm  .  = .  Il  m  [(w  ~  [  a;)  —  ce]  =  0. 

Le  classi  Cu  e  Bu,  benché  distinte,  sono  legate  da  rela- 
zioni. Se  07  è  un  punto  di  Cu,  ma  non  di  »,  allora 
ii'^ix=u  (gli  u  diversi  da  co  sono  tutti  gli  «);  e  perciò 
questo  punto  sarà  un  punto  di  Uu 

(Cu)  ~  w  3  Dw  (rt) 

Viceversa,  ogni  punto  di  D«  è  un  punto  di  Cu 

Dm  3  Cu  (i) 

Dalla  [a)  e  ih)  e  dalla  (2)  del  §  280  si  ricava  : 

(2)  0«  =  m-Dm, 

cioè  la  classe  C«  è  l'insieme  della  classe  u  e  della  sua  de- 
rivata. 

Mentre  la  classe  Cu  contiene  la  u,  non  sempre  la  D« 
contiene  la  m  ;  se  questo  avviene,  cioè  se  md Dm,  sarà  Cm=Dm, 
ossia  la  classe  u  resa  chiusa,  e  la  classe  derivata  coinci- 
dono. Ma  può  avvenire  che  esistano  dei  punti  di  u  non 
appartenenti  alla  classe  derivata;  essi  sono  pnnti  di  u  tali 
che  in  convenienti  loro  intorni  non  esistano  altri  punti  di  m. 
Questi  punti  m  ~  Dm  diconsi  punti  isolaii  di  h.  La  classe  C« 
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:a  alla  derivata  di  u,  cioè  Du,  coi  si  aggiangano 

solati  di  u. 

issi  derivate  godono  di  notevoli  proprietà,  fra  coi 

3: 

DDm  0  D» 

J){u~v)  =  'Du~'Dv. 

■  Avremo  a  considerare  anche  delle  classi  di  classi 
lessi,  KKqn,  cioè  dei   sistemi  di   grappi  di  punti. 

delle  frasi  "  classe  limitata  „ ,  "  classe  chiusa  „ , 
contenente  il  punto  co „,  " stera „ ,  ecc.,  rappresenta 
qn.  Spesso  una  KKq»  si  determina  mediante  una 
à,  ad  es.  "  di  essere  limitata  „,  "  di  essere  chiusa ,, 
tenere  x  j,,  "di  avere  la  sforma  sferica  „ ,  ecc.,  e 
laggio  è  forse  più  comodo  parlare  di  "  proprietà 
issi  di  qn  „ ,  anziché  di  "  classi  di  classi  di  q»  „. 
la  KKqo,  cioè  una  proprietà  dei  campi  dì  punti, 
che  questa  proprietà  è  distributiva,  e  scriveremo 
ln)distrib.,  se  tutte  le  volte  che  la  somma  di  due 

e  e',  cioè  c-^c',  ha  la  proprietà  u,  uno  almeno  di 
'a  la  stessa  proprietà;  e  viceversa,  se  uno  dei  campi 
i  la  proprietà  u,  anche  U  loro  insieme  e-  e'  (ébia la 
'oprietà. 
|ue,  supposto  che  ue{KKqn)distrib.,  si  avrà   per 


e  -  e'  e  M  .  =  (e  e  m)  -  (e'  e  m). 

.  l'essere  una  classe  illimitata  costituisce  una  pro- 
istributìva;  poiché  se  una  classe  è  illimitata,  scom- 
la  in  partì,  una  almeno  di  esse  sarà  pure  illimitata; 
rsa  se  una  delle  parti  è  illimitata,  anche  la  classe 
I  è. 

si  nello  spazio  un  insieme  s  di  punti,  in  numero 
Allora,  dato  un  campo  e,  esso  può  contenere  un 
finito  0  un  numero  infinito  di  punti  del  sistema  s- 
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La  proprietà  "  il  campo  e  contiene  infiniti  punti  del  si- 
stema s  „è  una  proprietà  distributiva  ;  poiché  se  e  contiene 
infiniti  punti  di  s,  scomponendolo  in  parti,  una  almeno  di 
esse  conterrà  infiniti  punti  del  sistema  ;  e  viceversa,  se  una 
delle  parti  contiene  infiniti  punti,  lo  stesso  avverrà  del 
campo  totale. 

§  284.  La  proprietà  (1)  equivale  all'insieme  delle  (2) 
e  (3)  seguenti  : 

(2)  c-c'tu.o  .{ce  u)  -  {d  e  u) 

(3)  (e  e  w)  --  (e'  e  w) .  0  .  e  -  e'  e  ^f . 
Questa  (3)  si  può  scindere  in  due,  l'una  è 

(4)  ctu,'ò.c-'dtu 

e  Taltra  che  si  ottiene  dalla  (4)  scambiando  e  con  e",  e 
che  quindi  esprime  la  stessa  proprietà  della  (4). 

Ancora,  essendo  e  una  classe,  e  --  e'  rappresenta  una  classe 
qualunque  contenente  e;  quindi  la  (4)  si  può  pure  trasfor- 
mare in: 

(5)  e  e  «f .  e  0  e' .  0  .  e'  e  e^ . 

Adunque  alla  proposizione  (1)  che  caratterizza  le  pro- 
prietà distributive,  si  può  sostituire  l'insieme  delle  propo- 
sizioni (2)  e  (5)  ;  ossia  : 

Dicesi  che  u  è  una  pt'oprietà  distribtdiva  dei  campi  di 
puntij  se,  qualora  un  campo  ha  la  proprietà  u,  scomponen- 
dolo in  parti,  una  almeno  di  esse  ha  la  proprietà  u;  e  se 
inóltre,  qualora  un  campo  ha  la  proprietà  u,  ogni  campo 
che  lo  contiene  ha  la  medesima  proprietà. 

Si  suole  considerare  anche  come  una  classe  la  classe 
nulla,  rappresentata  dal  segno  a.  Se  u  è  una  proprietà  di- 
stributiva, e  se  il  campo  a  ha  la  proprietà  u,  cioè  se  a  e  w, 
sostituendo  nella  (4)  al  posto  di  e  il  a,  si  troverà  c'ew, 
ossia  ogni  campo  avrà  la  proprietà  u.  Ora  noi  evidente- 


i  vogliamo  parlare  di  proprietà  non  comani  a  tatti  ì 
i;  quindi  converrà  escludere  il  campo  nnllo  dalle  no- 
•icerche,  ossia  ammetteremo  : 

)t  e  (KKqn)  distrib.  a  .  a  ~  e  u. 

!85.  L'introduzione  delle  proprietà  distributive,  di  na- 
alquanto  filosofica,  giova  ad  enunciare  il  seguente  im- 
nte  teorema  dovuto  a  Cantor. 

strema.  —  Se  «  è  una  proprietà  distributiva  dei  campi 
tnti,  e  se  un  campo  s  ha  la  proprietà  tt,  e  questo  campo 
'.tato,  allora  esiste  ìin  punto  x  del  campo  s  reso  chiuso 
■he  ogni  sfera  di  centro  x  ha  la  proprietà  u  : 

u  e  (KKqn)  distrib.  s  e  m  .  l'm  s  e  Q  .  3.*. 
a;£Cs:A:eQ.Ot.a;+mefcew:~^j..\ 

jponiamo  che  i  q»  siano  dì  terzo  ordine  {x,y,z)  e  rap- 
ntiamoli  con  punti  nello  spazio.  Poiché  la  classe  s  è 
ita,  le  coordinate  dei  punti  di  s  saranno  comprese  fra 

finiti;  e  sia  (a*""  a\  h^h',  c^d)  il  parallelepipedo 
nenie  la  classe  s.  Si  dividano  per  metà  gli  spigoli  del 
lelepìpedo,  e  pei  punti  di  divisione  si  conducano  i  piani 
leli  alle  faccie.  Si  avrà  scomposto  il  parallelepipedo 

parallelepipedi,  e  il  campo  dato  risulterà  scomposto 
rti  in  numero  eguale  o  minore  di  8  (il  numero  sarà 
re  se  qualcuno  dei  parallelepipedi  parziali  non  con- 

alcun  punto  di  s).  In  virtù  delle  ipotesi  fatte,  una  di 
e  parti  avrà  la  proprietà  u.  Il  campo  parte  di  s,  avente 
*oprietà  u  sia  quello  compreso  net  parallelepipedo 
11,  h\~'iiì,   Ci~^cr).  Si   avrà    fii  >  n,  hi>h,  Ci>c; 

<•!,  hi'  <  il ,  Ci'  <  Ci  ,  e 


-i), 
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Si  operi  su  questo  nuovo  campo  come  si  è  operato  nel 
proposto.  Si  troverà  un  nuovo  campo  avente  pure  la  pro- 
prietà u,  e  in  cui  le  coordinate  dei  punti  sono  comprese 
fra  og,  a'2]  &2,  6'«;  cg,  c'2]  e  così  via. 

Le  quantità  a,  ai,  02, ...,  quando  variano,  vanno  crescendo, 
e  le  a',  a'i,  a'2...  vanno  decrescendo;  e  poiché  le  differenze 
a'  —  a,  a'i  —  ai,  d%  —  a2, ...  vanno  diminuendo  indefinita- 
mente, esse  tendono  verso  un  limite  a?o;  analogamente  le 
quantità  h,  h,  62,...  e  6',  b\,  62...  tendono  ad  uno  stesso 
limite  yo,  e  le  e,  ci,  C2, ...  e  e',  c'i,  C2, ...  verso  ^'o.  Dico  che 
il  punto  P  di  coordinate  xq,  yo,  ^0  gode  della  proprietà  enun- 
ciata. Invero,  fissato  ad  arbitrio  k  si  determini  n  così  grande 
che  tutti  i  punti  le  cui  coordinate  sono  comprese  fra  anj 
a'n'y  hn,  h'n]  Cn,  c'n,  distìuo  da  P  meno  di  k  (per  il  che  basta 
prendere  n  in  guisa  che  le  differenze  Xq  —  On,  a'n  —  ^0  ; 
yo  —  6n,  b'n  —  yo,  ^0  —  Cn,  c'n  —  ^o?  che  hanno  per  limiti  zero, 
siano  minori  di  A;/3).  Allora  la  sfera  di  centro  (rro,  yo,  ^0) 
e  di  raggio  k  contiene  il  campo,  parte  di  s,  compreso 
nel  parallelepido  (a« "^  a'n,  bn^b'n,Cn^dn),  avente  la  pro- 
prietà u]  dunque  anche  quella  sfera  ha  la  proprietà  u. 
Inoltre,  poiché  ogni  sfera  di  centro  (a?o,  yo,  ^0)  con- 
tiene punti  del  sistema  s,  il  punto  (a?o,  yo,  s:o)  apparterrà 
a  Cs. 

§  286.  Avremo  spesso  occasione  di  applicare  il  teorema 
di  Cantor;  per  ora  ci  limitiamo  ad  un  esempio. 

Sia  s  una  classe  di  infiniti  punti,  e  sia  essa  limitata,  cioè 
l'm  s  e  Q.  Allora  la  proprietà  **  il  campo  e  contiene  infiniti 
punti  di  8  „  é  una  proprietà  distributiva  ;  il  campo  dato  s 
ha,  per  ipotesi,  la  proprietà  di  contenere  infiniti  punti  e  di 
essere  limitato;  dunque  esisterà  almeno  un  punto  tale  che 
in  ogni  suo  intorno  esistono  infiniti  punti  del  sistema  s.  In 
altre  parole,  esiste  sempre  il  sistema  derivato  d'una  classe  5, 
contenente  infiniti  punti^  e  limitata.  Ovvero  :  Se  un  sistema 
di  infiniti  punti  non  ha  classe  derivata,  U  sistema  è  illimi- 
tato,  0  ancora -^?^  un  sistema  di  infiniti  punti,  limitato^  la 
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U  due  punti  del  sistema,  col  variare  di  essi,  pm 
comunque  piccola. 

Nel  presente  §  e  nel  successivo  faremo  alcune  tra- 
dì del  teorema  di  Cantor,  delle  quali  però  non  ci 

in  seguito. 

ino  presentare  delle  proprietà  u  dei  campi  di  pnntì 
I,  che  soddisfano  solo  alia  prima  delle  condizioni 
irietà  distributive  (§  284  (2)),  cioè  tali  che 

e  -  e  e  « .  0  .  (e  6  m)  —  (e'  8  w), 
il  campo  somma  e-  e'  ha  la  proprietà  «,  una al- 
e  sue  parti,  e  o  e',  ha  la  proprietà  u.  Questa  pro- 
li può  chiamare  semidistrilutiva. 
la  proprietà  '  il  campo   e  contiene   nn   campo 

proprietà  u  „  è  distributiva,   e  il  teorema  di 
venta  : 

una  proprieià  semidistrihutiva  dei  campi  di  punti 
classe  limUata  s  ha  la  proprietà  u;  allora  esiste 
X  del  campo  s  reso  chiuso,  tale  che  ogni  sfera  dì 
contiene  dei  campi  aventi  ìa  proprietà  u. 
npio,  sia  f  un  q/qn,  cioè  sia  f  una  fanzione  reale 
labili  reah;  sapposto  per  semplicità  «  =  3,  sia 
una  fanzione  reale  di  tre  variabili  reali  ai,y,z. 
imite  superiore  iìnito  o  infinito  dei  valori  di  f 
.  terna  {x,y,z)  varia  in  guisa  che  il  punto  avente 
ordinate  descriva  una  certa  figura  e.  Allora  la 
"  il  limite  superiore  dei  valori  assunti  da  f{x,y,z) 
e  del  punto  {x,  y,  z)  nel  campo  e  h  l  „  k  una  pro- 
lidistributiva,  poiché  se  divido  il  campo  e  in  due 
e",  in  una  di  esse  il  limite  superiore  dei  valori 
Eora  l;  quindi  esisterà  nn  panto  {cco,yo,  s'è)  ftp- 
!  al  campo  s  reso  chiuso,  tale  che  ogui  sfera  di 
I,  yo,  zq)  contiene  dei  campi,  parti  di  s,  e  in  coi  il 
eriore  della  funzione  f  è  ancora  l  : 
Kqn  .  l'm  s  e  Q  .  /"e  q/s  .  0  .■.  Xo  s  Cs  :  fr  e  Q .  a». 


—  51  — 

Ancora  sia  f  una  funzione  reale  definita  in  un  intervallo, 
continua  o  discontinua.  Converremo  di  dire  ^  la  funzione  f 
cambia  segno  agli  estremi  dell'intervallo  a^h  „  per  dire 
""  fio)  X  f{b)  <  0  „,  cioè  per  dire  che  i  valori  f{a)  ed  f{h) 
0  sono  di  segno  contrario,  o  uno  di  essi  è  nullo.  Ora  la 
proprietà  *^  la  funzione  f  cambia  segno  agli  estremi  del- 
l'intervallo a^h  „  h  proprietà  semidistributiva  dell'inter- 
vallo, perchè  decomponendolo  in  due  parti  a^c  e  c'^fe, 
se  f{a)  X  f{l)  <  0,  sarà  f{a)  X  f{c)  <  0,  o  f{c)  x  f{l)  <  0. 
Dunque,  se  la  funzione  f{x)  cambia  segno  agli  estremi  del- 
llntervallo  a  ^  6,  si  può  determinare  un  punto  xq  di  questo 
intervallo  tale  che  in  ogni  suo  intorno  si  possono  sempre 
determinare  intervalli  ai  cui  estremi  la  funzione  cambia 
segno.  Se  la  f{oo)  è  continua,  si  avrà  f  (a?o)  =  0. 


§  288..  Alcuna  volta  si  presentano  delle  proprietà  che 
sono  le  negazioni  di  proprietà  distributive.  Una  proprietà 
siffatta  si  chiami  antidislrihutiva.  Sia  u  una  proprietà  anti- 
distributiva. Allora  *^  il  non  aver  una  classe  e  la  proprietà  u  „ 
è  una  proprietà  distributiva  della  classe  e;  quindi  sostituendo 
nella  formola  caratteristica  (1)  del  §  283,  si  ha: 


(1) 


c^d  '^tu.  =^.{c^tu)^  {d  ^tu), 


0,  prendendo  le  negative  d'ambo  i  membri, 


(2) 


c^c  tu,=,ctu.c  tu: 


Dire  che  u  è  una  prop^'ietà  antidistributiva,  equivale  a 
dire  che,  se  un  campo  e  ^d  ha  la  proprietà  u,  ogni  sua  parte 
e  e  d  ha  la  stessa  proprietà;  e  viceversa j  se  due  campi  par- 
zìali  e  e  e'  hanno  la  proprietà  u,  anche  il  loro  insieme  ha 
la  stessa  proprietà. 

Ad  esempio,  poiché  l'essere  una  classe  illimitata  è  una 
proprietà  distributiva,  si  deduce  che  Tessere  una  classe  li- 
mitata è  una  proprietà  antidistributiva.  L'essere  una  fun- 
zione f(x)  integrabile  in  un  intervallo  ct^b  è  proprietà  an- 
tidistributiva dell'intervallo;  l'essere  una  serie  a  termini 


abili  integrabile  termine  a  termine  in  un  intervallo  è 
i  una  proprietà  antidistributiva  dell'intervallo  stesso, 
la  u  una  proprietà   antidistributiva  ;   allora  s  ~  s  m  è 
proprietà  distributiva,  e   applicandovi   il  teorema  di 
tor,  si  avrà: 

s '^tuA'mstQ  .0.:  xtCs:k&Q.Ot. 
rc-»-m9A;~£«:  ~;=a;A. 

rasportiamo  l'ipotesi  s  ~  e  m  nel  secondo  membro,  e  la 
ra  tesi  nel  primo  membro.  Fatte  le  relative  trasforma- 
i,  si  ha  : 

ì'mssQ.:xtCs.O:c:ktQ.cc-*-mBk&u. 

Issendo  u  una  proprietà  antidistributiva  dei  campi  di 
[i,  se  s  è  un  campo  di  punti  limitato,  e  se,  comun^tte  sì 
ida  un  punto  x  nel  campo  s,  reso  chiuso,  si  può  sempre 
rminare  una  sfera  di  centro  x  avente  la  propridù  u, 
"o  l'intero  campo  s  ha  la  proprietà  u. 
i  queste  proposizioni  si  è  sempre  parlato  di  sfere  avente 
centro  il  punto  x;   è  cbiaro  che  sì  possono  sostituire 

parallelepipedi,  o  con  figure  qualunque  contenenti  il 
to  X  nel  loro  interno. 

'ultima  proposizione  si  può  ancora  trasformare,  intro- 
;ndo  i  campi  infinitesimi.  Ci  formiamo  l'idea  d'un  campo 
litesimo  considerando  un  campo  i  cui  punti  siano  pros- 

fra  loro,  ovvero  un  campo  variabile  di  cui  tutti  i 
ti  tendono  ad  un  punto  fisso.  Ai  campi  infinitesimi  at- 
uiremo  in  seguito  una  serie  di  proprietà  che  si  otteu- 
)  col  passaggio  al  limite  dalle  proprietà  dei  campì  fi- 

Per  ora  attribuiremo  al  campo  infinitesimo,  nello  spazio 
nario,  tre  coordinate  (x,  y,  z)  che  ne  determinano  la  po- 
me nello  spazio.  Che  sia  un  campo  infinitesimo  non 
à  definito;  però  verranno  definite  le  frasi  in  cui  siffatta 
essione  comparisce, 
ssendo  u  una  proprietà  antidistributiva,  diremo  che  "  il 
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campo  infinitesimo  di  coordinate  {oo,  y,  z)  ha  la  proprietà  u  „ 
invece  di  dire  *"  si  può  determinare  un  intorno  del  punto 
(a?,y, ^),  cioè  una  sfera  di  centro  {oo^y^z)^  avente  la  pro- 
prietà u  ».  Allora  l'ultima  proposizione  diventa  : 

Essendo  u  una  proprietà  antidistributiva ^  se  il  campo  s 
è  limitato  e  chiuso,  e  se  ogni  campo  infinitesimo  contentilo 
in  s  ha  la  proprietà  u,  allora  l'intero  campo  s  ha  la  pro- 
prietà u. 


Limiti. 

§  289.  Avremo  a  considerare  dei  complessi  d'ordine  qua- 
lunque m  funzioni  di  complessi  d'ordine  qualunque  n,  cioè 
dei  q«/qn.  Come  caso  particolare  si  hanno  i  qm/q,  cioè  i 
complessi  d'ordine  qualunque  funzioni  d'una  variabile  nu- 
merica, vale  a  dire  i  sistemi  di  m  funzioni  reali  d'una  va- 
riabile reale  ;  rappresentando  il  complesso  con  un  punto,  si 
avrà  un  punto  la  cui  posizione  nello  spazio  dipende  da  una 
variabile  numerica,  e  che  descrive  una  linea.  Analogamente 
si  hanno  a  considerare  dei  qm/qs,  qm/qs,  ossia  dei  punti  la 
cui  posizione  dipende  da  due  o  tre  variabili  numeriche. 
Altro  caso  particolare  è  dato  dai  q/qn,  cioè  da  una  funzione 
reale  di  n  variabili  reali. 

Una  ftmzione  può  essere  data  per  tutti  i  sistemi  di  valori 
delle  variabili  indipendenti,  ovvero  per  sistemi  di  valori 
che  possono  essere  in  varii  modi  limitati. 

Così  la  funzione 

z  =  ax^  -*-  2  fcflcy  -♦-  cy^ , 

ove  a^l  e  e  sono  costanti,  è  data  per  tutte  le  coppie  di  va- 
lori che  si  possono  attribuire  ad  a?  e  ad  y.  Invece  la  funzione 

ove  si  intenda  con  questo  segno  la  radice  aritmetica  della 
quantità  che  ^  sotto  il  radicale,  è  definita  solamente  per 
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■  coppie  di  valori  ii  x  eA  y  che  soddisfano  alla  con- 
le  ì  ^cc^  •*■  !^,  rappresentate  dai  punti  del  cerchio  di 
3  l'origine  e  di  raggio  1.  La  funzione 

«=<^±^ 

aita  dall'Algebra  solo  per  valori  interi  e  positivi  dì  ic 

^.  Sia  u  an  sistema  di  nameri  complessi  d'ordine  n, 
f  un  qm/«,  cioè  sia  f{w)  un  complesso  d'ordine  m, 
)ne  del  complesso  i»,  definita  per  tntti  i  valori  di  ic 
stema  u.  Sia  infine  Xo  un  punto  del  complesso  derì- 
di u,  cioè  un  punto  appartenente  o  non  ad  u,  ma  tale 
n  ogni  suo  intorno  esìstano  infiniti  pnnti  di  u.  Sì  vnol 
re  il  limite  di  fioc),  quando  il  punto  variabile  x,  va- 

0  nel  sistema  u,  tende  ad  xo;  questo  limite  si  ìndì- 
.  con  lìnij,,  „,  «^/"(a;),  ovvero  con  iìmf{x). 

«  un  q™.  Diremo  che  a  è  un  punto  lìmite  di  /"(»). 
io  ce,  variando  in  ti,  tende  ad  ccq,  se,  comunque  si 
3  t  numeri  positivi  he  k,  aitrihuendo  alla  variahUex 
i  nella   classe  u,  diversi  da   xo,   ma  la   cui   distama 

1  sia  minore  di  h,  la  f(x)  assume  dei  valori  la  cui  dif- 
m  da  a  ha  un  modulo  inferiore  a  k. 

simboli  ; 

utKqn . x^jéT)  u .  f&  qmlu  .  aeq™  :3,'. 
a  e  lim^r,  u,  :r„  f{sc)  .  =  :h,ktQ.Oh,k. 
f[u--(Xf,  -I-  m6A)-  ~iflCo]'-(«-i-in9^)  ~  =  -^- 
està  definizione  si  può  trasformare  nella  seguente  (§  203): 

a  s  lìmi.  H,  ,„  f{x) ,  ^  :  A  e  Q  .  Oft  . 
atC  f[u  ~  {cCf,  •*-  mB  h)  —  ica^]. 

re  che  a  è  un  valore  limite  di  f{x)  vuol  dire  che,  co- 
ue  si  fissi  il  raggio  h,  il  punto  a  appartiene  sempre. 
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alla  classe,  resa  chiusa,  costituita  dai  valori  assunti  da  f(pci), 
ove  X  varii,  in  u.  nella  sfera  di  centro  xo  e  di  raggio  h, 
senza  però  mai  coincidere  con  xo. 

Risulta  da  questa  definizione  che  il  limite  d^una  funzione 
f(x)  col  tendere  di  x  ad  a?o  non  ha  che  fare  con  f(xo), 
cioè  col  valore  di  f{x)  per  x  =  xo;  invero  il  limite  di  f(x) 
dipende  solo  dai  valori  della  funzione  f{x)  negli  intorni 
di  Xo,  ma  non  si  attribuisce  mai  alla  variabile  x  il  valore  o^o. 
Se  si  volesse  non  mettere  questa  condizione,  allora  la  parte 
comune  alle  varie  Gf[u  -  (a?o  -h  m  6  /i)],  cioè  alle  classi,  rese 
chiuse,  costituite  dai  valori  di  /*(«?),  ove  x  varii,  in  u,  nella 
sfera  di  centro  Xo  e  di  raggio  h,  sarà  costituita  dalla  classe 
\imxyu,xof{co)  cui  si  aggiunga  il  punto  f{xo). 

Fra  i  valori  limiti  d'una  funzione  f(x)  si  può  pure  pre- 
sentare l'infinito  : 

(3)  00  e  lim-p,  «,  ,^  f{x) .  =  : 

A  e  Q  .  Ofc .  l'm  flu-^  (a?o  -♦-  m  9  h)]  =  oo- 

Diremo  che  Vinfinito  è  un  valor  limile  di  f{x),  ove  a?, 
variando  in  u,  tenda  ad  a?o,  se  il  limite  superiore  dei  mo- 
duli dei  valori  assunti  da  f{x)  in  ogni  intorno  del  punto  xo 
è  infinito. 

§  291.  Teorema  I,  —  Conservando  u,  Xo  ed  f  lo  stesso 
significato,  se  v  è  una  classe  di  qm  limitata,  e  tale  che  in 
ogni  intorno  di  Xq  la  funzione  f(x)  assume  sempre  valori 
contenuti  in  v,  allora  li  classe  v,  resa  chiusa,  contiene  dei 
punti  limili  di  f{x)  col  tendere  di  x  ad  ooo  : 

u  e  Kqn.  XQtDu.ft  q^ju  .  v  e  Kq„  .  l'm  t;  e  Q  :  A  e  Q .  o^  . 
f  [u -^  {oco  '^mQhy-^LJCoì-V'^^x : o .  [lim^ ^ ^  f{x) ]-Ct;~= a. 

Infatti  la  proprietà  "  il  campo  v  contiene  valori  assunti 
da  f{x)  in  ogni  intorno  di  a?o  »  è  una  proprietà  distribu- 
tiva. Invero,  se  v  si  scompone  nelle  due  parti  t'i  e  V2: 
t;  =  Vi  ^  i;j,  e  se  una  di  esse,  p.  e.  vi,  ha  la  proprietà  di 
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contenere  valori  assunti  da  f(x)  io  ogni  intorno  di  ooo,  anche 
'  :a  la  stessa  proprietà;  viceversa  se  nessuno  dei  dne  campi 
quella  proprietà.,  cioè  se  si  paò  determinare  nna  sfera  di 
tro  cco  e  di  raggio  h  in  gaisa  che  nessan  valore  assunto 
f{x)  col  variare  di  x  in  essa  sia  nn  vi,  e  se  si  può  de- 
minare  un'altra  sfera  collo  stesso  centro  e  di  raggio  h, 
guisa  che  nessun  valore  assunto  dalla  funzione  in  que- 
.Itra  sfera  sia  un  vs,  chiamando  h  il  minimo  dei  raggi  Ai 
s,  nessuno  dei  valori  assunti  da  f(sc)  nella  sfera  di 
tro  sco  e  di  raggio  h  sarà  contenuto  in  vi~'Vt=v. 
indi,  pel  teorema  di  Cantor,  si  potrà,  determinare  almeno 
punto  a  di  Gv,  tale  che,  fissato  ad  arbitrio  il  raggio  k, 
jfera  di  centro  a  e  di  raggio  k  contiene  valori  assunti 
f{x)  in  ogni  intomo  di  Xo  ;  il  che  significa  che  a  è  un 
ito  limite  di  f{x),  quando  x  tende  ad  tro. 
Veorema  II.  —  Conservando  le  stesse  notazioni,  se  si 
>  determinare  un  numero  positivo  k  in  yuisa  che  in  ogni 
yrno  di  sco  la  funzione  f{x)  assuma  sempre  dei  valori  il 
modulo  non  è  superiore  a  k,  esistono  dei  valori  limiti 
f{x)  per  OS  =  Xo,  finiti. 

«sKq„.a^eDM./'eq»i/M.fceQ:AeQ.  Oa. 

/XM^(iCo  +  meA)'-~  ta^]-  m6fc-^  =  A:D. 

qm  -  Uhi.,  «,  x,  f{x)  ~  =  .v. 

nfalti  la  sfera  di  centro  l'origine  e  di  raggio  A-  è  una 
■se  limitata,  e  tale  che  in  ogni  intorno  di  Xo  la  funzione 
)  assume  sempre  dei  valori  contenuti  in  quella  sfera, 
ique,  pel  teorema  precedente,  quella  sfera  conterrà  dei 
iti  limiti  di  f{x). 

Veorema  111.  —  Conservando  le  stesse  n^asìoni,  esistono 
tpre  vdori  limiti  di  f{x)  : 

u  e  Kq„  .XifiDu.ft  q^/w .  o  .  limi,  u,  i„  f{x)  -^  =»  a. 

nfatti,  0  si  può  determinare  k  in  modo  che  in  ogni  in- 
ao  di  xn  la  funzione  f{x)  assuma  dei  valori  il  cui  mo- 
0  non  è  superiore  a  k,  ed  f{x)  avrà  valori  limiti  finiti; 
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ovvero  in  ogni  intorno  di  a?o  la  f{(c)  assume  valori  il  cui 
modulo  è  comunque  grande,  e  T  CX)  sarà  un  valore  limite 
di  f{x). 

Teorema  IV.  —  Avendo  u,  ocq  ,  f  il  solito  significato^  se 
V  è  una  classe  limitafa  di  qmy  e  si  può  determinare  un  tale 
intorno  di  cOq  ,  che  tutti  i  valori  assunti  da  f{cc)  in  quest'in- 
torno siano  contenuti  in  v,  allora  tutti  i  valori  limiti  di 
f(co)  sono  contenuti  nella  classe  v,  resa  chiusa: 

^^  s  K  qn .  a?o  e  D  ^^ .  /*e  q^/  w .  t;  e  K  qm .  Tm  t;  e  Q .  /^  e  Q  . 

f\U'-{X{s  -^  mOA)--  ta7o)ot;.  o  A\mx,u,xJ\oo)oCv, 

Infatti,  sia^  come  già  si  è  scritto  in  simboli,  h  il  raggio 
della  sfera  di  centro  a?o,  tale  che  i  valori  assunti  da  f{x)^ 
quando  x  varia  nella  porzione  della  classe  u  contenuta  in 
questa  sfera  senza  però  coincidere  con  Xa ,  siano  tutti  con- 
tenuti in  V.  Allora,  poiché  la  classe  v  è  limitata,  anche  la 
classe  dei  valori  assunti  da /'(a?)  sarà  limitata.  Quindi  l'oo 
non  è  un  valore  limite  di  f{x),  e  tutti  i  valori  limiti  di 
f{x)  saranno  finiti.  Sia  a  un  valor  limite  di  f{x).  Allora  la 
distanza  di  a  dalla  classe  dei  valori  assunti  da  f{x)^  cioè 

dalla  classe  f[w-^(a?o  -f-  m9A)  --ta?o]  sarà  nulla;  quindi,  a 
fortiori,  sarà  nulla  la  distanza  di  a  dalla  classe  v  che  con- 
tiene la  classe  precedente,  ossia  atGv. 

Teorema  F.  —  Se  il  complesso  a  è  un  valor  limite  di 
f(x),  allora  lo  0  è  un  valor  limite  di  mod  \f{x)  —  a],  e 
viceversa, 

a  e  lim  f{x) .  = .  0  e  lim  mod  \f{x)  —  a\ 

Teorema  VL  —  Se  Vco  è  un  valor  limite  di  f{x),  allora 
reo  è  un  valor  limite  di  moAf{x),  e  viceversa  : 

00  e  lim  f(x) .  =  .  00  e  lim  mod  f  (a?). 

Risultano  dalla  definizione  del  limite. 

§  292.  I  valori  limiti  di  f{x),  col  tendere  di  x  ad  xq^ 
costituiscono  in  generale  una  classe,  sempre  esistente,  come 


ora  è  stato  dimostrato.  È  ìntere^ante  il  caso  in  cai  f{x) 
ha  OD  sol  valore  limite,  finito  od  infinito.  Per  dire  che  a 
è  questo  valore  limite,  scriveremo  a  =  Um/'(aJ),  che  si  leg- 
gerà a  è  il  limite  di  f{x). 
Cominciamo  a  considerare  il  caso  in  cai  qaesto  limite  è 
ìnito. 

"eoretna  I.  —  Conservando  le  stesse  notasìont  precedenti, 
•■  che  la  funzione  fico),  col  tendere  di  x  ad  cco  ha  per 
Ite  reo  (cioè  ha  per  unico  valore  limite  i'co),  equivale 
ire  che,  fissata  ad  arbitrio  una  quantità  positiva  co- 
ique  grande  k,  si  può  determinare  una  sfera  di  centro  Wo 
i  raggio  conveniente  h,  in  modo  die  i  valori  assunti  da 
I  in  quella  sfera,  eccdtuato  il  centro,  abbiano  tutti  nio- 
)  superiore  a  k: 

Kq».  xaeì)u.feq„!u.o  :: 

oo  =  limi,  u,  :r„  fi(c) .  = .-.  t  e  Q .  0*  :  A  E  Q . 
m  f[u  --  (a^o  -4-  e  in  ft)  -  ~  t  iCo]  3  «■  -*-  Q  .  -  =ft  A. 

mesta  proposizione  si  ottiene  dal  teorema  II  del  §pre- 
mte,  prendendo  le  negative  dei  due  membri. 
''eorema  II.  —  Seguendo  le  stesse  notazioni,  dire  che  f(«) 
per  solo  valore  limite  il  valore  finito  a.  equivale  a  dire 

fissata  ad  arbitrio  una  quantità  positiva  k,  cwtungue 
ola,  si  può  determinare  mia  quantità  h>0,  in  guisa 
attribuendo  ed  x  un  valore  qualuw^ue,  contenuto  in  u, 

cui  differenza  da  Xa  abbia  un  modulo  inferiore  ad  h, 
ifferema  fra  il  valore  corrispondente  della  funzione  f{x) 
i  avrà  un  modulo  minore  d:  k.  Ovvero,  fissato  k  si  può 
rminare  una  sfera  di  centro  :ro  e  di  ragiiio  con/venìente  h, 
nodo  che  variando  la  x  in  qu^a  sfera,  i  valori,  corri- 
identi  di  f{a:)  siano  tutti  compresi  nella  sfera  di  centro  a 
:  raggio  k. 

C  q„ .  aio  e  D  «  .  /'£  q™/"  .  a  e  q„  .  o  :  : 

o  =  limi,„,,j'(^)  .=.'A;8Q.3ì:AeQ. 
f[u-(x^-t-  mfl/i)~- tiCpJoa  -t- m9fc.  ~=h.i. 
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Infatti  se,  comunque  si  fissi  k,  si  può  determinare  un  in- 
torno di  a?o  in  guisa  che  tutti  i  valori  di  f(oo)  in  questo 
intorno  siano  contenuti  nella  sfera  di  centro  a  e  di  raggio  A-, 
si  deduce  che  il  limite  di  f{x)  è  contenuto  nella  sfera  di 
centro  a  e  di  raggio  k;  e  siccome  ciò  avviene  qualunque 
sia  il  raggio  k,  si  conchiude  che  f{x)  ha  per  solo  valore 
limite  a. 

Viceversa,  fissato  fc,  supponiamo  che  in  ogni  intorno  di  oro 
esistano  valori  di  f{oc)  fuori  della  sfera  di  centro  a  e  di 
raggio  k.  Se  in  ogni  intorno  di  a?o  il  limite  superiore  dei 
valori  del  modulo  di  f{x)  è  infinito,  allora  l'infinito  è  un 
altro  valor  limite  di  fico).  Se  invece  in  un  intorno  conve- 
niente di  Xo  il  limite  superiore  dei  moduli  di  f{x)  ha  un 
valore  finito  Z,  allora  in  ogni  intorno  di  xo  la  funzione  /'(a?) 
assume  valori  rappresentati  da  punti  esterni  alla  sfera  di 
centro  a  e  di  raggio  fc,  e  interni  alla  sfera  di  centro  Tori- 
gine  e  di  raggio  /.  Quindi  nella  regione  di  spazio  compresa 
fra  le  due  superficie  sferiche  esisteranno  dei  punti  limiti  di 
f{cc)  diversi  da  a.  E  ciò  equivale  a  dire  che, se  f{oo)  ha  per 
sol  valore  limite  a,  fissato  &,  si  può  determinare  un  intorno 
di  Xo  in  guisa  che  tutti  i  valori  assunti  da  f{x)  in  questo 
intorno  sono  compresi  nella  sfera  di  centro  a  e  di  raggio  k. 

Si  deduce  immediatamente: 

Teorema  III.  —  Nelle  stesse  ipotesi^  dire  che  oo  è  il 
limite  di  f(co),  ei^uivale  a  dire  che  Vco  è  il  limite  di  mod 

00  =  \mf{co) .  = .  00  =  lim  mod  f(cc). 

E  dire  che  il  valor  finito  a  è  il  limite  di  f{oc),  equivale 
a  dire  che  0  è  il  limite  di  mod  [f{oo)  —  a]  : 

a  ==  lim  f{x) .  = .  0  =  lim  mod  [f{cc)  —  aj. 

Teorema  IV,  —  Essendo  ooi,  oa^,  ...  Xn  delle  variabili 
realij  dire  che  il  complesso  {xv,  X2,  ...  xn)  ha  per  limite  il 
complesso  {ai,  a^ ...  an),  equivale  a  dire  che  X\  ha  per  limite 
ai,  che  x^  ha  per  limite  og,  ...  e  che  Xn  ha  per  limite  an . 


Icfatti,  dire  che  lim(a;i,  xi, ....  x»)-={ai,  n», ...  a«)  equi- 
vale a  dire  che 

lim  mod  (ari  —  oi,  ccg  —  ng, ... ,  ac„—  «„)  =  0,        (1) 

ossia  che 

lini  V(a:i  -  ai)*  +  (xt  -  atT'  +  ...  -^  {x„  —  On)'  =  0.  (2) 

Se  qnesto  avviene,  ciascuna  deìle  differenze  ici  —  ai, 
Xz  —a» ,  ...  che  in  valor  assoluto  è  minore  del  modulo  ora 
considerato  tenderà  verso  zero;  e  viceversa,  se  ognuna  di 
queste  differenze  tende  a  0,  sarà  verificata  la  relazione  (2); 
onde  la  (2)  si  trasforma  in: 

lim  (xi  —  Gì)  =  0,  lim  (aCg  —  m)  =0, ...  lim  (x„  —  a„)  =  0, 

ossìa 

lim  jTi  ^  fli ,    lim  0)2  =  a-i ,  ...  ,    lim  Xn  =  a»  . 

§  298.  Teorema.  —  La  condizione  Tiecessaria  e  sufficiente 
affinchè  f{sc),  col  tendere  di  x  ad  ccq,  tenda  ad  un  solo  li- 
mite determinato  e  finito,  è  che  fissala  ad  arlUrio  una  quan- 
tità k>0,  si  possa  determinare  un  intorno  di  xo  in  modo 
die  la  differenza  fra  due  valori  quaìun'jtte  assunti  da  f{x) 
in  questo  intorno  sia  costantemente  minore  di  k: 

«  8  K  q,  .  a;,}  6  D  ?( .  /  e  qm/w  .  o .'.'. 

lm^.v,t,f{x)tqm.^::kt(l.Ok.:he.  Q-.Xi,  Xìta-  (xo  -h 
m  9  fe)  —  t  a!o .  3^„  *, .  m  [/'(aii)  —  f{Xi)]  <  fr  :  ~  =*  a. 

Infatti,  se  f{x)  tende  ad  nn  limite  finito  a,  pel  teorema 
precedente,  si  può  determinare  un  intorao  di  x»,  in  modo 
che  attribuendo  ad  x  un  valore  qualunque  in  esso,  il  valore 
f{a:)  differisca  da  a  in  valore  assoluto  meno  di  k!2;  in  coa- 
seguenza  attribuendo  ad  x  due  valori  Xt  ed  x»  in  quell'in- 
torno, f(x\}  e  /*(icg)  differiranno  da  a  meno  di  fc/2,  e  quindi 
differiranno  fra  loro  meno  dì  k. 
.Viceversa,  se  si   può   determinare   un  intorno  di  xo,  in 


^  • 
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guisa  che  attribuendo  alla  variabile  due  valori  cci  ed  oc  in 
esso,  la  differenza  f{x)  —  f{xi)  sia  in  valore  assoluto  mi- 
nore di  ky  Sì  conchiude  che  fico)  è  contenuto  nella  sfera  di 
centro  Xi  e  di  raggio  k-,  quindi  la  sua  figura  limite  sarà 
contenuta  nella  stessa  sfera.  E  siccome  k  si  può  prendere 
ad  arbitrio,  questa  figura  limite  che  è  compresa  in  una 
sfera  di  raggio  arbitrariamente  piccolo,  si  ridurrà  ad  un 
punto. 

§  294.  11  lima:,  u,  x^  f{oo)  dipende  dalla  natura  della  fun- 
zione f (^),  dal  valore  ooq  verso  cui  si  fa  tendere  la  varia- 
bile indipendente  x^  e  dalla  classe  u  dei  valori  che  si  at- 
tribuiscono ad  X.  Se  al  posto  della  classe  u  mettiamo 
un'altra  classe  v,  il  limite  può  variare.  Naturalmente  Xo 
dev'essere  un  punto  della  classe  derivata  sia  di  u  che  di  t;, 
e  la  funzione  f{x)  deve  essere  definita  sia  nella  classe  u 
che  nella  v^  ossia  supponiamo  che  : 

UyVZ  Kqn  .XQtJ)U.XQtJ)V,ft  qm/0*  --  v). 

Si  ha: 

i^ov.o,  lima:,  u,  x,  f{x)  0  limo:,  V,  X,  f{x) 

Se  la  classe  u  è  contenuta  nella  v,  ogni  valor  limite  di 
f{x)^  quando  x  tende  ad  oco  variando  in  u^  è  pure  un  valor 
limite  di  f{x)  quando  x  varia  in  v. 

In  conseguenza  :  Se  f{x)  col  tendere  di  x  ad  Xq  variando 
in  V  ha  un  sol  valore  limite^  altrettanto  avverrà  quando  f{x) 
varia  in  u,  ed  i  due  limiti  coincidono. 

§  295.  È  collegata  colla  questione  precedente  quest'altra, 
già  vista  al  §  235. 

Sia  ^  =  f{Xjy)  una  funzione  reale  delle  due  variabili 
reali  x  ed  y.  Attribuendo  ad  x  un  valore  qualunque,  la 
f(Xjy)  diventa  una  funzione  della  sola  y,  e  si  può  parlare 
del  suo  limite  per  y  =  yo,  ^ì^y=yo  fix,  y)  ;  supponendo  che 
sia  una  quantità  determinata  e  finita,  esso  dipenderà  dal 


valore  attribuito  ad  x\  e  quindi  si  potrà  parlare  del  suo 
limite  col  tendere  di  x  ad  xo,  che  si  indica  con 

)ìando  l'ufficio  delle  due  variabili  x  ed  i/,  si  avrà 
[mite 

lim^^y^  \\vsix=ij{x,y)  (6) 

possiamo  considerare  f(x,  y)  funzione  di  due  va- 
!ndipendenti,  e  far  tendere  la  coppia  (x.  y)  alla 
e  allora  si  avrà  a  considerare  un  terzo  limite 

fià  visto  che  i  limiti  (a)  e  (b)  possono  essere  disa- 
2rò  è  facile  il  vedere  che  ogni  valor  limite  dì  /'(a:,  y), 

essendo  ottenuto  nel  modo  (a)  è  pure  un  valor 
lel  senso  (e)  ;  e  parimenti  ogni  valor  limite  seguendo 
ione  (J)  è  pure  un  valore  limite,  nel  senso  (e).  In 
snza,  considerando  f(co,  y)  come  funzione  di  due  va- 
ndipendenti,  se  essa  col  tendere  di  x  ad  a'o  e  di  y 
ide  ad  un  sol  valore  limite,  finito  o  infinito,  altret- 
'verrà  quando  si  passi  al  limite  prima  rispetto  y 
ietto  X,  ovvero  prima  rispetto  se  e  poi  rispetto  y, 

limiti  sono  eguali. 

.  Sia  u  una  Kq„,  limitata,  ed  f  una  qm/u.  t  valori 
nzione  /'  corrispondenti  ai  varii  punti  di  u  formano 
;se  di  q™,  indicata  con  f(u),  e  che  si  pnò  chiamare 
ine  della  figura  u. 

ma  J.  —  Se  u  è  un  sistema  di  punti,  limitato,  ed 
complesso  d'ordim  m  funzione  dei  punti  x  del 
ti,  e  se  la  classe  f{u)  è  illimitata,  allora  si  può  de- 
re  un  punto  Xo  del  gruppo  derivato  di  u,  in  guisa 
^nifo  sia  uno  dei  valori  limiti  di  f(x),  ove  ss,  va- 
In  u,  tende  ad  xo. 

.qn.l'iaueQ.fe(i„lu.Vmf{u)  =  co.o:XotI>u. 
00  e  lim^,  u,  x„  f(x)  .  ~  =,„  A. 
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Infatti,  scomposto  il  campo  u  in  due  parti  ui  e  U2^  dire 
che  f{H)  è  illimitato  equivale  a  dire  che  uno  almeno  dei 
campi  f{ui)  e  f{m)  è  illimitato;  ossia  la  proprietà  ^  il 
campo  f{u)  è  illimitato  „  è  una  proprietà  distributiva  del 
campo  u  ;  e  siccome  il  campo  u  ha  tale  proprietà,  ed  è  li- 
mitato, applicando  il  teorema  di  Cantor,  si  deduce  che  esiste 
un  punto  o^o  di  Cu,  cioè  del  campo  u  reso  chiuso,  in  guisa 
che  in  ogni  suo  intorno  i  valori  assunti  da  f{oc)  formano 
un  campo  illimitato.  In  conseguenza  Xo  avrà  in  ogni  suo  in- 
tomo infiniti  punti  di  u,  ossia  ocotDu,  e  l'oo  è  un  valore 
limite  di  f{x)  quando  oj  tende  ad  a?o. 

Teorema  IL  —  Se  u  è  un  campo  di  punti  limitatOj  ed 
f{»)  un  complesso  d'ordine  m  funzione  dei  punti  x  del 
campo  u,  e  se  a  e  un  punto  del  gruppo  derivato  di  f{u), 
si  può  determinare  un  punto  oco  di  J)u,  iìi  guisa  che  a  sia 
un  valore  limite  di  f{fxl),  ove  x,  variando  in  u,  tenda  ad  Xo . 

e*  e  K  qn .  l'm  w  e  Q  .  f  e  qnju .  a  e  D  f{u) .  o  : 
XozDu.ae limar. «, x,  f{^) .  -  =x, a. 

Infatti  essendo  ui  e  ut  due  campi,  si  ha  : 

f{ui-n2)  =  t\ui)^f{u2), 
onde  D  f{ui  ^  w»)  =  D  f{ui)  --  D  f{u2\ 

ossia      atDfXui  -«^) .  =  .  atDfui  .-.aeD/Xws). 

Dunque  la  proprietà  *  a  è  un  punto  del  gruppo  derivato 
di  f{u)„  è  una  proprietà  distributiva  del  campo  ti;  essa  è 
verificata  pel  campo  u  dato  ;  dunque  pel  teorema  di  Cantor 
esisterà  un  punto  Xo  di  Cu,  tale  che  a  sia  un  punto  del 
gruppo  derivato  dei  valori  assunti  da  f  (a?),  in  ogni  intomo 
dì  Xo.  Quindi  xo  sarà  un  punto  di  Du,  e  a  sarà  un  valore 
limite  di  /l[a?),  quando  x  tende  ad  a?o. 

Le  dimostrazioni  ora  date  si  possono  generalizzare.  Sia  e 
una  proprietà  distributiva  dei  campi  di  punti.  Allora  la 
proprietà  :  *"  il  campo  f{u),  cioè  l'immagine  del  campo  w, 
ha  la  proprietà  distributiva  e  „  è  una  proprietà  distributiva 
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)0  u.  Quindi,  poiché  "  l'essere  un  campo  illimitato  , 
roprietà  distributiva,  si  deduce  che  "  l'essere  l'im- 
del  campo  u  illimitata  „  è  una  proprietà  distribu- 
campo  «.  E  poiché  '  l'avere  un  campo  fra  i  puati 
)po  derivato  il  punto  a  „  é  proprietà  distributiva, 
iude  "  che  l'avere  l'immagine  di  u  per  punto  del 
derivato  il  punto  o  ,  è  pure  proprietà  distributiva 
pn  u. 

,  Sia  u  nna  Kq„,  a-o  un  punto  di  u,  e  tale  che  in 
)  intorno  esistano  infìniti  punti  di  u,  ossia  sia  xq  un 
iti  e  di  D».  Sia  f  nn  q^lu,  cioè  un  complesso  di  m 
:,  funzione  di  n  variabili,  definita  nel  campo  u.  Si  dirà 
)  è  continua  per  os^Xo,  se  lim^,  u,  «,  f{x)  =  /"(aro), 
il  limite  di  f{x},  col  tendere  di  a;  ad  aro,  variando 
isse  «,  é  /"(cco).  Si  dirà  che  fiso)  è  discontinua,  se 
ontinua;  cioè  se  col  tendere  di  x  ad  too  essa  non 
l  nn  limite  unico,  ovvero  tende  ad  un  limite  unico 
da  ficco). 

rece  a-o  essendo  un  punto  di  u  non  é  un  punto  dì  Dm, 
ìe  è  un  punto  di  Du,  senza  essere  un  punto  di  »,  al- 
1  parleremo  più  né  di  continaità  né  di  discontinuità. 
,mpo  u  può  coincidere  col  proprio  derivato,  e  al- 
isi perfdto.  Così  una  sfera  j:»  -»-  m  6  A  di  centro  cco 
;gio  h,  nn  poliedro  qualunque,  intendendo  per  punti 
>dro  quelh  interni  e  quelli  della  superficie,  ecc., 
npi  perfetti.  Un  intervallo,  compresi  gli  estrerai,  è 
)o  perfetto.  Un  campo  chiuso,  senza  punti  isolati, 
to. 

è  un  campo  perfetto,  cioè  se  DM  =  it,  e  se  feqju, 
le  essa  è  continua  in  tutto  il  campo  u,  e  si  scri- 
(q„,/»)  contin.,  se  è  continua  per  ogni  punto  di  u. 

,  Teorema  I.  —  Se  u  è  un  campo  limitato,  f{x) 
7lesso  funzione  di  x  definita  in  quel  campo,  e  se  k 
'uantità  positiva,  tale  che,  comunque  si  prenda  ìa 
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quantità  positiva  h,  si  possono  sempre  determinare  due 
punti  Xi  e  002  di  u,  la  cui  distama  sia  minore  di  Ji,  e  tali 
che  la  differenza  dei  valori  corrispondenti  della  funzione, 
f{x\)  —  f{oo%)  sia  in  valore  assoluto  maggiore  di  h,  allora 
esiste  un  punto  Xq  di  Cu  tale  che  in  ogni  suo  intorno  si 
possono  sempre  determinare  due  valori  xì  e  xti  quali  ren- 
dano mod  \f{x\)  —  /X^)]  >  ^• 

«^eKqn.l'me^eQ./'eqm^./veQ.-.  AsQ  .  Oa  :  ari, a?2e^«. 
m(xi  —  Xt)<h,m [fiixi)  —  f{a^)] >  fc .  -  =^j, *. -v .-. o  :  : 
x^tGu.'.hti^.'dh'.xi,  X2tu^{xo  -*-  mG/i). 

Infatti  la  proprietà  del  campo  e  espresso  dalla  frase 
""  comunque  si  prenda  la  quantità  positiva  h,  si  possono 
determinare  due  punti  Xi  e  002  ài  u,  uno  almeno  dei  quali 
appartenga  al  campo  0,  la  cui  distanza  sia  minore  di  h,  e 
tali  che  la  differenza  dei  valori  corrispondenti  di  f{x)  sia 
in  valore  assoluto  maggiore  di  k  „yè  una  proprietà  distri- 
butiva del  campo  e.  Quindi,  pel  teorema  di  Cantor,  si  de- 
duce la  tesi. 

Se  la  funzione  f{x)  è  continua  in  tutto  il  campo  u,  e, 
affinchè  ciò  abbia  senso,  supporremo  il  campo  u  perfetto,, 
cioè  u  =  Du,  allora  comunque  si  prenda  il  punto  xo  in 
u  =  Gu  =  I>u,  si  può  sempre  determinare  un  intomo  di 
esso  in  guisa  che  la  differenza  fra  due  valori  qualunque 
della  funzione  in  questo  intorno  sia  minore  in  valore  as- 
soluto di  &;  quindi  non  è  vera  la  tesi  del  teorema  prece- 
dente; onde  non  potrà  essere  verificata  l'ipotesi,  e  si  de- 
duce: 

Teorema  IL  —  Se  u  è  un  campo  limitato  e  perfetto^  e 
f{x)  una  funzione  definita  pei  valori  di  x  nel  campo  u,  e 
continua^  e  se  k  è  una  quantità  positiva,  arhitrariamente 
piccola,  si  può  determinare  una  quantità  positiva  h,  in  guisa 
che,  comunque  si  prendano  i  due  punti  Xi  e  Xz  di  u,  purché 
la  loro  distanza  sia  minore  di  h,  la  differenza  dei  valori 
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perfetto^  e  se  f{x)  è  un  numero  reale,  fumatone  definita  e 
continua  di  ce  nel  campo  w,  i  limiti  superiore  ed  inferiore 
dei  valori  assunti  da  f{x)  sono  finiti,  e  sono  dei  valori  as- 
sunti da  f{x);  ossia  la  f{x)  diventa  effettivamente  nel 
campo  u  massima  e  minima: 

«^e  Kqn.l'me^e  Q  .D  «e  =  w.f  e(q/«^)  contin.  o. 

\f{u),hf{u)tf{u). 

Infatti,  pel  teorema  precedente,  i  valori  assunti  da  f{x) 
formano  un  sistema  di  numeri  limitato  ;  quindi  i  limiti  su- 
periore ed  inferiore  di  questo  sistema  dì  numeri  sono  finiti. 
Inoltre  essi  sono  valori  di  Gf{u),  e  quindi,  pel  teorema 
precedente,  sono  valori  di  f{u). 

§  299.  Nei  §  precedenti  si  sono  studiati  i  limiti  di  nu- 
meri complessi.  Trattandosi  di  forme  geometriche,  è  prefe- 
ribile la  definizione  seguente,  analoga  a  quelle  del  §  263,  e 
in  cui  non  compaiono  le  cordinate: 

Definizione,    —  Bicesi  che  la  forma  variabile  di  |2* 

3» 

Sj  (Soj 

spede  \s  \lia  per  limite  la  forma  fissa  \so  [ ,  se,  comunque 

[oq  ) 

U  triangolo  l\  '         f  lim  S^  =  So? 

si  prenda  \  la  linea  x      \  siìia  sempre  \  lim  sx  =  s^x 

il  punto  X      )  (  lim  oX  =  a^ 

Questa  definizione  va  d'accordo  col  concetto  di  limite 
prima  introdotto.  Invero  siano  Ai  A2  A3  Ad  quattro  Fi , 
il  cui  prodotto  non  sia  nullo.  Se  S  è  una  forma  qualunque 
di  prima  specie,  e  a?i ,  a?2 ,  a?3 ,  a?4  sono  le  sue  coordinate  ; 
si  avrà 

S  =  a?i  Al  -h  0^  A2  -H  rrs  A3  -♦-  :r4  A4 .  (1) 

Ora,  se  a:i ,  a?2 ,  a?3,  Xa  sono  variabili  ed  hanno  per  limiti 
i  numeri  ai,  02,  «3,  «4,  posto 

So  =  ai  Al  -4-  a2  A2  -♦-  as  A3  -♦-  a^  A4 ,  (2) 


[temente  lim  S  :=  So .  Viceversa,  dalla   (1) 
per  AsÀ3A4  si  ha: 

S  Aa  Aa  A4  —  Xi  Al  Aa  A3  A4  , 


i.3  Aj  ,  .  Al  S  A3  A4 

: — r-  e  analogamente  ra  =  -r — r — ; — 7- 
i8  A4  "  Al  Ae  A3  A4 


.  AiAsSA4 


Al  A2  A3  Al  '  Ai  Aj  A3  A»  * 

im  S  =  So ,  le  coordinate  di  S  hanno    per 

linate  di  So . 

ermare  che  S  ha  limite  So  equivale  ad  affer- 

ordìnate  S  hanno  per  limiti  quelle  di  So  con- 

I  teorema  IV  del  §  292. 

ite  per  le  forme  di  2'  e  3"  specie. 


Serie  a  termini  complessi. 

na  serie  U;  i  cai  termini  sono  numeri  complessi 
oè  una  qn/N,  dicesi  contergente,  se  Sur  tende 
determinato  e  finito  col  tendere  di  r  ad  co. 
si  indica  con  Sa  ovvero  con  «i  -♦-  «g  -*- ... 

L  Sur  è  un  complesso  d'ordine  n,  le  cui  coor- 

;  somme  delle  coordinate  corrispondenti  dei 
Ija  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 

an  limite,  è  che  le  coordinate  dì  questa  somma, 

le  delle  coordinate  dei  termini  delle  serie  date 
liti;  0  ancora  è  necessario  e  sufficiente  che 
enti  le  serie  formate  colle  coordinate  dei  ter- 
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mìni  della  serie  data.  Qaindi  la  convergenza  d'nna  serie  a 
termini  complessi  d'ordine  n  equivale  alla  convergenza  si- 
multanea di  n  serie  a  termini  reali 

Così,  se  le  p  e  le  g  sono  reali,  la  convergenza  della  serie 
a  termini  immaginarli 

equivale  alla  convergenza  delle  due 

2i  -4-  }«  H-  ... 

Ad  es.  si  ha  l'identità  algebrica,  qualunque  sia  il  numero 
immaginario  a?  (§  209,  2*») 

=  1  -4-  0?  -h  a?»  -4-  ...  -4-  (x^-^ 


—  X  1 — X 

Se  il  modulo  di  a?  è  minore  di  1,  il  modulo  di  x"^  col  cre- 
scere indefinitamente  di  n  ha  per  limite  zero,  onde  si  ha 

a?eq'. moda? <  1.0.  !; =  1 -f-o; -f-aj^ -«- tt» -f- ...  (1) 

^  1  —  X  ^  ' 

Se  si  fa  a?  =  r  (cosa -4- i sena),  si  ha,  (r<  1) 

1 7 : r  =  1  -t-  r(cosa  -H  iseua)  -h 

1 — r  (cosa -HI  sena)  ^  ^ 

-»-  r2(cos2a  -4-  isen2a)  -h  r*(cos3a  -h  isen3a)  -h 

Ma  il  membro  di  sinistra 

1 1  —  rcosa-4-  irsena 

1  —  r(cosa  -h  isena)  "^     1  —  2r cosa  -h  r* 

quindi  eguagliando  le  parti  reali  ed  i  coefficienti  di  i,  si 
hanno  le  formule  per  tutti  i  valori  positivi  di  r  <  1,  e  per 
tutti  i  valori  reali  di  a: 

1  —  rcosa  ^  9      ft  /rt\ 

=  1-4-  rcosa  -♦-  r*cos2a  -h  ...       (2) 


1 — 2rcosa  -4-  r* 
rsena 


1  —  2rcosa-hr* 


a  =  rsena  -#-  r^sen2a  -*- ...  (3) 


—  70- 

"  tende  all'  oo,  onde  anche  la  somma  dei 
!lla  progressione  geometrica  tende  all'oo. 
=  1,  si  esamini  Targomento  «  di  ir.  Se  a 
2n,  la  somma  dei  primi  termini  tende 
mensnrabile  con  n,  la  somma  ha  più  va- 
ìTo  finito.  Se  a  è  incommensurabile  con  n, 
i  limiti  tutti  i  complessi  di  modulo  1. 

—  Se  la  serie  formata  coi  moduli  dei 
ì  a  termini  complessi  è  convergente,  h 
proposta  : 

,/N.  SmodueQ.a.Sweq» 

a  n  =  3,  e  il  termine  di  posto  r,  cioè  Ur, 
te  a?r,  9r,  er.  Tale  a  dire,  sia 

Ir  =  XtI  •*-  y,J-*-  ZrK, 

;  unità  dì  riferimento.  Poiché  per  ipotesi 
ìrìe  formata  coi  modali  dei  termini  della 
convergente  la  serie 


iti  le  serie 


in  valor  assolato  minori  dei  termini  della 
pure  convergente  la  serie  proposta 

•-  Zi  /i)  -t-  {xtl  -t-ytJ-t-  s,K)  + ... 


2*      ir' 


^PV>r  . 
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è  convergente  qaalanqae  sia  x,  reale  o  immaginario,  perchè, 
detto  r  il  modale  di  a?,  i  modali  dei  termini  formano  la  serie 

2!       3!      

che  è  convergente,  ed  ha  per  somma  e\ 

§  802,  Teorema,  —  Sé  le  serie  a  termini  immaginarii 

%      «^l>      W2> (1) 

e 

%    ^1,    t?8, (2) 

sono  convergenti^  e  sono  pure  convergenti  le  serie  formate 
coi  moduli  dei  loro  termini 

flo,    ai,    a^y (3) 

e 

hi    ^h    K (^) 

la  serie 

Wq,     W?i,     W2, (5) 

in  cui 

Wo  =  WoVo,      W\  =  UoVi  -4-  UiVo,      W2  =  U0V2  •+-  UiVi  -+-  U^Vo^ 

Wn  =  Wot^n  -♦-  UiVn-ì  -♦" -»"  UnVo, 

è  convergente,  ed  ha  per  somma  il  prodotto  delle  somme  delle 
due  serie  date. 

Dimostreremo  dapprima  il  teorema  salle  serie  (3)  e  (4) 
formate  coi  modali  dei  termini,  ossia  salle  serie  a  termini 
positivi. 

Posto 

Ap  =  ffo  "*■  ^1  "*■  •••  "*■  ^p— 1 
JBp  =  &o  -♦-  6i  -+■ ...  "+•  6p-i 
e 
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[conoscere  che  il  prodotto 

Sp  =  do  (>a  *  di  bo  -*•  ...  -*-  (Ip-i  '  0 
•*-  (Joì>i-*-  ai  bì  -»-  ...  +  Op-i &i 

(^  *  oi  bp—i  + ...  -*■  Oji-i  b\  -*- ...  •*■  Op-ì  bp—i , 

Ap  Bp  >  t'p , 

jlp  Bp  <  Cgp  <  Cgp+i . 
Ha  prima  disegaaglianza  p  =  ft,  si  ha 

&  seconda  n  =  2p,  ovvero  2p-*- 1,  onde  il  |)  ri- 
isimo  intero  contenuto  in  ^ ,  si  ha 

Gn<ApBp. 

crescere  indefinitamente  n,  anche  p  cresce  inde- 
e  dette  J.  e  B  le  somme  delle  serie  (3)  e  (4) 

In  =  lim  Ap  =  A,    lim  Bn = lim  .Bp  =  B, 

risalta  compresa  fra  dae  quantità  che  tendono 
tesso  limite,  e  sarà  perciò 

lim  C^  =  AB. 

ìrìno  ora  le  serie  (1)  e  (2);  posto 

s,t  =  ttt)  •*•  ui -t- ... -*■  e*„_i 

S"ft  =:  Wis  -I-  Wl  -*•  ...  -t-  «J»_l  , 
S"„  =:  «1  Vn-i  -t-  ...  -•-  M— 1  f  l  +  ...  -»-  Mb-I  V«-1, 
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onde,  considerando  i  modali  d'ambo  i  membri,  e  ricordando 
che  il  modalo  d'ona  somma  non  è  maggiore  della  somma 
dei  modali, 

mod  {Sn  S'n  —  S"n)  <  «1  &n-l  -+-...-+-  On-l  6l  -*•...  -H  On-Ì  6ii-l , 

ossia 

mod  SnS'n  —S\  <  (An  Bn  —  Cn)  ; 

facendo  crescere  indefinitamente  n,  ìim  {AnBn — Cn)=0, 
onde  lim  mod  {Sn  s'n  —  s"n)  ==  0,  e  qaindi 

lim  s"n  =  lim  Sn  lims'n  e.  V.  d. 

Funzione  esponenziale  di  variabile  immaginaria. 

§  808.  Porremo  per  definizione  di  e',  qaando  a?  è  im- 
maginario 

21"^  3! 


(1;  er — 1  -4-  a?  -H  ^  -h  5^  .  , 


ove  nel  membro  di  destra  la  serie  è  convergente  qaalanqae 
sia  0?,  e  la  saa  somma  per  x  reale  è  appunto  e^. 

Porremo  in  modo  analogo,  qaando  x  è  immaginario^  per 
definizione 

(2)  seno?  =  x  —  oi  -*"  f-ì  — 

o  !         0  ! 

(3)  cosa?  =  l  — |j-h^  — 

le  qaali  serie  sono  convergenti  qaalanqae  sia  a?,  e  se  a?  è 
reale  rappresentano  appunto  seno?  e  coso?. 
Se  nella  formala  (1)  invece  di  x  si  legge  io;,  si  ha 

,       -      .        a?'      .  flc"      iw*      .  0?* 
e        i-Hw      2!      ^3!       4!      ^5!      

ovvero,  a  causa  delle  formale  (2)  e  (3)  : 

(4)  e**  =  cos  a?  -4-  i  sen  a?, 
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mdo  a;  in  —ce 

e-  '^  =  cosx  —  i  seoiC. 

!  altime  dne  formale  si  ricava 

e'*  -f-  e-'*                  e'*  —  e-" 
C0S3;  = 2 1    sencc  = ^. — . 

.0  co^  le  fanzioni  clrcolai'i  espresse  mediante  espo- 

reale,  e'*  =  cos:r  h- isena:  è  tuia  quantità  imma- 

t  modulo  1  e  di  argomento  w.  La  quantità  imma- 

i  modulo  p  e  di  argomento  cp  si  potrà  quindi  indi- 

pc"P. 

0  F  di  coordinate  polari,  nel  piano,  p  e  9,  detto 

,  ed  I  il  vettore  di  langhezza  1  e  diretto  secondo 

are,  sarà  espresso  dalla  formula 

iano,  si  moltiplica  un  vettore  U  per  e'*,  lo  si  farà 
11' angolo  X. 

0  Pi  =  0  -I-  e'*(P  —  0)  è  la  posizione  che  viene  ad 

il  punto  P  dopo  aver  rotato  attorno  al  punto  0 

dell'angolo  x.  Facendo  x=l,  il 

. punto  Pi  =  0  +  e'(P  — 0)  èia 

;^  posizione  del  punto  P  dopo  aver 

P"  rotato  attorno  ad  0  dell'angolo  1 

cioè  dopo  aver  descritto  un  arco 
eguale  al  raggio.  Esso  si  può  fa- 
cilmente costrurre  per  approssi- 
mazione. Invero  si  ha  Pi^O-t- 

+  (l+i-».^-i-J^+...XP-0). 

Onde  pongasi  P'  =  P  +  i(P  —  0), 
cioè  aggiungasi  a  P  il  vettore 

)tato  d'un  angolo  retto;  poi  P'=P'-+-2^P'— P), 

ungasi  a  P'  il  vettore  P'  —  P  rotato  dell'angolo 


-  75  — 

retto,  e  divìso  per  2;  poi  F"  =  P"-i-i{P"  —  P'),    cioè    si 

aggianga  a  P"  il  vettore  P"  —  P'  rotato  dell'angolo  retto,  e 

diviso  per  3  ;  poi  P«^  =  P'"  h-  i  (F"  —  P"  ),   e  così  via.   I 

punti  0,  P,  P',  P" ,  P"V..  sono  i  vertici  d'una  spezzata  spi- 
raliforme^  e  si  avvicinano  rapidamente  al  punto  cercato  Pi. 

§  80é.  La  proprietà 
sussiste  anche  se  x  ed  y  sono  immaginari.  Invero  si  ha 

ev=l-^y,^^-jH-... 

e  moltiplicando  le  due  serie  colla  regola  nota^  il  che  si  può 
fare  perchè  sono  convergenti  le  serie  formate  coi  moduli  dei 
termini,  si  ha 

e-ey=  1  -f-  (a?  -^  y)  ^(^^^xy  -^|^j 


ed  il  termine  generale  è 

oc^         oc^-'^     y  x^"^    y^  y^ 

n\  "^  (»-l)!l  "*■  "■  ■*■  {n-r)\  r!  ■*■-"*■  ni  ~ 


2. 


X' 


n»  1 

^  (yi  —  r)\r\         '^  ^  \ 


_  (a?  -^  yY 


ossia 


e.e.  =  l  +  (:.  +  !,)*<i^*...*(^ 


I  I  II 
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la  serie  di  destra  per  definizii 
:ava  la  formula  a  dimostrarsi. 
ì  ài  questo  teorema  si  ha  che 
ei+'!/=:e"ei!(:3:e*(cosy  -«-  is 
a;  ed  y  reali,  a:  •+•  ii/  sarà  una 
,Iunqae,  e  e'^'"  resta  espressa  i 
,  ed  ha  per  modulo  e*,  e  per 

Moltiplicando  le  formate  (4)  e  (5 
D,  si  ha 

1  =  cos*  X  •*■  sen*  x, 

bndamentale  dì  trigonometria,  < 
qaalunqae  siano  i  valori  di  or, 
ameute  tntte  le  formule  trig< 
)prietà  dei  seni  e  coseni,  si  poss 
1  variabile  è  immaginaria,  dall 
[Iella  fnnzìone  esponenziale.  Eo 
li  trasformare  in  una  somma  il 


"Cosjcosr- 

e*  -..  e-' 

'  e"  -1-  e 

2 

2 

ando  il  prodotto  ai  secondo  m< 

,"l^.ei(-r.. 

l»r)  ^  e»,^, 

i-'ì+ei'- 

>ando  i  termini  che  contengono 
0  contrario,  cioè  gli  eqnìdistat 
la  formula  del  §  167. 
li  esprimere  cos"ic  in  funzione 
arco  X.  Supponiamo  m  intero  < 

,        w      fé'-*-e~'"\'' 
{COBX}^=\^ ^ j 

;""  -4-  me'"-*!'*  -t-  — ^tt — ^e*"' 
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0  sotto  forma  di  sommatorio 


(cosa?)'»  =^  V  (^]  ei^-^y^ 


I  termini  equidistanti  dagli  estremi  contengano  e  con 
esponenti  eguali  e  di  segno  contrario,  onde,  raggruppandoli 
a  due  a  due^  si  avrà: 

(cosa:)"»= 
=  ^^u^i  (cosma?-Hmcos(?w— 2)a?-*-f  ^  )cos(m— 4)a?-t- ...  l 

Se  I»  è   pari,  l'ultimo   termine,  entro  parentesi  quadre^ 

sarà^f     .^j;  se  invece  m  è  dispari,  l'ultimo  termine   è 

m       \ 
i         i\/r.  cosa?. 
Xw.— l)/2y 

§  806.  Si  dice  che  y  è  il  logaritmo  naturale  di  a?,  e  si  scrive 

y  =  loga? 

se  ey  =  a?. 

Pongasi  a?  =  re*^ ,    iBd    t/  =  p  -^-iq;    si  avrà 

ey  =  e^'^'^  =  e^  e'^ 

ed  affinchè  questa  quantità  complessa  possa  essere  eguale 
ad  a?,  è  necessario  che  i  moduli  siano  eguali,  e  gli  argo- 
menti non  differiscano  che  per  un  multiplo  di  27c;  onde  l'e- 
quazione e^  =  ir  si  riduce  alle  seguenti  fra  quantità  reali 

q  =  (X'^2kTz  {k  intero). 

La  seconda  determina  q;  dalla  prima  si  ricava  p  in  modo 
unico,  perchè  essendo  r  reale  e  positivo,  esiste  un  solo  va- 
lore reale  di  p  tale  che  e^  =  r,  ed  è  il  logaritmo  di  r  stato 
definito  a  proposito  delle  funzioni  di  variabile  reale 

p  =  log  r. 


si  ha 

(2)  COS^=:t  l0g(2-l-iVl— «*). 

Esaminando  la  formula  (1),  si  scorge  che  dato  ^,  l'espres- 
sione \/l—s'  -i-is  ha  due  valori  corrispondenti  al  doppio 
valore  del  radicale;  ad  ognuno  di  essi  corrispondono  ancora 
infiniti  valori  di  sen  ^,  perchè  il  logaritmo  ha  infiniti  va- 
lori. Se  j  è  reale  e  <  1,  Vi — ■^  ^  reale^  il  modulo  di 
Vi  — ^*  H-  i^  è  l'unità,  il  logaritmo  di  questa  quantità  è 
immaginario  puro,  e  dividendo  per  i  si  ha  sen  n  reale.  Ma 
se  0  è  reale  >  1,  ovvero  immaginario,  risolta  immaginario 
anche  sen  2.  Così  ad  esempio,  l'espressione 

ii^2  =  Ìlog(V^^+ 2i)  =  |  iogi(V5 +2) 

=|log(V3  +  2)  +  |-H2fc7t, 

ove  A'  è  un  intero  qualunque. 


Derivazione    ed   integrazione 
dei    complessi. 

§  808.  Qualunque  si  sia  la  natura  della  funzione  f{a}),  di- 
remo derivata  di  f{x)  l'espressione 

La  derivata  seconda  è  la  derivata  della  derivata  prima,  e 
cosi  via. 

.  Affinchè  qnesta  definizione  sia  applicabile,  bisogna  che 
sugli  enti  f{x)  sia  definita  la  differenza  f(x  ■+•&)—  f{x),  il 


Tto^^ j- — — — ,  e  il  passaggio   al  limite.  Tatte 

3  operazioni  sono  state  definite,  se  f{x}  è  an  complesso 

ne  qualanqoe  funzione  delia  variabile  reale  x,  cioè  8e 

q,  e  sugli  enti  rappresentati  da  complessi.  Cosi: 

")  Se  f{x)  è  un  vettore  funzione  della  variabile  reale  x, 

le  ft  v/q.  La  sua  derivata,  supposta  determinata,  cioè 

sto  che  quel  limite  esista,  è  un  vettore 

'.")  Se  f{x)  è  un  punto  funzione  della  variabile  reale  x, 

come  si  suol  dire,  se  f{x)  è  un  ^nto  mobile,  ossia  se 

.  La  differenza  f{oo  -*-h)  —  f{x)  è  il  vettore  compreso 

;  doe  posizioni  del  punto.  Se  la  variabile  indipendente  x 

ama  tempo,  il  limite  del  rapporto  fra  questo  vettore 

cremento  del  tempo,  cioè  la  derivata  del  punto,  dicesi 

tà.  La  derivata  seconda  del  punto,  ossia  la  derivata 

velocità  dicesi  accelerazione. 

<')  Se  f{x)  è  una  forma  geometrica  dì  specie  qualunque 

}ne  della  variabile  reale  x;  la  sua  derivata  è  una  forma 

etrica  delta  stessa  specie. 

:•)  Se  f{x)  è  un  numero  immaginario  funzione   della 

bile  reale  x,  cioè  se  /'eq'/q,  e  se  f(cc)  è  un  numero  im- 

lario  funzione  della  variabile  immaginaria  x,  cioè  se 

ì'- 

09.  Sussistono  le  comuni  regole  di  derivazione  ;  sicché, 
lo  S,  S'  delle  formazioni  variabili,  ed  a;  un  numero  va- 
e,  si  ha: 

d(S-HS')^dS-HdS',    d(aS)^a;dS  +  SdiE,ecc. 
si  deriva  un  prodotto  geometrico,  bisogna  ricordare 
lon  è  permesso  invertire  l'ordine  dei  fattori.  Cosi  se 
C,  D  sono  punti  variabili,  la  derivata  del  tetraedro 
)  D  vale 

A'BCD  +  AB'CD  ■*-  ABC'D  +  ABCD', 
3i  permutano  i  fattori,  si  possono  produrre  cambiar* 
di  segno. 
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La  derivata  di  |U  è  |U',  ossia  l'operazione  1,  che  è  una 
operazione  distributiva,  si  comporta  come  un  fattore  co- 
stante. 

Se  gli  elementi  di  riferimento  (0, 1,  J,  K)  sono  fissi,  e  se 
U  =  a;I  -4-  2^ J  -f-  ^K,  ove  le  coordinate  sono  variabili,  detta 
t  la  variabile  indipendente,  si  avrà  derivando: 


dU_d^. 

d^U  _  d"a- . 
di'»  ""  dr 


dF^ 


d^ 


dr 


K 


K. 


Se  P  =  0  -H  ici  -*-  2/J  -H  -sfK,  derivando  si  ha 

dP da;^      d^y      d£^ 

d^  ~  d<  ^      d<  ^  ■*"  d<  ^• 


Essendo  f(t)  una  Fi  avente  derivata  prima  f'{t)  continua, 


si  ha  nt)  =  lim  ^^-^ 


;  cioè  la  derivata  è  il  limite 


del  rapporto  fra  l'incremento  della  funzione  e  quello  della 
variabile,  ove  si  facciano  variare  tutti  e  due  i  valori  dati 
alla  variabile.  Infatti  basta  moltiplicare  per  un  triangolo 
arbitrario  PQR  onde  ricadere  nel  teorema  I  del  §  121. 

§  810.  Derivata  di  e*  per  x  immaginario.  —  Si  ha: 


ora 


A  pX'*-/li px  ph 

—  e*  =  lim T =  e*lim  — r- 


1       2!      3! 

e*  — 1      ,       h       ¥ 
h  2!"*"  3!' 

e* — 1    ,  _  ^  r  1     A 

h  ^~'^L2!*3! 


1 


e  poiché  h  tende  a  0,  si  può  supporre  mod  A  <  1  ;  allora  i 


P.  —  AnaUsi  infintlegimale.  —  TOL.  IL  -  6. 


qìdì  della  quantità  ìq  parentesi  sono  minori 
rmini  della  serie 

1        1 
2"! -^3!-^ 


Tale  6  —  2=0,718 ,  quantità<  1,  quindi 

ibro,  che  è  il  prodotto  di  una  quantità  infi- 
ma quantità  il  cai  modalo  si  può  supporre 
imo,  ossia 


da;  ' 

]aando  x  è  complesso,  la  derivata  di  e'  è  &>. 
[lucono  le  derivate   di  sensc,  coso;,  perchè 


T —    OCU  * X 

da7  2 

.  e'*  —  e" 
-cosa:  =  i        „ — 


ome  se  le  variahili  fossero  reali. 
la  regola  di  derivazione  delle  funzioni  inverse, 
derivate  di  Ioga:,  sena?,  cosae, ...  che  coinci- 
e  trovate  per  le  variabili  reali. 


■«• 


—  83  - 


( 


Tangente  ad  una  curva;  differenjsiale  dell'arco. 

§  311.  Teorema.  —  /Sfe  il  punto  mobile  P,  la  cui  posizione 

dP 
dipende  dalla  variabile  numerica  *,  Ita  derivala  -tt  non  nuUa^ 

dP 
la  tangente  alla  linea  descritta  da  P  ha  la  direzione  di  -tt-. 

Infatti,  dato  a  t  un  incremento  h,  e  detta  Pi  la  nuova 
posizione  del  punto,  sarà:  tangente  in  P  =  lim  retta  PPi  = 

=  lim  retta  (P,  Pi  —  P)  =  lim  retta  (p,  ^^~^ì  =  retta 
P^ 

dP 
Se  -n-  è  continua,  e  non  nulla,  •  la  tangente  in  P  è  anche 

il  limite  della  congiungente  due  punti  della  curva  Pi  e  Pe 

tendenti  a  P.  Infatti  anche  in  questo  caso  il  vettore  -^ — ~ 

h  —  ti 

ha  per  limite -tt  • 

dP 
§  812.  Teorema.  —  ^^'aT  ^  continua  e  non  nuUa^  il  rap- 
porto fra  un  arco  infìnitesimo  às  e  rincremento  carrispon- 
dente  At  vale 

ds  ,  dP 

df  =  "^"^dF- 

Infatti  siano  Pi  e  Pg  due  punti  dell'arco  corrispondenti 
ai  valori  f  i  e  fg  >  ti  ;  pongasi  5i  =  fe  —  ti,  eis  =  arco  PiP«. 
Si  avrà: 

ds      ,.    ts      |.      arcPiP2    ,,  i.    corda P1P2 

XI  =  hm  ^  =  lim  — ,   r>  y.  X  lim =7 • 

di  bt  corda  PiP«  St 

Ora,  per  le  ipotesi  fatte  (§  128)  si  ha  lim  — .   p  p^  =  1, 


1 


,.     ro(Pfi  — Pi)      ,.        P£  — Pi  dP 

(1  —  ^s  ti  —  (1  m' 

formala  a  dimostrarsi, 
□i  ora  dimostrati  ci  danno  il  significato  della 
unto  ;  la  sua  direzione  è  quella  della  cnrra 
liderato;  la  sua  grandezza  è  il  rapporto  fra 
imo  della  curva  e  l'incremento  della  variabile 


tpi.  —  1).  Le  equazioni  della  tangente  alla 
i  da  V  =  0  ■*- xl -t- yj  -*■  sK,  ossia  le  eqaa- 
ta  passante  per  P  e  parallela  al  vettore  dP  = 
-  djK,  dette  X,  Y,Z,  le  coordinate  d'un  punto 
,  sono 

X  —  w^Y—i/Z  —  s 
ex  ày  ds    ' 

è  un  punto  del  piano  nornuile,  cioè  del  piano 

alla  tangente  nel  punto   considerato  sarà 

=  0,  ossia,  in  coordinate  cartesiane  ortogonali 

X)  da;  -»-  (Y  —  y)  ày -f  {Z  —  2)Ae=0 

lei  piano  normale. 

tunto  P  si  muove  in  un  piano  fisso,  il  vettore 

azione  della  normale  alla  linea  descritta  da  P. 

rdinate  cartesiane  si  ha 

ì  =  mod  dP  =  yda^  -t-  d/  -1-  d&'- 

)  e  cp  le  coordinate  polari  d'an  punto  nel  piano 

I  funzione  di  9;  il  punto  P  descrive  una  curva. 


Posto  p'  =  -r-)  sarà: 

^       dtp' 


dp 

Onde  l'angolo  che  t—  fa  col  raggio  vettore  e'^I,  che  è  Va 
gomento  di  p'  ■*■  pi,  ha  per  tangente  —,  - 

Si  ha  poi  3-  =  mod  t-  =  mod  p'  ■+•  pi)  =Vp'"  -»-  P*- 


Formula  di  Taylor. 

§  914.  ha  formala  di  Taylor  si  paò  estendere  ai  coi 
plessi  d^ordine  qaalanqae  funzioni  d'ana  variabile  reale: 

Teorema.  —  Se  f{f)  è  un  complesso  funzione  della  t 
riahile  numerica  t,  avente  le  successive  derivate  fino  all'r, 
pel  valore  considerato  di  t,  si  ha  : 

/■((  +  *)= /•«) + hrm  *■  ^  no  +  -  *  ^  [r-HO  *  *■ 

ove  h  è  un  complesso  infinitesimo  con  k. 

Infatti  sia  p.  a  f{t)  nn  complesso  di  terz'ordine.  e  sia 
a;((),  y{t),  B{t)  le  sue  coordinate,  cioè  sia  f{t)  =  x{t)l 
-*■  lf(t)J -t- z{t)K^  ove  I,  J,  K  sono  i  complessi  di  rife 
meato.  Poiché  x{t),  y{t)  e  ^(0  sono  numeri  funzioni  de 
variabile  nnmerica  t,  si  potrà  applicare  la  formola  di  Tay! 
vista  al  §  55,  e  si  ha  : 

x(t  -fh)  =  x{t)  +  ha/it)  -*.  ^  x"it)  -t- ...  H-  ^" [a^''Kt)  ->■  ( 
y((  +  fe)  =  y(0  +  hy-it)  +  ^y"(0  +  -  +  J  [y-'W  *  f 


1.2^ 

■Ti' 


z{t + h) =z{t)  +  A^(o  H-  -^^"(0  + ...  *  ^"[£01(0  -  y: 


sono  numeri  Infìnitesimi  con  h.   Si  moltìpiichino 
laglianze  per  I,  J,  K  e  si  sommino.  Osservando 

*  i)  =  a;((  -1-  ;>)!  -1-  yCf  -H  *) J  *  «  ((  -e  *)K 
:)  =  !if(t)l  +  y\t)3  *  j(<)K,  ecc. 


I  -»-  pj  +  yK  è  HD  complesso  che  ha  per  limite  zero 
e  di  /(  a  zero. 

è  una  forma  geometrica,  è  preferibile  quest'altra 
ione,  in  coi  non  si  fa  uso  di  coordinate, 
esempio  f{t)  una  forma  di  prima  specie,  e  si  mol- 
i  due  membri  per  un  triangolo  arbitrario  PQR; 
=/\OPQI^>  0  meglio,  chiamando  v(f)  il  nomerò 
a  questo  volume,  si  avrà 

^)(()=f(«)(()PQR,  onde: 

ft)  =  T(0  +  fcp'(0  *  -  -^  ^  [=P""  (0  +  fcPQRl 

Kudo  tf>(0  una  funzione  numerica  di  f,  si  avrà, 
=0.  Adunque,  comunque  si  prenda  il  triangolo 

olume  /cPQR  ha  per  limite  zero;  quindi  lìm  k  =0. 


Piano  osculatore. 

Dicesi  piano  osculatore  ad  una  curva  in  un  suo 
1  limite  del  piano  passante  per  P,  per  la  tangente 
i  in  P,  e  per  un  altro  punto  Pi  della  curva,  ove 
Pi  tenda  a  P. 
a.  —  Se  il  punto  mobile  P,  funzione  della  varia' 


ù 
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lilo  numerica  t,  ha  derivale  prima  e  seconda  P'  e  P"  non 
nuUe  e  non  parallèle,  il  piano  osculatore  è  il  piano  PPT". 
Infatti;  dato  a  t  un  incremento  h,  e  detta  Pi  la  nnova 
posizione  del  punto  P,  si  ha 

Pi  =  Ph-AF4.^[P"-4.*], 

ove  /i  è  un  vettore  infinitesimo  con  k  Quindi  il  piano  pas- 
sante per  P,  per  la  tangente  in  questo  punto  e  per  Pi  con- 
tiene P,  P'  e  il  vettore  P"  -♦-  k  Passando  al  limite,  il  piano 
osculatore  è  il  piano  PPT". 

Teorema.  —  Nelle  desse  ipotesi,  supposta  la  continuità 
di  P'  e  di  P",  U  piano  osculatore  è  il  limile  del  piano  pas- 
sante per  tre  punti  detta  curva^  che  tendono  al  punto  con- 
sideralo. 

Infatti,  diamo  a  M  valori  ti  f^  fs  (disposti  in  ordine  cre- 
scente), e  siano  P1P2P3  i  punti  corrispondenti  della  linea. 

Il  tetraedro  PP1P2P3  sarà  una  funzione  di  t;  poniamo 

PPiPsPs  =  f{t). 

Attribuendo  a  t  uno  dei  valori  <i,  fg,  fe,  il  punto  P  assume 
una  delle  posizioni  Pi,  P2,  Ps,  e  questo  tetraedro  si  annulla  : 

fiti)  =  0,       m=0,       f{tz)  =  0. 

Di  qui,  pel  teorema  di  Rollo,  f'(0  =  PTiP2P3  si  annul- 
lerà per  un  valore  di  t  compreso  tra  ti  e  f»,  e  per  un  altro 
valore  di  t  compreso  tra  fe  e  fe  ;  ma  se  f'(t)  =  PT1P2P3  è 
nullo,  sarà  il  vettore  P'  parallelo  al  piano  P1P2P3;  perciò 
questo  piano  è  parallelo  alle  derivate  di  due  punti  dell'arco 
P1P2P3,  e  quindi  anche  alle  tangenti  '  alla  curva  in  questi 
punti.  Inoltre,  poiché  f\t)  si  annulla  per  due  valori  di  t, 
la  sua  derivata  f\t)  =  V'TiV9P3  si  annullerà  per  un  valore 
intermedio,  ossia  il  piano  P1P3P3  è  parallelo  alla  derivata 
seconda  d'un  punto  dell'arco  considerato. 

Ora  facendo  tendere  P1P2P3  ad  uno  stesso  punto  P,  le  de- 


, 


irime  e  seconde  di  qaesti  ponti  hanno  per  lìmiti  le 
I  prima  e  seconda  di  P  ;  ed  il  piano  PiPgPs,  paral- 
Ine  derivate  prime  e  ad  una  derivata  seconda,  ha 
ite  il  piano  passante  per  P  e  che  contiene  le  dire- 
tlle  due  derivate  prima  e  seconda  di  P,  cioè  il  piano 


V  =  0'*-xl-^ijJ  fzK, 


V"=x"l -i-ij" J-i-z"K; 


il  punto 

nel  piano  osculatore  alla  curva  in  P,  i  vettori 
F,  P"  dovranno  esser  complanari,  ossia 

—  co     Y — y    Z  —  £ 

x'  y'  z' 

y"        ^' 

izione  del  piano  osculatore  alla  curva  in  P. 

le  rette  contenute  nel  piano  normale  ad  ana  linea 
uo  punto  P   sono  normali  alla  linea  in  P.  Tra  le 

meritano  menzione  speciale  quella  contenuta  nel 
scalatore  che  dicesi  normale  principale,  e  quella  che 
ale  al  piano  osculatore,  che  dicesi  binormale. 
me  il  piano  normale  ed  il  piano  oscalatore  si  incon- 
econdo  la  normale  principale,  l'insieme  delle  equa- 
;1  piano  normale  e  del  piano  oscalatore  costituisce 
zioni  della  normale  principale. 
:;iaazioni  della  binormale,  cioè  della  perpendicolare 
0  osculatore  nel  punto  {x,  y,  z)  sono 

X  — a;     ^      Y-y     ^      Z  —  z 

y  V  —  ì^y"      ;^x"  —  x'z"      xy  —  yai 
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§  817,  Nei  §§  precedenti,  per  determinare  la  tangente  ad 
una  carva,  ed  il  piano  osculatore,  si  è  supposto  P'  non  nullo, 
e  P"  non  nullo  né  parallelo  a  P'.  Vediamo  che  cosa  avviene 
quando  queste  condizioni  non  sono  verificate. 

Teorema  I.  —  Se  la  prima^  e  alcune  derivate  successive 
del  punto  mobile  P  sono  nulle^  e  la  prima  non  nulla  è  quella 
d'ordine  jp,  allora  la  tangente  alla  curva  in  P  ha  la  dire- 
zione detta  jp*  derivata. 

Infatti,  la  formola  di  Taylor,  non  scrivendo  i  termini  nulli, 
diventa  : 

fep  r  dpp 


'^=^*m*'\- 


ove  A;  è  un  vettore  infinitesimo  con  h  Quindi  la  retta  PPi 

dpp 
ha  la  direzione  del  vettore  -^  -f-  fc,  e  passando  al  limite, 

dpP 
la  tangente  ha  la  direzione  di  -tt^  • 

Si  osservi  però  che  se  la  prima  derivata  è  nulla  pel  va- 
lore considerato  di  t,  non  è  più  vero  in  generale  che  la  tan- 
gente in  P  sia  il  limite  della  congiungente  due  punti  della 
curva  che  tendono  a  P;  e  il  rapporto  fra  un  arco  infinite- 
simo e  la  sua  corda  non  è  più  necessariamente  l'unità. 

Consideriamo  una  curva  piana,  descritta  da  un  punto  mo- 
bile P.  Per  una  posizione  speciale  di  questo  punto  condu- 
ciamo nel  piano  una  retta.  Può  avvenire,  a  seconda  delle 
circostanze,  che  la  curva  tagli  la  retta,  cioè  passi  dall'una 
all'altra  banda  di  essa;  ovvero  che  tocchi  la  retta,  cioè  che 
nelle  vicinanze  del  punto  considerato  si  conservi  sempre  da 
una  stessa  parte  della  retta.  Per  riconoscere  quale  dei  casi 
sì  presenta,  si  prenda  una  linea  (p^)  su  questa  retta,  e  sia 
a,  e,  detto  Pi  un  punto  della  curva  che  corrisponde  al  va- 
lore i  -♦-  fe  di  <,  si  sviluppi  l'area  Pi  a,  che  si  annulla  per 
%  =  0,  secondo  le  potenze  di  h.  Il  segno  di  Pia  è  dato  dal 
segno  del  primo  termine  non  nullo  (§  71).  Se  questo  con- 
tiene h  con  esponente  dispari,  questo  termine  cambia  di 


segno  con  ^,  e  la  curva  taglia  la 
h  con  esponente  pari,  la  curra  t 

onde,  poiché  Po  =  0, 


e  il  segno  di  Pia  dipenderà  dal 
per  cai  la  derivata  di  P  non  è  ni 
Si  deduce: 

Teorema.  —  Se  delle  successi 
mobUe  nel  piano,  la  prima  non 
allora  : 

Se  p  è  dispari,  la  curva  ta 
tangente, 

Se  p  è  pari,  la  curva  tocca 
ta/nfjcnte. 

Se  delle  derivate  del  punto  P 

p,  la  prima  non  nulla,  né  coinc 

è  quella  d'ordine  g,  allora: 

Se  q  è  pari,  la  curva  tocca 

Se  q  h  dispari,  la  curva  tai 

Il  caso  più  comune  è  quello  i 
le  derivate  prima  e  seconda  non 
lora  la  curva  taglia  ogui  retti 
tocca  la  tangente.  Un  punto  sifl 
tali  tutti  i  punti  delle  curve  di 

Se  invece  p  t  q  sono  amendu 
di  /lesso. 

Se  p  è  pari  e  g  dispari,  il  pu 
specie. 

Se  p  e  2  sono  pari,  il  punto 
spede. 

Cosi  nelle  curve  descritte  dal 
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(1) 

P  =  0  +  rt  -+•  <3J 

(2) 

P  =  0  -+•  /«I  -4-  t^J 

(3) 

V  =  0 -h  tn -i- i*j -h  tn 

si  ha,  per  ^  =  0,  rispettivamente  nn  flesso,  una  cuspide  di 
prima  specie,  ed  una  cuspide  di  seconda  specie. 

§  818.  Per  determinare  il  piano  osculatore  ad  una  curva 
si  ha  il  seguente: 

Teorema.  —  Sé  delle  successive  derivate  del  punto  P,  pel 
valore  considerato  di  t,  alcune  sono  nulle,  e  la  prima  non 
nulla  è  quella  d^ ordine  p;  e  se  alcune  derivate  susseguenti 
alf ordine  p  sono  nulle,  ovvero  la  loro  direzione  coincide 
colla  direzione  della  p*,  e  la  primi,  di  queste^  né  nidla^  né 
coincidente  in  direzione  colla  p^  è  la  q^,  il  piano  osculatore 
alla  curva  in  P  è  «7  piano  che  contiene  le  direzioni  delle 
derivate  d'ordine  p  e  q. 

Infatti  dalla  formula  di  Taylor  si  ha  : 

ììP  hP'*'^ 

Pi  =  P  H-  ^  P(p)  4-  r^-TTf  P^^*'^  ■*-  - 

p\  {P'*'l)\ 


(?-!)!  q\ 

ove  fc  è  un  vettore  che  ha  per  limite  zero.  Osservando  che, 
per  le  ipotesi  fatte,  P(p+i)...P(9-i)  sono  eguali  a  Fp^  mol- 
tiplicati per  numeri,  si  deduce 

Pi  ==  P  4-  wP^p^  +  w(P(«)  -4-  k) 

ove  m  ed  n  sono  numeri.  Quindi  piano  (P,  P^^^,  Pi)  =  piana 
(P,  P(p),  P(«)  -4-  A;),  e  al  limite  si  ha  :  piano  osculatore  =  piano 
(P,  Fp),  P(9'). 

Si  osservi  però  che,  se  alcune  delle  derivate  successive 
del  punto  P  sono  nulle,  non  è  più  vero  in  generale  che  il 
piano  osculatore  sia  ancora  il  limite  del  piano  passante  per 
tre  punti  della  curva. 

Per  un  punto  P  d^una  curva  nello  spazio  si  conduca  un 


prenda  su  esso  an  triangolo  a.  Detto  Pi  il  ponto 
,  corrispondente  al  valore  t-t-  h  ài  t,  si  consideri 
I  Pi»;  esso  si  annulla  per  h  —  0;  se  annaìiandosi 
;no,  la  carva  taglia  il  piano  «  nel  punto  P;  se 
cambia  segno,  la  curva  tocca  il  piano  a. 
analogo  a  quanto  si  è  fatto  per  le  corvè  piane, 

.  —  Se  delle  successive  derivate  del  punto  P  ta 
nulla  è  la  p",  (àlora  : 
dispari,  la  curva  taglia  ogni  piano  non  contenente 

■■  pari,  la  curva  tocca  ogni  piano  non  contenertte  la 

derivate  che  seguono  la  p*,  la  prima  non  nulla, 
%  alla  jfl  è  la  g",  allora  : 

pari,  la  curva  tocca  ogni  piano  passante  per  la 

diverso  dal  piano  osculatore, 
'■  dispari,  la  curva  taglia  ogni  piano  passatUe  per 
,  e  diverso  dal  piano  osculatore. 
;  delle  derivate  che  seguono  la  'j',  la  prima  non 
onlenuta  nel  piano  osculatore  è  l'r^,  allora  : 

dispari,  la  curva  taglia  il  piano  osculatore. 

pari,  la  curva  tocca  il  piano  osculatore. 
0  d'una  corva  dicesi  ordinario,  se  la  corva  taglia 
li  passanti  per  esso  e  non  contenenti  la  tangente, 

i  piani  passanti  per  la  tangente,  e  distinti  dal 
latore,  e  taglia  il  piano  osculatore.  Questo  av- 

ponto  P  ha  derivate  prima,  seconda  e  terza  non 
acenti  in  uno  stesso  piano;  cioè  se  p  ^  1,  j  =  2, 
i  generale  se  si  ha  p  dispari,  y  pari  e  r  dispari. 
)  non  ordinario  è  detto  singolare.  Così  se  in  od 
arva  tocca  ogni  piano  non  passante  per  la  tan- 
tie  avviene  quando  p  è  pari),  questo  punto  è 
>  stazionario  o  di  regresso;   se  la  curva  taglia 

passante  per  la  tangente,  e  distinto  dal  piano 
(il  che  avviene  se  /^  è  dispari),  a  qnesta  tangente 
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si  dà  il  nome  di  tangente  stazionaria  o  di  flesso;  e  se  la 
curva  tocca  il  piano  osculatore  (il  che  avviene  quando  r  è 
pari),  questo  vien  detto  piano  osculatore  stazionario.  In 
uno  stesso  punto  possono  presentarsi  anche  due,  o  tutte  e 
tre  le  singolarità  accennate;  e  combinando  insieme  tutti  i 
casi  di  parità  o  non  dei  tre  numeri  p,  q,  r,  si  hanno  otto 
casi,  uno  dei  quali  corrisponde  al  punto  ordinario,  e  gli 
altri  sette  a  punti  singolari  variamente  conformati.  Oltre 
a  queste  singolarità  della  curva  proveniente  da  elementi 
(punti,  tangenti,  piani  osculatori)  stazionarli,  la  curva  ne 
può  presentare  altre,  ove  il  punto  che  la  descrive  passi 
più  volte  per  una  stessa  posizione,  ovvero  manchi  di  de- 
rivata. 

§  319.  Sia  a  una  linea^  e  sia  ^  una  seconda  linea,  od 
una  superficie,  avente  comune  colla  a  un  punto  P.  Si  dice 
che  la  linea  a  ha  un  contatto  d'ordine  m  colla  linea  o  su- 
perficie ^,  se  la  distanza  d'un  punto  Pi  della  linea  a  da  ^ 
è  infinitesima  d'ordine  m  -+- 1,  essendo  la  distanza  dei  due 
punti  PPi  assunta  come  infinitesimo  principale.  Per  distanza 
del  punto  Pi  dalla  linea,  o  superficie  p,  s'intendcj  come  è 
noto,  la  minima  delle  distanze  di  Pi  dai  punti  di  ^,  od  il 
limite  inferiore  di  tali  distanze. 

Il  punto  P  che  descrive  una  curva  sia  funzione  di  f  e 
supponiamo  P'  non  nullo.  Detto  i  +•  A  il  valore  della  varia- 
bile cui  corrisponde  il  punto  Pi  della  curva,  sarà 

Pl  =  P^/iF-4-|^P"H....  (1) 

onde  Pi  —  P  =  ;^P'  -^  '2'  1"'  "*■  - 

elevando  a  quadrato  (Pi  —  ?)«==  ^«F  ^  fe3p'/p"  ^  _ 

onde      mod  (Pi  —  P)  =  A mod P'  +  h^  2mHI^  "*"  '"  ^^^ 

Pertanto,  poiché  modP'>0,  si  deduce  che  la  distanza 


mp 


h  sono  infinitesimi  dello  stesso  ordine;  e,  per  rico- 
gli ordini  di  infinitesimi,  si  può  prendere  k  come 
imo  principale,  invece  di  PPi. 
isideri  una  retta  qualunque  passante  per  P,  e  sia  a 
lento  di  questa  retta, 
plicaudo  la  (1)  per  a,  ed  osservando  che  Pa  =  0, 

P,a  =  AP'o  +  ^'p"o  +  ... 

;e  la  retta  a  non  è  la  tangente,  il  triangolo  Va  non 
onde  Pia  sarà  infinitesimo  del  primo  ordine  rispetto 
altrettanto  avverrà  del  suo  valore  assoluto  e  della 
.  di  Pi  ad  o;  ossia  non  c'è  contatto  fra  la  curva  e 
,  Se  invece  la  retta  a  è  tangente,  sarà  P'a  =  0; 
à  infinitesimo  del  secondo  ordine,  o  d'ordine  supe- 
nde  la  curva  ha  colla  tangente  un  contatto  almeno 
0  ordine.  E  precisamente,  se  Va  non  è  nullo,  ossia 
Tivata  seconda  non  coincide  in  direzione  colla  deri- 
ima,  allora  il  contatto  sarà  del  primo  ordina  Se 
une  delle  successive  derivate  del  punto  P,  dalla 
air»!"  incluse,  sono  nulle,  o  coincidono  in  direzione 
erivata  prima,  allora  il  contatto  della  curva  colla 
gente  sarà  d'ordine  m. 

uniamo  P'  e  P"  non  nulli  né  coincidenti  in  direzione, 
l'ordine  di  contatto  della  curva  col  piano  osculatore, 
si  consideri  il  trivettore,  o  parallelepipedo,  costrutto 
vettori  Pi  -  P,  P',  P".  Si  avrà  : 

(P,  _  P)PT"  =  ~  P'F'p'"  -I- ... 

P"P"'  non  è  nullo,  ossia  se  la  derivata  terza  del 
lon  giace  nel  primo  osculatore,  questo  trivettore  è 
limo  del  terzo  ordine;  e  siccome  esso  vale  il  prodotto 
ase  P'P"  per  l'altezza,  che  è  la  distanza  di  Pi  dal 
sedatore  PP'P",  si  deduce  che  anche  questa  distanza 


—  95  — 

è  infinitesima  del  terzo  ordioe,  ossia  il  contatto  della  cnrva 
col  piano  osculatore  è  di  secondo  ordine.  Se  FP"P"'  =  0, 
l'ordine  del  contatto  si  eleva. 

Curvatura  ddle  linee. 

%  320.  Sia  AB  la  curva  (piana  o  non)   descritta  da  un 

ponto  P  funzione  di  t.  Da  un  punto  fìsso  0  si  conduca  un 

vettore  n  —  0  avente  la  direzione  e  il  verso 

L''t\  "      )  "lì  dP/df.  e  grandezza  eguale  all'unità  di  mi- 

T  'S— ^  ^°'^*"  ^*fi*°'l*  P  da  A  a  B,  il  punto  n  de- 

^  \    scrive  nna  curva  «p  solla  sfera  di  centro  0 

e  raggio  1,  che  dicesi  indicatrice  sferica 

— ^  delle  tangenti  alla  curva  data.  La  lunghezza 

/   \  dell'arco  «P  dìcesi  curvatura  assoluta  del- 

o(- — j*^  l'arco  ap. 

\J  In  particolare,  se  la  linea  descritta  di  P 

**  è  una  retta,  la  indicatrice  sferica  si  riduce 

'^'•'  ^         ad  un  punto,  e  la  curvatura  di  un  segmento 

qualunque  della  retta  è  zero. 

Se  la  linea  descritta  da  P  è  piana,  l'indicatrice  sferica  è 

un  arco  di  cerchio,  e  la  curvatura  dell'arco  AB  è  misurata 

dall'angolo  al  centro  «Op,  che  è  eguale  all'angolo  formato 

dalle  tangenti  nei  punti  a  e  p  dell'indicatrice. 

Dicesi  curvatura  media  d'un  arco  di  curva  il  rapporto  - 

tra  la  curvatura  assolota  ?  dell'arco  e  la  sua  lunghezza  a. 

Dicesi  curvatura  d'una  curva  in  un  suo  punto  P  il  limite 
della  curvatura  media  d'un  arco  della  curva  quando  gli 
estremi  tendono  al  punto  P,  vale  a  dire  il  rapporto  dilds 
fra  gli  archi  infinitesimi  corrispondenti  dell'indicatrice  sfe- 
rica e  della  curva  data. 

Se,  ad  esempio,  AB  è  un  arco  del  cerchio  di  centro  0  e 
raggio  r,  l'angolo  al  centro  AOB,  ovvero  l'angolo  formato 
dalle  tangenti  in  A  e  B,  è  la  curvatura  assoluta  dell'arco 
AB.   Detto  a  l'angolo   AOB,   la  lunghezza  dell'arco   AB 


nn  arco   di  cerchio  è  indipendente 
e  vale  il  reciproco  del  raggio, 
un  punto  qualunque  P  del  cerchio 

rchio  ha  curvatura  costante  in  ogni 

Uura  d'una  curva  in  un  suo  punto  P 
.tura  della  curva  nel  punto  P,  onde, 
•vatura,  si  avrà 

ds 
P  =  d^- 

a  di  una  circonferenza  in  ogni  suo 
circonferenza. 

'  le  derivate  prima  e  seconda  del 
no  non  nulle,  né  parallele.  Pongasi 

v  =  modP'  (I) 

dì  P';  se  la  variahite  t  è  il  tempo, 
è  il  valore  assoluto  della  velocità. 

T^P'/v;  (2) 

:to  secondo  la  tangente  alla  curva, 

T''  =  1  (3) 

iella  (2)  si  ha: 

P'=i;T.  (4) 

vrà: 

"  =  i/T  +  vV  (5) 

T  e  T  sono  complanari;  e  siccome 


—  97  -T 

il  piano  P"T  è  il  piano  osculatore,  si  deduce  che  T'  è  con- 
tenato  nel  piano  oscalatore.  Derivando  la  (3),  e  dividendo 
per  2,  si  ha 

T|r  =  0  (6) 

onde  T'  sarà  normale  a  T.  Quindi  T'  che  è  contenuto  nel 
piano  osculatore,  ed  è  perpendicolare  a  T,  sarà  diretto  se- 
condo la  normale  principale  alla  curva.  Il  modT'  è  colle- 
gato col  raggio  di  curvatura.  Invero  il  punto  n  che  descrive 
Tindicatrice  sferica  è  dato  da 

u  =  Oh-T  (7) 

Derivando  si  ha 

ic'  =  T  (8) 

ossia  la  tangente  all'indicatrice  sferica  è  parallela  alla  nor- 
male principale  della  curva  data.  Si  ha  poi: 

1 da modTc' modT' 

p~ds~modF~   dsjàt   \ 

onde  sostituendo  si  ha: 

mod  T'  =  - .  (9) 

Pongasi  poi 

N  =  T7modT'  (10) 

Sarà  N  un  vettore  di  lunghezza  1,  e  diretto  secondo  la 
normale  principale. 

Sostituendo  in  questa  a  modT'  il  valore  dato  dalla  (9), 
e  ricavando  T  '  si  avrà  : 

r  =  ^N.  (11) 

Sostituendo  nella  (5)  a  T'  il  valore  ora  trovato,  si  ot- 
terrà infine 

F'  =  t;'T-4--N.  (12) 

P.  —  Anàlisi  infinitesimale.  —  yol.  ii.  -  7. 
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,  dà  ì  valori  delle  due  componenti  di  F', 
indo  la  tangente,  e  l'altra  secondo  la  nor- 
illa  curva.  La  prima,  cioè  la  componente 
'  è  i/T,  ed  ha  per  grandezza  t/,  e  la  sc- 
aponente normale,  è  —  N,  ed  ha  per  gran- 
indo  F  e  P"  si  potranno  costrurre  le  corn- 
ale e  normale  di  F',  e  quindi  avere  v' 
ì  alla  seconda,  si  avrà 

cQod  comp.  norm.  F'  =  — , 


P  = 


modcompnormP"' 


i  curvatura  è  la  terza  proporzionale  dopo 
irmale  dalla  derivata  seconda  e  la  derivata 
alore  assoluto. 
),  osservando   che  ds  =  wd^,  si  può   pure 


^^  -  T  (13) 


às 


mie  precedenti  si  trasformano  facilmente 
impaiono  le  coordinate  x,  y,  z  del  punto  P 
arva.  Sia  adunque 


P  =  0  +  xl  -i-  i/J  *  ^K  ; 

(1) 

ha: 

dP  =  da!l*dì,J-i-4jK 

(2) 
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Otiie 

ds  =  mod  dP  =  ydx"^  -+-  dy»  -+-  d^«  (3) 

Le  coordinate  di  T  sono  i  coseni  degli  angoli  che  la  tan- 
gente fa  cogli  assi  coordinati.  Derivando  si  ha  : 

ds-p^-d-s-*^*  d?''*d^^-  W 

In  questa  formula  il  -r-g  si  deve  interpretare  o  come  la 

derivata  seconda  di  a?,  essendo  s  la  variabile  indipendente, 
ovvero,  se  s  non  è  la  variabile  indipendente,  come  il  ri- 

sultato  dell'operazione  g-  ripetuto  due  volte  su  a?,  cioè 


dò^        dò- 


Si  ricava 


~--<=vm-m-m  <"> 


e  ricavando  N: 

xT        d^x*  T        d^y  T        d^^  T^  ,-. 

d*jj 
Ije  coordinate  di  N,  cioè  p  j-g  , ...  sono  i  coseni  degli 

angoli  che  la  normale  principale  fa  cogli  assi  coordinati. 

§  828.  Le  formule  precedenti  si  semplificano  per  le  curve 
piane.  Il  vettore  N,  di  lunghezza  1,  e  diretto  secondo  la 
normale  alla  curva,  vale  ±  iT,  cioè  è  il  vettore  T  rotato 


J-1-^  "JiHP, 
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)lo  retto,  positivo  o  negativo,  e  la  formala  (14) 
diventerà  : 

ds      —  p 

.0  fare  la  convenzione  di  chiamare  raggio  di  cor- 
quantità  ±  p,  ed  indicarla  semplicemente  con  p; 
'aggio  di  carvatara  acquista  nn  segno,  ed  è  posi- 


1         it 


dT 

,  direzione  3r  fa  con  T  l'angolo  retto  positivo, 

ì  fìg.  di  sinistra,  e  negativo  nel  caso  opposto.  Fatta 
Dvenzione,  la  formala  precedente  diventa: 

^  =  liT,  (1) 

ds       p      '  ^  ' 

rendendo  s  per  variabile  indipendente: 

^-ii^  m 

ds«       p    ds  ^'' 

Essendo  AB  an  arco  di  curva  descritto  dal  ponto 
lagini  in  ogni  punto  P  di  essa  il  piano  oscolatore 
aormale,  cioè  la  binormale  alla  carva. 
oca  da  un  ponto  fisso  0  on  vettore  ni  —  0  pa- 
ia binormale  ed  eguale  in  grandezza  all'unità  di 

io  P  da  A  a  B,  il  punto  «i  descrive  ona  curva 
sfera  di  centro  0  e  raggio  1,  che  dicesi  seconda 
e  sferica  o  indìC(Urice  sferica  delie  Unormali  della 
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curva  data;  la  longhezza  deirarco  a^pi  dicesi  seconda  cur- 
vatura 0  torsione  dell'arco  AB  di  curva  data. 

Se  la  curva  AB  è  piana,  si  scorge  dalla  definizione  che 
la  torsione  è  nulla. 

Dicesi  torsione  media  dell'arco  AB  il  rapporto  —  tra  la 

torsione  ai  dell'arco  e  la  sua  lunghezza  s. 
Dicesi  torsione  della  curva  data  nd  suo  punto  P  il  limite 

-|^  della  torsione  media  d'un  arco  della  curva,  ove  i  suoi 

estremi  tendano  al  punto  P. 

Dicesi  infine  raggio  di  torsione  della  curva  data  nel 
punto  P  il  reciproco  della  torsione  della  curva  nel  punto  P, 
onde,  detto  pi  il  raggio  di  torsione,  sarà 

às 
P^  =  d5;* 

§  325.  Conservando  le  notazioni  del  §  321,  sia  B  il  vet- 
tore di  lunghezza  1  e  diretto  secondo  la  binormale.  Per 
determinarne  anche  il  verso,  basta  porre  : 

B  =  |(TN)  (1) 

ossia  supporre  che  il  trivettore  TNB  sia  positivo. 
Il  vettore  B  soddisfa  alle  relazioni 

B^  =  1,  (2) 

B  I T  =  0;  (3) 

derivando  la  prima  di  queste  eguaglianze,  si  ha 

B|B'  =  0,  (4) 

la  quale  dice  che  B'  è  perpendicolare  a  B,  ossia  alla  bi- 
normale. Derivando  la  (3)  si  ha 

B|r-*-B'|T  =  0, 

la  quale,  osservando  che  B  |  T'  =  0,  si  riduce  alla 

B'lT  =  0,  (5) 


—  los- 
che dice  che  B'  è  perpeDdicolare  a  T,  ossia  alla  tangeote^ 
ido  B'  perpendicolare  alla  binormale  e  alla 
}o  avrà  la  direzione  della  Dormale  principale. 
[i  che  descrive  la  seconda  indicatrice  sferica  ha 
one 

jci  =  0  1-  B  (6) 

t:'i  =  B',  (7) 

']  ha  la  direzione  della  tangente  alla  seconda 
sferica,  e  B'  quella  della  normale  principale,  si 
Ile  anche  la  tangente  alla  seconda  indicatrice 
allela  alla  normale  principale. 


is 

is  _ 

.il_ 

raodP' 

doi 

(loi 
di 

modni' 

odB 

V 

Qaind 

si  avrà 

B'  =  +-N, 
~Pi 

Jerà  il  segno  ■+■  od  il  segno  —  secondochè  B' 
I  senso  0  il  senso  opposto  di  N. 
do  dì  chiamare  pi  la  quantità  ora  indicata  con 
;io  di  torsione  acquisterà  un  segno,  e  Tuitima 
enterà  : 

B'  =  -  N  (8) 

Pi 

dB       1  XT 


(9) 


I  N  soddisfa  alle  relazioni  : 

:4s=l,       NIT  =  0,       NIB=0; 
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le  qaali,  derivate,  danno 

N  IN'  =  0,       N|  T'  -*.  N'  I T  =  0,        N I B'  +  N'  IB  =  0. 

La  prìma  di  queste  ci  dice  che  N'  è  perpendicolare  alla 
normale  principale;  la  seconda,  sostituendo  a  T'  il  suo  va- 
lore diventa  -  -*-  N'  |  T  =  0,  e  ci  dice  che  la  proiezione 

di  N'^u  T  vale ;  la  terza  infine,  sostituendo  a  B'  il  suo 

P 

valore  (8)  diventa h  N'  |  B  =  0,  e  ci  dice  che  la  prò- 

iezione  di  N'  su  B  vale . 

pi 

Quindi  N'  avrà  per  espressione 

N'  =  — -T--B,  (10) 

P  pi 

ovvero  anche         -3-  = T B.  (11) 

d5  p  pi  ^    ^ 

La  formula  (14)  del  §321  e  le  (9)  e  (11)  del  presente  §, 
che  esprimono  le  derivate  dei  tre  vettori  T,  N,  B,  diconsi 
formule  di  Frenet. 

§  826.  Calcoleremo  ancora  alcune  formule.  Si  è  trovato: 

V'  =  vT  (1) 

P"  =  ^T  +  ~  N  (2) 

P 

Derivando  un'altra  volta 


F"  =  v"T  ^  t/T'  -♦-  -^  N  -  ^  p'N  -«-  ^  N' 


-  p'N  -«-  - 
e  sostituendo  a  T'  e  N'  i  valori  dati  dalle  formule  di  Frenet  : 


P'"  =  L"_!^)T  +  f^-^,p')N-i^B.      (3) 
V  P7  V   P  P*     /  PPi 


li  scomponendo  V"  secondo  la  tangente,  la  normale 
ile,  e  la  binormale,  ed  osservando  che  v,  v',  p  ^no 
F  e  P",  si  potranno  determinare  u",  p'  e  pi. 
liamoci  il  bivettore  FP".  Si  avrà,  moltiplicando  le 

!) 


FP": 


-TN 


W 


mod(FP")  = 


endola  rispetto  a  p  : 


'      mod(FP") 
sUchiamo  le  (1),  (2)  e  (3)  : 


(5) 


^  TNB  =  1,  si 

avrà 

FP"F"  =  - 

P'P. 

[mod(FF')]' 
Pi 

ìndola  rispetto 

a  Pi 

pi 

=  — 

(PTT 
p.F'P" 

ucendo  le  coordinate,  e  posto 

P  =  0  +  irI-(-!/J  +  2K, 

F  =  ic'I-i-/J-i-/K 
t"  =  af■l-^^^■3■fi"K 

V"^=(C^"l-l-f^3-^^"K, 


V ^modP'  =\x''  -t-y  H-  ^'8 


(7) 


■  F?'^- 


—  m  - 

• . 

FP"  =(yW'  -  ;?*/) JK+(«'a!"  —  x'z")Kl+{Wy"  -  fr')U  (8) 

mod  (PT'O  = 


P'P"P"'  __ 


x'      tj        sf 
00"     y'      2" 


(10) 


Sostituendo  i  valori  di  v,  mod(FP")  e  FF'F"  dati  dalle 
formule  (7),  (9),  (10)  nelle  (5)  e  (6)  si  ottengono  le  espres- 
sioni dei  raggi  di  curvatura  e  di  torsione  in  funzione  delle 
derivate  di  x^y^z. 

Cerchio  osculatore^  sfera  osctUatrice. 

§  827.  Dicesi  cerchio  osculatore  ad  una  curva  il  cerchio 
che  passa  per  tre  punti  consecutivi  della  curva. 

Evidentemente  il  piano  del  cerchio  osculatore  è  quello 
del  piano  osculatore. 

Vogliamo  determinare  il  centro  ed  il  raggio  del  cerchio 
osculatore.  Perciò  diamo  alla  variabile  i  valori  fi,  fe,  tz,  e 
siano  Pi,  Pg,  Ps,  i  punti  corrispondenti  della  curva  ;  facciamo 
passare  per  questi  tre  punti  un  cerchio,  del  quale  siano  C 
ed  r  il  centro  ed  il  raggio.  Consideriamo  la  funzione 

r(0  =  (P-C)^-^; 

poiché  i  punti  Pi,  Pg,  P3  stanno  sul  cerchio,  sarà 

f(ti)  =  0,       A«2)=0,       A*3)  =  0; 

quindi,  pel  teorema  di  Rolle,  vi  sarà  un  valore  di  t  com- 
preso fra  h  e  h  ed  un  altro  compreso  fra  fs  e  fe  che  an- 
nulleranno f\t).  Inoltre,  poiché  f\t)  si  annulla  per  due  va- 
lori di  f,  la  sua  derivata  f"{t)y  per  lo  stesso  teorema  dì 
Rolle,  si  annullerà  per  un  valore  intermedio  tra  quelli. 
Passando  al  limite,  facendo  tendere  ti  t2  tz  ad  uno  stesso 
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i  limiti  del  centro  C  e  del  raggio  r,  che  indiche- 
ora  con  C  ed  r,  soddisferanno  alle  equazioni 

r<o=o,     rro=o,    no=o, 

mdo  ad  f(t)  il  suo  valore,  la  prima  diventa 

(P_C)«-r«  =  0,  (1) 

)nda  si  ottiene  derivando  la  (1),  e  dividendo  per  2: 

(P  —  C)  I  P'  =  0  (2) 

'andò  un'altra  volta  : 

(P  —  C)  I P"  -«-  P'*  ^  0  (3) 

na  dice  che  rs=mod{P  —  C);  la  seconda  che  il 
il  cerchio  osculatore  è  salta  normale  principale 
i;  la  terza,  potendosi  scrivere  (C  —  P)  |  P"  =  P'*, 
l  vettore  C  —  P  fa  un  angolo  acuto  col  vettore  P", 
ta  sa  quella  delle  due  parti  della  normale  che  fa 
I  acuto  colla  derivata  seconda, 
detto  ?  quest'angolo,  la  formula  diventa 

)modP"cos(p  — P'^  " 

^^         P" 

modP'coS'p' 

lominatore  rappresenta  la  lunghezza  della  proie- 
V"  sulla  normale,  che  chiameremo  componenfe 
li  P",  quindi  il  raiiijìo  del  centro  osculatore  è  la 
stonale  dopo  la  componente  normale  della  derivata 
la  derivala  prima. 

indo  le  derivate  prime  e  seconde  P'  e  P"  del 
;he  descrive  la  curva,  si  può  costrnrre  il  centro 
0  osculatore. 

iamo  dal  punto  P  ■+■  P"  la  parallela  a  P',  e  dal 
K  F  la  parallela  alla  normale,  che  incontri  la  pre- 


»T*-»"""JB»1" 
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cedente  in  Q.  Uniamo  P  con  Q,  e  da  P  -4-  F  si  abbassi  la 
perpendicolare  alla  PQ;  questa  incontrerà  la  normale  alla 
curva  in  un  punto  C,  che  è  il  centro 
del  cerchio  osculatore.  Questo  risulta 
facilmente  considerando  i  due  triangoli 
rettangoli  P,  P  -h  F,  Q  e  P,  P  -h  P',  C. 
Ricordando  l'espressione  del  raggio 
di  curvatura,  si  deduce  che  il  raggio  del 


-«^.. 


cerchio  osculatore  coincide  col  raggio  ^ 

di  curvatura.  Per   questa  ragione  il 
cerchio  osculatore  dicesi  anche  cerchio  di  curvatura,  e  il 
suo  centro  dicesi  pure  centro  di  curvatura. 

Si  può  dimostrare  che  la  curva  ha  col  suo  cerchio  oscu- 
latore un  contatto  di  secondo  ordine,  almeno. 

§  828.  Applicando  le  formule  precedenti  ad  una  curva 
piana  di  equazione  y  =  f{jc)  in  assi  cartesiani  ortogonali, 
si  ritrovano  le  formule  del  §  92. 

Sia  p  =  /X?)  l'equazione  di  una  curva  in  coordinate  po- 
lari. Dette  p  e  <p  le  coordinate  d'un  suo  punto  qualunque  P, 
si  avrà 

P  =  0  -+-  pe'^  I, 

onde  P'  =  ipe'^  I  h-  p'e'^  =  (p'  +  ip)e*^  I, 

P"  =  —  p8*^I  -H  ipV^I  -4.  ip'e^^I  -H  )  ji?     = 
=  (p"  —  p  -♦-  2ip')ei^I. 

Per  avere  il  raggio  r  di  curvatura,  dovremo  calcolarci  P'^ 
e  la  grandezza  della  componente  normale  di  P". 

Ora.        mod  F  =  mod  (p'  h-  ip)  =  Vp'^  ^  p« , 

onde  P'2  =  p'2  -^  p«  ; 

per  avere  la  componente  normale  di  P",  decomporremo  P" 
in  due  componenti,  di  cui  l'una  diretta  secondo  P',  l'altra 

P' 
secondo  iP';  dall'espressione  di  P'  si  ha  I  ^'^  =  rr^jTjri  ^ 


1 
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sostituendo  nell'espressione  di  P''  si  ha 

p„  _  p"  —  p  -<-  2ip'  p,. 

riduciamo  il  coefficiente  di  P'  alla  forma  a  -♦-  M;  moltipli- 
cando i  dae  termini  di  esso  coefficiente  per  la  quantità 
coniugata  del  denominatore,  avremo  : 

p.  _  9W'  -  PP^  ^  2pp-  -  i(2p-g  -  pp-'  ^  p^)  p, 

ps  +  p-» 

ossia 

p'p"-Hpp-  2p'«  -  pp'- H-  p« 

p  2  ^  p8  p  8  ^  p8 

Il  2^  termine  del  2^  membro  è  la  componente  normale 
di  P",  quindi 

mod  compon.  norm.  P"  = 
_  2p'^  -^  pp"  ^  f  y pr— :,  ^  2p'^  -  pp-  ^  p^ . 

—     p'^^^pe      VP  -^p         Yp'.^p«    ' 

onde  avremo  pel  raggio  di  curvatura  r  l'espressione 

fp'2  ^  p2)3/2 


2p'*-pp"H-p« 


Teorema.  —  Il  centro  di  curvatura  di  una  curva  piana 
in  un  suo  punto  P,  è  il  limite  del  punto  d'incontro  delle 
normali  aUa  curva  in  due  suoi  punti^  i  quali  tendano  a  P, 
vale  a  dire,  è  il  punto  d'incontro  di  due  normali  conser 
cutive. 

Infatti,  consideriamo  la  funzione  (P  —  C)|P',  la  quale,  con- 
servando la  notazione  precedente,  si  è  indicata  con  h  AO- 

Se  il  punto  C  è  il  punto  d'incontro  delle  normali  alla  curva 
in  due  suoi  punti  corrispondenti  ai  valori  t\  %  t%  ^  f,  sarà 

\  f'ih)  =  0,        \  f\h)  =  0, 
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quindi  per  nn  valore  t'  medio  tra  ^i  e  h  sarà 

\  nn = 0. 

Passando  al  limite,  le  equazioni  diventano  ^  f\t)  =  0, 

-  f"{t)  =  0,  che  sono  appunto  le  equazioni  che  determinano 

il  centro  del  cerchio  osculatore. 

§  829.  Dicesi  evoluta  d'una  curva  piana  il  luogo  dei 
centri  di  curvatura  corrispondenti  ai  varii  punti  della 
curva  data. 

Teorema.  —  UevdìUa  ha  per  tangenti  le  normali  della 
curva  data,  ossia,  fevoltUa  è  l'inviluppo  delle  normali  alla 
curva  data. 

Infatti,  si  è  visto  che  il  centro  C  di  curvatura  è  deter- 
minato dalle  equazioni 

(P-.C)|P'=0,  (1) 

(P  — C)IP"h-P'«  =  0;  (2) 

Facendo  variare  la  variabile  indipendente  t,  varieranno  P, 
P',P",  C;  detta  C  la  derivata  di  C,  derivando  la  prima 
equazione  si  ha 

(P  — C)  |F'  +  P'»  — CI  F  =  0, 

e  per  la  (2), 

-C'iF  =  0,       ossia       C'1P'  =  0. 

Questa  equazione  dice  che  C  è  normale  a  P',  ossia,  sic- 
come le  direzioni  di  P'  e  di  C  sono  le  direzioni  delle  tan- 
genti alla  curva  data  e  all'evoluta,  si  deduce  che  la  tan- 
gente all'evoluta  nel  suo  punto  C  è  la  normale  alla  curva 
data  nel  punto  corrispóndente  P,  come  volevasi  dimostrare. 

Teorema.  —  Se  il  raggio  di  curvatura  d'una  curva  va 
sempre  crescendo  (o  sempre  decrescendo)  col  variare  del 
punto  sulla  curva,  la  lungìiezza  di  un  arco  di   evoluta  è 
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ma  dei  raggi  di  curva:ura  che  terminatw 
testo  arco. 
do  la 

(P  _  C)«  —  r^  =  0, 

i  r  variabili,  si  avrà: 

-C)|(P'  — C')  — 2rr'  =  0, 

lendo  conto  della  (1)  cioè  che  (P— C)|P'=0, 


(P— C)|C'-«-rr'  =  0. 

r  vale  il  prodotto  del  modulo  di  P  —  C, 
0  di  C,  pel  coseno  dell'angolo  compreso, 
[anno  amendue  la  direzione  della  normale 
[aìndi  l'angolo  compreso  è  0,  se  hanno  lo 
le  n  se  senso  opposto  ;  il  coseno  di  questo 
Onde; 

±  r  mode -*-/■/ =  0, 


r'  =  4-raodC'. 

il  raggio  di  curvatura   vada   crescendo, 
nde: 

r'  =  modC'. 

;hezza  d'un  arco  di  evoluta,  sì  ha 

modC'::=:7Ti 

d(  ' 

azione  diventa 

d/-_da 
df  ~  d(  ' 


T  "»■ 


—     Ili     - 

e  integrando  a  partire  da  un  valore  fo  di  f,  per  cui  r  valga  r^ 
e  a  valga  ao,  si  avrà  : 

r  —  ro  =  a  —  oq, 

il  che  dimostra  il  teorema. 
Se  CP  =  r,  CoPo  =  ro,  si  avrà  : 

CP  =  CCo  H-  CoPo. 

Se  un  filo  inestensibile  avente  un  estremo  fisso  in  C,  e 
lunghezza  CP,  si  avvolge  sull'evoluta,  in  guisa  che  una  sua 
porzione  assuma  la  forma 
CCo,  e  la  porzione  rimanente 
si  diriga  tangenzialmente 
all'evoluta  secondo  la  CoPo, 
l'estremità  libera  del  filo 
cadrà  in  Po,  e  quindi  questa 
estremità  libera  descrive 
la  curva  data.  Di  qui  l'ori- 
gine del  nome  dì  evoluta. 

§  330.  Dicesi  sfera  oscu- 
latrice  ad  una  curva  in  un  suo  punto  P,  il  limite  della 
sfera  che  passa  per  quattro  punti  della  curva,  i  quali  ten- 
dono a  P. 

La  posizione  del  punto  P,  che  descrive  la  curva,  sia  fun- 
zione della  variabile  numerica  f,  ed  abbia  le  successive  de- 
rivate P',  P",  P'".  Dati  a  t  quattro  valori  ti  fe  fe  té,  siano 
Pi  Pg  P3  P4  le  posizioni  corrispondenti  del  punto  ;  siano  C  il 
centro  ed  r  il  raggio  della  sfera  che  passa  per  essi.  Con- 
sidero la  funzione 

m  =  (P  -  C)«  -  r«  ; 

poiché  i  punti  Pi  P2  P3  P4  stanno  sulla  sfera,  sarà  : 

Afi)  =  0,    f{t2)  =  0,    f{t3)  =  0,    f{ti)  =  0; 

queste  equazioni  determinano  il  centro  ed  il  raggio  della 
sfera  che  passa  per  i  quattro  punti. 


n 
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aidiè  fit)  si  aonolla  per  quattro  valori  di  f,  si 
he  f'{t)  si  annullerà  per  tre,  f"(t)  per  dne,  ed 
un  valore  di  t  compreso  fra  i  valori  considerati, 
lo  al  lìmite,  tutti  qoesti  valori  di  t  tendono  a 
rrjspondente  al  punto  P;  ed  i  limiti  del  centro  C 
:gio  r,  che  indicheremo  ancora  con  C  ed  r,  sod- 
0  alle  equazioni: 

(0  =  0,  f{t)  =  o,  r(o  =  o,  r"(o=o, 

(P  — C)«  -  r«  =  0,  (l) 

(P^C)IF-O,  (2) 

(P  — C)|P"  +  F«  =  0,  (3) 

(P_C)iP"'  +  3P'IF'  — 0.  (t) 

e  il  cerchio  passante  pei  punti  Pi  Pt  Ps  è  l'inter- 
lel  piano  Pi  p£  Ps  colla  sfera  passante  pei  ponti 
?4,  al  limite  si  ha  che  la  sfera  osculatrìce  taglia 
osculatore  secondo  il  cerchio  osculatore, 
iremo  ancora  che  il  centro  della  sfera  osculatrìce 
nsiderare  come  il  punto  d'incontro  di  tre  piani 
illa  curva  in  tre  punti  che  tendano  a  P.  Invero, 
punto  d'incontro  di  qnesti  piani,  conservando  le 

precedenti,  la  funzione  »f{t)  =  iP~  G)\V'  sarà 

tre  valori  di  t;  quindi  si  annulleranno  pare,  per 
:ermedii  di  f,  f"(t),  f"'(t).  Al  limite,  il  ponto  d'in- 
;i  tre  piani  tenderà  verso  un  punto  C,  per  cui  sa- 

m=o,  nt)=o,  r"(t)=o, 

liuto  è  il  centro  della  sfera  osculatrice. 
lazioni  che  determinano  la  sfera  osculatrice  si  pos- 
e  scrivere  diversamente,  prendendo  per  variabile 
:ute  l'arco.  La  prima  è 

(P  —  C}*  —  r'  =  0  (1) 


:••*•.   J-^^^ip» 
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La  seconda,  che  si  ottiene  derivando  qaesta,  e  osser- 

dP 
vando  che  -5-  =  T,  è 

(P-C)|T  =  0,  (20 

Derivando  ancora,  e  ricordando  che  -j-  =  -  N    si  ha, 
dopo  aver  moltiplicato  per  p: 

(P_C)|N-P  =  0  (3') 

E  derivando  an'altima  volta,  e  ricordando  la  formula  di 

dN 
Frenet  che  dà  ^  (§  325  11) 


TIN  -  (P  -  C) 


1th-ÌB)-i.p'  =  0, 

\p       pi    ' 


o  semplificando,   poiché  T  |  N  =  0,  e  (P  —  C)  I T  =  0  per 
la  (2'),  si  avrà: 

(P  -  C)  I B  =  Pi  p'  (40- 

Le  formule  (2'),  (3')  e  (4')  danno  i  prodotti  del  vettore 
P  — C  per  i  tre  vettori  ortogonali  e  di  lunghezza  1,  T,  N 
e  B;  onde  si  avrà: 

C  =  P-*-pN  — pip'B.  (5) 

Questa  formula  dà  il  centro  della  sfera  osculatrice  in 
funzione  dei  raggi  di  curvatura  p  e  di  torsione  pi.  Essa  dice 
che  questo  centro  sta  sul  piano  normale  alla  curva;  che 
la  sfera  taglia  il  piano  osculatore  secondo  il  cerchio  oscu- 
latore, come  si  sapeva;  e  infine  che  la  distanza  del  centro 
della  sfera  osculatrice  dal  piano  osculatore,  tenuto  conto  del 
segno,  vale  — pip'.  Se  il  raggio  p  di  curvatura  è  costante, 
sarà  p'  =  0,  onde,  se  il  raggio  di  curvatura  è  costante,  il 
centro  della  sfera  osculatrice  giace  nel  piano  osculatore. 

Dalla  (5)  si  può  pure  ricavare  il  raggio  r  =  mod  (P  —  C) 
della  sfera  osculatrice,  e  si  ha: 

r  =  Vp'^  +  pi^p'f 
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Esetiìpi. 

l.  Data  una  cnrva  piana,  di  equazione  y  =  f(x), 
Ttesiani  ortogonali,  detto  «  l'angolo  cbe  la  tan- 
loU'asse  delle  x,  cioè  posto  a=tangy',  sarà  da  la 
di  QQ  arco  infinitesimo,  e  il  raggio  di  curvatura 

p^ds/da. 

ndo  a  ds  e  dee  ì  loro  valori,  si  ritrova  la  for- 

i. 

e  f  sono  le  coordinate  polari  d'un  ponto  di  una 

la,  detto  6  l'angolo  che  la  tangente  fa  col  ra^o 

oè  6=tang(p/p'),  e  a  l'angolo  che  la  tangente  fa 

lolare,  sarà  a  =  9  -»•  0,  onde  il  raggio  di  curvatura 

r  =  ds/{d9-Hd6). 

Udo  a  ds  e  d6  i  loro  valori,  si  ritrova  la  formula 

nto  di  coordinate 

a;  =  ocos(,    ^^hsent 

'ellisse  di  semiassi  a  e  b;  la  variahile  t  dicesì 
centrico.  Si  avrà,  conservando  le  notazioni  del 
Lette  a  e  ^  le  coordinate  del  centro  dì  carvatora: 

^(0  =  (acost  —  a)8  -H  {b  seni  -  p)«  —  r*. 

derivando  due  volte  rispetto  a  t,  si  avranno  le 
oni 


i  — a)   -i-(&seni  — P)«=r* 
aasenf  —  p6cos(  =  (a*  —  J*)  sen(cos( 
■  coat  4-  p6sen(=  (o»— 6')  (cos^i  — sen'O; 


dalle  dae  nltime  si  possono  rìcaTare  le  coordinate  a  e  ^ 
del  centro  di  carvatnra 

e  dalla  prima  si  ottiene 

o       0<»sen*(-i-fc*cos*()^'3 

it= . 

ab 

Se  fra  le  espressioni  di  a  e  ^  ia  fanzìone  di  t  si  elimina 
la  variabile  t,  sì  avrà  l'equazione  dell'evoluta  dell'ellisse. 
Quest'eliminazione  si  esegaisce  ricavando  dalla  prima  sen^, 
dalla  seconda  cos^,  e  sostituendo  nella  relazione 

sen't  ■+■  cos'i  =  1. 

Se  invece  di  a  e  p,  coordinate  del  centro  di  carvatnra,  si 
legge  X  ed  y,  l'equazione  dell'evoluta  diventa 

Il  punto  P  che  descrive  l'ellisse  avrà  per  espressione 

P  =  0  +  (acosi +  i6senOI  (D 

e  sostituendo  a  cosf  e  a  seu(  le  loro  espressioni  mediante 
gli  esponenziali 

P  =  OH.£ile«I-.t=Ìe-»I.    (2) 

Per  costrurre  il  punto  P,  si  costruisca  un 
triangolo  isoscele  OAB,  tale  che  il  lato  OA 
faccia  coll'asse  01  l'angolo  /,  e  abbia  per 

lunghezza —^;  sarà  A  — 0=— 2"  e"I.   Sull'altro    Iato 
AB  si  porti  un  segmento  AP  di    lunghezza  **"    ;  sari 


Fig.  29. 
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ed  il  raggio  del  cerchio  ;  M  il  punto  di  contatto  del  cerchio 
colla  retta;  I  an  vettore  parallelo  alla  retta  ed  egaale  in 
lunghezza  alPunità. 

Prenderemo  per  variabile 
indipendente  l'angolo  di  ro- 
tazione MCP  =  f. 

Trattasi  di  esprimere  la 
posizione  di  P. 

Si  ha 

segm  OM  =  are  PM  =  tr, 
quindi 

M-0  =  rtI. 
Inoltre  abbiamo  C  —  M  =  ril, 

P  —  C  =  (M  —  C)  e-»=  -  re~"il, 
e  poiché  P  =  0-f(M  — 0)-f-(C-M)-f-(P-C),siavrà: 
P  =  0  -f-  rfl  -H  ril  —  re- "il.  (1) 

Dette  x^y  le  coordinate  di  P,  cioè  i  coefficienti  di  I  ed  il, 
si  avrà 

x:=rt  —  rsent  =  r{t  —  seni), 
y  =  r—  rcost  =  r{l  —  cos^- 

Per  avere  la  tangente  in  P,  faremo  la  derivata  di  P  rispetto 
a  f;  avremo  cioè 

F  =  rl  — rie-".  (3) 

La  normale  alla  curva  avrà  la  direzione  del  vettore 

iP'  =  riI  — rie-"I  =  (C  — M)-i-(P-C)  =  P  — M,  (4) 

quindi  la  normale  alla  curva  è  la  retta  MP,  cioè  essa  passa 
pel  punto  di  contatto  del  cerchio  colla  retta.  Prolungando 
la  MG  fino  in  N,  ed  unendo  N  con  P,  la  retta  PN  è  evi- 
dentemente la  tangente  in  P  alla  curva. 

Per  avere  la  lunghezza  d'un  arco  della  curva,  basta  os- 
servare che 


(2) 


às 


=  mod  -J-.  =  mod  (  i  -=-  )  =  mod  (P  —  M). 


d; 


V    àt 


"•wtfmmi 


n 


—  itS  — 
angolo  MPN,  rettangolo  in  F,  e  in  coi  l'angolo  io 
tl2,  si  ricava 


rande  a  partire  (la  0,  cioè  prendendo  il  ponto  0  come 
degli  archi: 

s  =  4r(  1  —  cos  |]  =  2MN  —  2PN.  (5) 

io  t='  2tc,  si  ha  che  la  lunghezza  dell'arco  di  cicloide 
to  da   una  rivolnzione  completa  del  cerchio,  vale  8 
I  raggio  di  qaesto  cerchio, 
rande  ancora  si  ha 

P"=ire-i'I  =  C  — P.  (6) 

ta  CH  perpendicolare  a  PM,  PH  è  la  componente 

le  della  derivata  seconda,  e  vale  ^  PM,  e  la  derivata 

vale  in  grandezza  PM.  Qnindi 

PM"!     „,.  PM      ^„. , 
-p5=PMpg=2PM, 

I  raggio  dì  curvatura  vale  il  doppio  della  normale. 
0  Pi  il  centro  di  corvatura,  si  avrà 

Pi-M=M  — P, 

endo  ad  M  il  sao  valore  0  +  rtl,  e  a  P  la  saa  espres- 
si ha 

pi  =  OH-rfI  — irl-t-ire-"!  (7) 

idiamo  per  variahìle  t' =t — n,  onde  (=C-»-it,  si 
Pi  =  0  +  rf'I -4- rnl  —  irl -H  ire-"'e-"'I  ; 
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ordinando  ed  osservando  che  e-'"  =  — 1,  si  ha: 

p,  =  (0  4.rirl  — 2irI)  +  rri-4-irI  — ire~"'I, 

e  ponendo  0'  =  0  -<-  mi  —  2irl,  si  ha  : 

Pi  =  0' -•- rt'I -♦.  irl  — ire~"'I, 

che  è  l'espressione  d'un  punto  che  descrive  una  nuova  ci- 
cloide avente  per  origine  il  punto  0'  ;  il  raggio  del  cerchio 
mobile  è  ancora  r,  e  l'asse  su  cui  esso  si  sviluppa  è  la 
retta  OT  Essa  si  ottiene  adunque  dalla  cicloide  proposta, 
trasportandola  parallelamente  a  se  stessa  in  modo  che  0 
venga  in  0',  cioè  trasportandola  del  vettore  mi — 2 ir! 

Alcune  volte  è  più  comodo  prendere  l'espressione  del 
punto  che  descrive  la  cicloide  sotto  la  forma  (7);  allora  il 
punto  0  non  è  più  una  cuspide,  ma  un  vertice  della  curva. 
Prendendo  per  asse  delle  x  la  retta  01,  e  per  asse  delle  y 
la  sua  perpendicolare  in  0,  ma  nel  senso  di  —  il,  le  coor- 
dinate di  P  saranno 

x  =  r{t-^  sen^),      ^  =  r (1  —  cosf). 

n  differenziale  dell'arco  sarà 

ds  =  2r  cos  ^  di, 

e  integrando,  e  prendendo  per  origine  degli  archi  il  ver- 
tice 0,  si  avrà 

s  =  4rsen  ^ , 

0  ancora  s  =  V87^. 

§  888.  Trocoxài.  —  Con  questo  nome  si  chiama  la  curva 
descritta  da  un  punto  collegato  con  una  linea  mobile,  la 
quale  rotola,  sviluppandosi,  su  di  una  linea  fissa. 

Segniamo  in  disparte  la  linea  mobile  om  e  sia  p  un  punto 


-  120  - 

inque  del  piano  di  essa.  Segniamo  anche  la  linea  fissa 
sa  cui  la  prima  si  sviluppa.  Supponiamo  che  nella 
ione  iniziale  coincìdano  i  punti  o  ed  0,  ed  in  una  po- 
le  qualunque  i  punti  m  ed  M.  Poiché  l'una  lìnea  si  è 
ipata  sull'altra,  gli  archi  om  ed  OM  venuti  a  contatto 

rig.  80. 

eguali.  Sia  s  il  loro  valore  comuna  Sia  P  la  posì- 
di  p.  quando  il  punto  m  coincide  con  M.  Variando  $ 

Ito  P  descrive  la  trocoide. 

Ila  che  dm/ds  è  un  vettore  di  lunghezza  l'unità,  e  diretto 

do  la  tangente  alla  cur\'a  descritta  da  m;  -r-  è  pure 

ittore  di  lunghezza  l'unitii.  e  diretto  secondo  la  tan- 
alla  curva  descrìtta  da  M.  Le  figure  costitnite  l'una 

ettori  p  —  me  -3—,  e  l'altra  dai  vettori  P  —  Me 
;ono  eguali,  perchè  la  prima  si  è  portata  a  coincidere 

seconda;  e  basterà  dire  che  sono  simili,  poiché  avendo 

,  ..  dm      dM  j-  1  ,      1, 

lati  -j—  e  -j—  di  egual  lunghezza,  saranno  in  conse- 
ds       ds         "  &         ' 

a  eguali.  La  condizione  di  similitudine  è  data  dalla 

;lianza  dei  numeri  immaginarli 


(1> 


dM/ds  .  ,  ,.. 


Derivo,  osservando  che  p  è  fisso,  mentre  M  ed  m  S' 
Tariabiti,  ed  ho  : 

dP^dM      dMdw  ^  d'MjP  — m     dM/dsd«m/ds'     _ 
ds        ds       dm  ds        ds'  dm/ds      d»i/ds  dm/ds  ^^ 

I  primi  dae  termini  si  distraggono.  Dette  1/r  e  l/I 
carvatare  della  liitea  fissa  e  della  linea  mobile,  in  vai 
assoluto  e  segno,  si  ha 

^_l.dm  d'M  _  1  .  dM 

da*  "  r  '  ds  '        ds«  ~  R  '  ds  ' 


dP  ^  1  ■  dM  p  —  f»      dM/ds  1 .  ,    _    , 
ds       K     ds   dm/ds       dwj/ds  r    ^^         ' 


0  ancora,  sostituendo  a  K — jj-  il  suo  valore  eguale,  d 


dalla  (1),  si  avrà  : 


g=(è-i)H^-M)- 


'  ds 

delta  tangente  alla  curva  descrìtta  dal  punto  P  è  perp 
dicolare  a  P  —  M;  onde  la  normale  alla  linea  descritta 
punto  'P  va  a  passare  pel  punto  di  contatto  della  linea  i 
bile  colla  fissa. 
Si  ha  poi 

mod  -z-=:+  Ijr  - 
ds      —\R 


ovvero  ancora 


jdP       ,/l 


—  1^  — 
IO  si  prende  in  guisa  che  +  (1/R  —  1/r)  sia  positivo, 
ido  si  avrà,  la  lunghezza  d'an  arco  dì  trocoide.  Ma 
izione  -non  si  può  fare  in  generale. 

.  È  interessante  il  caso  in  cui  le  due  curve  sono  cìr- 
ize.  La  curva  in  questo  caso  dicesi  epicidoìde.  Il 
i  R  si  può  prendere  positivo,  poiché  si  pad  conve- 
cont&re  gli  archi  della  circonferenza  fissa  nel  senso 

a  quello  delle  lancette  dell'orologio.  Il  segno  di  r 
isere  positivo  o  negativo.  Se  è  positivo,  le  due  curve, 
ne  sia  il  ponto  di  contatto,  rivolgono  la  loro  concavità 
essa  parte;  se  r<R,  il  cerchio  mobile  sarà  intemo 
io  fisso;  se  r>R,  il  cerchio  mobile  comprenderà 

interno  il  cerchio  fisso.  Il  caso  r  ^:  R  va  escluso, 
illora  non  havvi  più  moto.  Se  invece  r  è  negativo, 
io  mobile  sarà  sempre  estemo  al  cerchio  fisso. 
lesto   caso  nella  (4)  R  ed  r  sono  costanti;    onde, 
r  un  elemento  di  arco  dì  epicicloide,  si  avrà 

losi  la  lunghezza  dell'arco  descritto  dal  punto  P, 
la  circonferenza  mobile  si  è  completamante  svilap- 
la  fissa,  si  avrà  : 

cr;=  +  [■^ 1  /       mod{p  —  m)às. 

il  centro  del  cerchio  mobile;  sia  h  la  distanza  del 
da  e.  Prendasi  per  variabile  l'angolo  pcm  che  di- 
Si  ha  dalla  figura 

mod  {p  —  m)^=  \k'  H-  r*  —  2br  cos  6  , 
'dfl,  onde 

mod  {p  —  m)  ds  =  rf    y^' -f- r*  —  2Ar  cosfl  d9 

=  2ry^"VA«-Hr*~2Arcosede 
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e  introducendo  l'arco  metà,  e  posto  t  =  BI2^  si  avrà: 


/ 


mod(p  —  m)às  = 


=  ^^n  '  V(A  —  rf  cosH  -h  {h  -+-  rysenHàt. 

Ora  l'integrale  che  qai  comparisce  misura  il  quadrante 
dell'ellisse  di  semiassi  7* -♦- r  edh  —  r;  e  indicando  con 
E  (fe  -*-  r,  A  —  r)  la  lunghezza  dell'intera  ellisse,  si  avrà 
infine 

ovvero 

a  =  ±(g-l)E(/i  +  r,  A-r), 

e  il  segno  si  deve  sempre  prendere  in  modo  che  il  risultato 
sia  positivo. 

Se  il  punto  p  sta  sulla  circonferenza  del  cerchio  mobile, 
sarà  h  =  rj  e  Tintegrale  si  può  calcolare  sotto  forma  finita. 
Si  avrà 

c  =  ±(I-l)8r. 

Facendo  ^5  =  0)  1&  ^ì^^^^  ^^^^  si  riduce  ad  una  retta,  e 

la  curva  generata  dal  punto  P  è  una   cicloide;  si  ritrova 
o=8r. 

§  836.  Elica  circolare,  —  Siano  Oa?,  Oy,  Oz  tre  assi  or- 
togonali; abbiasi  un  cilindro  di  rivoluzione  il  cui  asse  è 
l'asse  delle  si^  e  di  raggio  r.  Sia  A  il  punto  d'incontro  del- 
l'asse Ox  col  cilindro.  Preso  un  punto  qualunque  P  sulla 
superficie  cilindrica,  si  conduca  da  P  la  generatrice  del  ci- 
lindro, fino  ad  incontrare  il  piano  ccy  in  M. 

L'arco  circolare  AM  e  il  segmento  MP  diconsi  Vascissa 
curvilinea  e  Vordinata  del  punto  P. 


si  sviluppa  la  superfìcie  cilindrica  sopra  un  piano,  lo 
ipo  della  base  sarà  nna  retta;  l'ascissa  carvilinea  e 
l'ordinata  si  trasformano  nelle 
coordinate  cartesiane  del  punto 
in  cai  va  a  cadere  P.  Se  si  sta- 
bilisce nna  relazione  fra  l'ascissa 
curvilinea  e  l'ordinata  di  P,  si 
avrà  determinata  una  cnrva  sdI 
cilindro. 

Dicesi  elica  la  curva  trac- 
ciata sul  cilindro  nella  quale 
l'ordinata  d'ogni  punto  è  pro- 
porzionale all'ascissa  curvilinea 

Flg.  81.  ■  j      * 

corrispondente, 
iudasi  per  variabile  indipendente  l'angolo  AOM,  che 
IO  t.  Poiché,  per  definizione  dell'elica,  MP  è  propor- 
le ad  AM,  e  l'arco  AM  è  proporzionale  all'angolo  t, 
MP  proporzionale  a  t. 

'  t  =  0,  il  segmento  OM  viene  in  OA  sull'asse  Ox, 
P  =  0,  quindi  A  è  un  punto  dell'elica.  Per  (  =  2te,  OM 
ide  di  nuovo  con  OA,  mentre  MP  assume  un  certo 
ì  detto  passo  dell'elica,  e  che  indicheremo  con  p. 
odo  a  t  un  valore  arbitrario,  per  la  proporzionalità 
;gmento  MP  all'angolo  corrispondente  t,  si  ha 


MP_ 


ittasi  di  trovare  l'espressione  del  punto  P.  Presi  tre 
•i  dì  riferimento  I,  J,  K  diretti  secondo  gli  assi  ed 
i  in  lunghezza  all'unità,  e  chiamando  i  l'operazione  che 
iare  dell'angolo  retto  positivo  i  vettori  contenuti  nel 
xy,  sicché  J  =  il,  abbiamo 

A  — 0  =  rl 

M— 0=e"(A-0)=e''j-l, 


e  poiché 

MP: 

2it 

si  avrà 

P-M: 

=  t^ 

onde  i!  punto  P  clie 

descrive  l'elica  è  ei 

P: 

=  0-1- ei 

vi-.|k. 

a) 

Il  numero  $-  dicesi  passo  ridotto  dell'elica;   esso  è  il 

valore  di  MP  per  t=l. 

Se  nella  (1)  al  posto  dì  e"  pongo  cosf -*- isen^,  ed  al 
posto  di  il  pongo  J,  avrò: 

ODde  le  coordinate  di  P  sono 


a;  =  rcos/,    y=rsent, 
Derivando  P  rispetto  a  t,  si  ha 


2tc' 


P'  =  ie''jl-t-rf  K:  (2) 

il  vettore  ie''rl  è  il  vettore  M  —  0  rotato  di  un  retto,  e 
sia  N— 0  questo  vettore  ;  per  avere  il  vettore  ^K  basta 
portare  da  N  un  vettore  parallelo  a  0^  e  di  lunghezza 
^,  e  sia  Q  —  N  questo  vettore;  si  avrà 

P'  =  (N-0)-H(Q-N)  =  Q-0, 

perciò,  conducendo  per  P  la  parallela  a  OQ,  essa  sarà  la 
tangente  all'elica. 
Detto  e  l'angolo  che  la  tangente  alla  curva  fa  coU'asse 
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Ozy  ossia  l'angolo  NQO,  si  ricava  dal  triangolo  rettangolo 
ONQ: 

.   n_ON_jr^_27tr 

qaindi  la  tangente  all'elica  fa  un  angolo  costante  coU'asse 
delle  ^,  vale  a  dire  essa  taglia  sotto  un  angolo  costante  le 
generatrici  del  cilindro  su  cui  è  tracciata. 

Se  la  tangente  alla  curva  in  P  incontra  il  piano  xy  nel 
punto  T,  sarà  MT  tangente  al  cerchio  base  in  M,  e  dal 
triangolo  rettangolo  TMP  si  ricava 

MP 

ora  t  r  misura  l'arco  MA,  quindi  il  segmento  di  retta  MT 
è  eguale  all'arco  di  cerchio  AM. 

Si  ha  modP'=l/r*H- f  ^j  =— ^,   onde,   detto  ds 

un  elemento  di  arco  dell'elica,  sarà  is  =  — s  àt ,   e  inte- 

'  senO     ' 

grando  a  partire  da  0,  si  avrà 

S  ==  -^n  t  (4) 

senB  ^  ' 

È  facile  il   riconoscere  che  l'arco  AP  di  elica  è  eguale 
al  segmento  rettilineo  TP. 
Derivando  P',  si  ha 

P"  =  _e''rI  =  -(M  — 0)  =  0  — M, 

perciò,  conducendo  da  P  la  parallela  ad  OM  fino  ad  in- 
contrare 0^  in  R,  sarà 

P"  =  R  _  p,  (5) 

quindi,  il  piano  osculatore  è  il  piano  che  passa  per  PR  e 
per  la  tangente  alla  curva.  La  sua  traccia  sul  piano  <cy 
passa  pel  punto  T  ed  è  parallela  a  PR,  perchè  questa  retta 


r^^iftJ'taLi 


*•  - 


TTr-- 
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è  parallela  al  piano  coy  ;  dunqae,  la  traccia  del  piano  osca- 
latore  sul  piano  ooy  è  la  parallela  condotta  per  T  ad  OM^ 
cioè  la  normale  ad  MT. 

La  normale  principale  è  la  retta  PR,  ossia  è  diretta  se- 
condo  il  raggio  del  cilindro  che  termina  in  P. 

Dal  pnnto  fisso  0  conducasi  un  vet- 
tore di  lunghezza  1^  e  diretto  secondo 
la  tangente  all'elica.  Il  suo  estremo  n 
descriverà  l'indicatrice  sferica  delle  tan- 
genti all'elica. 

Poiché  l'angolo  che  questo  vettore  fa 
con  Oz  vale  6,  ed  è  costante,  si  deduce 
che  questa  indicatrice  sferica  è  una  circonferenza  il  cui 
piano  è  normale  ad  0^,  alla  distanza  cosO  da  0,  e  il 
cui  raggio  è  senO.  Quindi,  l'arco  da  di  indicatrice  varrà 
da  =  sen6di;  onde  il  raggio  di  curvatura  dell'elica 


Fig.  82. 


às  ^    r 

^      da      sen*6 


(6> 


Sia  TZi  —  0  il  vettore  di  lunghezza  1,  e  parallelo  alla  bi- 
normale.  È  facile  il  vedere  che  le  rette  O0,  Oit,  Oni  sona 
complanari,  e  che  l'angolo  tcOtci  è  retto.  Quindi  il  luoga 
dei  punti  tci,  ossia  l'indicatrice  delle  binormali,  sarà  una 
seconda  circonferenza,  contenuta  in  un  piano  perpendicolare 
ad  0^,  e  di  raggio  cos6;  onde,  detto  dai  un  elemento  di 
arco  di  questa  seconda  indicatrice,  si  avrà  dai=cosOdi,  e 
il  raggio  di  torsione 


Pi  = 


ds 


dai      senOcosB 


(7) 


Quindi  il  raggio  di  curvatura  e  di  torsione  nella  curva 
considerata  sono  costanti.  In  conseguenza  il  raggio  della^ 
sfera  osculatrice  coincide  col  raggio  di  curvatura. 


}erficie  cilindrica  qualunque.  Si 
arbitrario  0,  e  si  condaca  per 
!o  il  piano  normale  alle  genera- 
ci, che  incontrerà  la  soperficie 
iudrica  secondo  una  curva  Oar, 
e  potremo  assumere  come  base 
Ila  superfìcie  cilindrica.  Preso  un 
Dto  P  snlla  superficie,  si  conduca 
e  incontri  la  base  Ose  in  M.  Al- 
OM,  ed  il  segmento  MP  deter- 
lunto  F  sulla  superfìcie  cilindrica, 
linea  e  l'ordinata  del  punto  P. 
)do  cho  l'ordinata  si  mantenga 
jurvilinea,   esso    descriverà    una 

>eiBciente  di  proporzionalità  fra 
:,  sicché  si  abbia  MP  =  a:r.  Sia 
igliezza  l'nnità,  e  parallelo  alle 
avrà  P — ìl^axK,  onde 

RI  H-  axK.  (1) 


dM      .,  ,,, 


àx 


ente  alla  curva  descritta  da  IM, 

dP 

è  l'arco  OM.  Quindi  ?—  è  rap- 

:  dall'ipotenusa  di  un  triangolo 

■T—  ha  per  lunghezza  1,  e  l'altro 

generatrici  del  cilindro,  ed  ha 
gole  9  che  la  tangente  all'elica 

ingoio  di  -T—  con  K  ha  per  tan- 
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gente  I/a: 

.  tang  e  =  Il  a, 
Qaesto  angolo  è  quindi  costante.  Si  ha  poi 

mod  -r  =  Vi  "♦-  ^^  =  — ;;  ; 
dx       ^  sen  e  ' 

onde  detto  às  Parco  infinitesimo  di  elica,  si  avrà 

ds  =  - — Ci  ^^^ 
senO 

e  integrando  a  partire  da  0: 

s  =  a7/sen  6. 

Si  riconosce  facilmente  che  la  tangente  in  P  all'elica  in- 
contra il  piano  della  base  Occ  in  un  punto  T  tale  che  MT 
è  tangente  ad  Ooo  in  M,  ed  il  segmento  MT  è  eguale  al- 
l'arco OM  rettificato.  Inoltre  l'arco  di  elica  OP  è  eguale  al 
segmento  TP. 

Derivando  una  seconda  volta,  si  ha  : 

d«P  ^  d^M 
die*       àx^  ' 

Ora,  detta  1/r  la  curvatura  della  linea  base,  ed  i  l'ope- 
razione che  nel  piano  di  Occ  fa  rotare  i  vettori  dell'angolo 

,,       .        .  d«M      1  .  dM        .   ,.  .,  d«P  .  ,,       ,. 

retto,  si  avrà  t-t  =  - 1  -rr—  ;  quindi  il  j— s  è  un  vettore  di- 
'  dcc^       r    da?  '  ^  dx^ 

retto  secondo  la  normale  alla  superficie  cilindrica  in  P,  e 
di  lunghezza  -.  In  conseguenza  la  normale  principale  del- 
l'elica è  la  normale  alla  superficie  cilindrica. 

Si  vede  facilmente  che  le  due  indicatrici  sferiche  sono 
archi  di  circonferenza  contenuti  in  piani  normali  alla  retta 
OK;  e  che  il  raggio  di  curvatura  p,  e  di  torsione  pi  sono 

"P.  —  Analiti  infinitesimale.  —  VOL.  il.  -  9. 
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dati  dalle  formule 

r  r 

P~sen»e'       *^^~  sene  cose' 

§  337.  Nei  §§  precedenti  si  sono  studiate  le  proprietà 
delle  derivate  di  punti  e  dì  vettori.  Daremo  ancora  un 
cenno  sulle  derivate  delle  altre  forme  geometriche. 

Sia  a(0  un  p*  variabile  in  un  piano  fisso,  cioè  aep»/q; 
variando  tj  la  retta  a%  assume  infinite  posizioni  nel  piano. 
Il  punto  d'incontro  della  retta  a(0  con  un'altra  retta  a{t  -♦-  A) 
del  sistema,  è  pure  il  punto  d'incontro   di  a{ì)  colla  retta 

-^^ 1 ^  (§  269);  la  posizione  limite  di  quel  punto, 

ove  lì  tenda  a  zero,  vale  a  dire  il  punto  d'incontro  di  due 
rette  consecutive  del  sistema,  sarà  pertanto  il  punto  comune 
alle  rette  a0)  ed  a'(0-  Si  suppone  che  dif)  sia  una  linea 
(non  un  bivettore),  e  che  essa  non  sia  parallela  ad  ai^). 

Così  p.  e.  vogliaci  il  punto  d'incontro  di  due  tangenti 
consecutive  alla  curva  descritta  dal  punto  P,  funzione  della 
variabile  /.  La  tangente  è  la  retta  PP',  supposto  modP'  >  0; 
la  sua  derivata  si  riduce  a  PP",  poiché  P'P'=0;  quindi 
se  P"  non  è  parallelo  a  P'.  il  punto  cercato  è  il  punto  di 
incontro  delle  rette  PP'  e  PP",  ossia  è  lo  stesso  punto  P 
della  curva. 

Sia  a(/)  un  p^  variabile  nello  spazio;  variando  f,  il  piano 
a(0  assume  infinite  posizioni.  Si  riconosce,  con  ragiona- 
menti analoghi  ai  precedenti,  che  la  retta  di  intersezione 
di  due  piani  infinitamente  prossimi  è  la  retta  d'intersezione 
di  a(^)  con  a'(<),  supposto  che  questa  retta  risulti  così  de- 
terminata; e  che  il  punto  d'incontro  di  tre  piani  successivi 
è  il  punto  comune  a  a(i),  a'(<),  a"(f),  supposto  pure  che 
questo  punto  risulti  così  determinato.  Queste  proposizioni 
corrispondono  per  dualità  a  quelle  dei  §§  311  e  315,  che 
determinano  la  tangente  e  il  piano  osculatore  alla  curva 
descritta  da  un  punto  P.  Così  se  le  derivate  P',  P",  P'" 
del  punto  P  non  sono  complanari,  la  tangente  in  P  è  la 


-  131  — 

retta  PP',  e  il  piano  osculatore  è  il  piano  PPT";  l'inter- 
sezione di  due  piani  osculatori  consecutivi  è  l'intersezione 
del  piano  PP'P"  col  piano  che  contiene  la  derivata  di  PP'P", 
cioè  col  piano  PP'F"  ;  essa  è  la  retta  PP',  cioè  la  tangente 
alla  curva.  Il  punto  d'incontro  di  tre  piani  osculatori  è  lo 
stesso  punto  P  della  curva. 

Integrazione  di  complessi, 

§  338.  Sia  f{t)  un  complesso  d'ordine  n  funzione  continua 
della  variabile  numerica  t  Per  Sf{t)At  s'intende  una  qua- 
lunque delle  funzioni  aventi  per  derivata  f(t).  Con  /  f{t)àt 
s'intende  quella  funzione  avente  per  derivata  f  (f),  e  che  si 
annulla  per  i  =  a.  Con  /  f{t)dt  s'intende  il  valore  che  as- 
sume per  t  =  b  V  I    f(t)dt. 

Nelle  ipotesi  fatte,  1'  /   f{t)At  esiste  ed  è  unico.  Invero, 

*y   a 

fatto  per  semplicità  n  =  3,  e  posto 

f{t)  =  x{t)I  +  y{t)J  +  ^(OK, 

ove  I,  J,  K  sono  i  complessi  di  riferimento  fissi,  si  ha  evi- 
dentemente 

f  f{t)àt  =  I  f  cc{t)  At-^jf  y(t)  di  H-  K  fz{t)At, 

Ja  Ja  Ja  Ja 

e  gli  integrali  che  compaiono  nel  secondo  membro  sona 
integrali  di  funzioni  reali  e  continue,  e  quindi  sono  piena- 
mente determinati.  Si  avrà  parimenti  : 

f^ f(t)dt  =  I r\{t)àt  -h  J  f\{t)dt  -hK  r\{t)At. 

%/a  «t/a  c/a  %J  a 

Come  caso  particolare,  può  essere  f{t)  un  numero  im- 
maginario funzione  della  variabile  reale  f,  e  gli  integrali 
precedenti  sono  pienamente  determinati. 


"mmmr^fm 


ie  f(x)  è  un  nomerò  immaginario  funzione  della  varia- 
B  immaginaria  x,  si  indica  ancora  con  Sf{x)Ax  nna  fua- 
ne  avente  per  derivata  /"(ir);  però  non  possiamo  più  af- 
mare  in  generale  l'esistenza  d'una  siffatta  funzione. 
Teorema.  —  Essendo  f(t)  un  complesso  d'ordine  n,  fun- 
ne  continua  della  variabile  numerica  t,  definita  in  un 
ervallo  a^b,  ove  a  <b,  il  modulo  dell'integrale  di  f{t)^ 
ninore,  o  al  ptìt  eguale,  all'integrale  del  modulo: 

a,beq.  a<b .ft{qala'^b)coDtin.  o. 

raod/'  f(t)di<r   mod f\t)dt. 

Questo  teorema  è  conseguenza  della  proposizione  (§  250) 
!  il  modale  d'una  somma  è  minore  della  somma  dei  mo- 
li. Per  dimostrarlo,  pongasi 


/'■■ 


f{()At^Xiìi  -t-xsiì  M-  ...  -i-a;„in, 
ì  siano  csi  X2 ...  x„  le  coordinate  di  questo  integrale  ;  si 


modf'flt) it  —  V^ri"  -*-  xt'  •*-  ...  -•-  a„«  , 
Derivando  si  ha  : 


-  mod 


\fj(m 


v^ 


;  le  derivate  si  sono  indicate  con  accenti.  Ora,  per  la 
mula  di  algebra,  già  citata  in  quel  §,  si  ha  : 

Ci'  H-  X^  -f-  ...  4-  X^Xn  <  Vai*-!-... -t-3-„*Vai'*-»-...  -t-x»'2 

le  sostituendo,  si  avrà: 


mod/*  A0d^<V3^i'^ 


ma      V*i'*  -*■  ■■■  -*-Xn'^  =  vaod  ^,  j     /'(Odi^mod/TOi 
onde  ^mod/    /(Odi  <mod/(0, 

e  iategrando  da  a  a  6  sì  ha  la  formala  a  dimostrarsi. 

dP 

Se  /*(()  è  la  derivata  d'au  ponto  mobile  P,  cioè  f{t)  =  -^, 

si  avrà  /  f{t)^  —  Pt  —  Fa,  indicando  con  Va  e  P&  le  po- 
sizioni del  punto  P,  ove  alla  variabile  si  attribuiscano  ì 
valori  a  e  6;  quindi  mod  f  f{t)At  rappresenta  la  Innghezza 
della  corda  dell'arco  descritto  da  P;  invece  /   moàf(t)it 

rappreseata  la  lunghezza  dell'arco  stesso,  e  la  proposizione 
è  intuitiva. 

§  339.  L'introduzione  degli  immaginarii  permette  alcune 
volte  di  semplificare  il  calcolo  di  integrali  di  funzioni  reali. 
Cosi  avendosi  a  scomporre  una  frazione  in  frazioni  sem- 
plici, introdotte  le  radici  immaginarie,  il  denominatore  si 
può  sempre  scindere  nel  prodotto  di  fattori  di  primo  grado, 

p 
e  si  avrà,  solo  a  integrare  frazioni  della  forma  -, rr,  ove 

a  può  essere  reale  od  immaginario  (§  136). 

Per  es.  vogliasi  1'  /-^ j.  Scomponendo  la  funzione 

a  integrarsi  in  frazioni  semplici,  si  avrà  : 

_i_=j_f_! L_^ 

a^ -t- a*       2  i  \ir  —  ai      x-t-aij 
e  integrando 


A 


ix      _    1    , 
3f■^a•~2ai 


1  -è-  i- 

1  ,     ai  —  X       1   ,  al X 

a 

me  si  sapeva  dairinte'.'razioiie  diretta. 
Avendosi  a  far  sparire  l'irrazionalità  proveoiente  dalla  ra- 
;e  quadrata  d'una  funzione  di  secondo  grado,  una  qualunque 
Ile  sostituzioni  indicate  al  §  152  conduce  al  risultato. 
L'  //"(sena;,  cosic)da;,  studiato  al  §  162,  esprimendo  U 
IO  ed  il  coseno  mediante  esponenziali  immagìnarii,  si  tra- 
irma  in  nn  integrale  della  forma  Sf{e'')iXf  visto  al  §  161. 
3ì  ha 

e(9+W)*dj;  = TT  ■ 

y-*-hi 

Supposti  g  eA  h  reali,  eguagliando  le  parti  reali,  ed  ì 
efficienti  di  i  nei  due  membri,  si  ritrovano  gli  integrati 
170) 

/eS'cosAirda;,    e    /e^'senAxdx. 

5  340.  Si  ha  (§  224) 

1         1  •  ,     „  1  —     i»^" 

3i  supponga  x  immaginario,  di  modulo  minore  o  al  piil 
naie  all'unità;  in  questo  caso  però  si  supponga  x  diverso 
—  1.  Pongasi  nella  formula  precedente  tz  al  posto  di  a, 
moltiplichi  per  xdt,  e  si  integri  rispetto  alla  variabile 
ile  (  fra  0  ed  1.  Si  avrà: 

Nel  primo  membro  log(l  +  aJ)  sta  per  indicare  il  valore 
1  logaritmo  del  numero  immaginario  \  -*•  x,  fatta  la  con- 
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venzìone  del  §  306,  cioè  quello  che  corrisponde  al  più  pic- 
colo valore  deirargomento  di  1  -^  co.  L'ultimo  termine  del 
secondo  membro,  è,  in  valore  assoluto,  minore  di 


'a 


mod(l  -^xt) 


ossia,  detto  m  il  minimo  dei  valori  di  mod(l  -hcot),  ove  t 
varii  fra  0  ed  1,  il  qual  minimo  non  è  nullo,  perchè  per 
le  ipotesi  fatte,  1  -^xt  non  si  annulla  variando  <  f ra  0  ed  1, 
si  avrà  che  l'ultimo  termine  nella  (1)  è  minore,  in  valore 
assoluto,  di 


mj  0  m  n-i-  ì 


Col  tendere  di  t^  ad  oo,  questa  quantità  tende  a  0;  onde 
anche  il  resto  nella  serie  (1)  tende  a  0;  quindi  la  serie  è 
convergente,  ed  ha  per  somma  il  primo  membro: 

X  e  q' .  moda?  <1  .X'^  =  —  l.o. 

log(lH-rr)=a;-|+|- (2) 

Ponendo 

a?  =  p(coscp  -4-  isencp), 
si  avrà 

log(l  -h  0?)  =  log  Vi  -H  2pcosy  -h  p^  H-  itaiìg  ^  ^^^^p^Jg^ ; 

onde  eguagliando  le  parti  reali  ed  i  coefficienti  di  i  nella  (2) 
si  avrà: 

log  Vi  -4-  2p  coscp  -4-  p2  = 
=  p  coscp  —  ^  p^  cos2cp  -4-  5  p^  cos3cp  — ...  (3) 


psen-^  1   o      o        1 


**"^  1-4-pcosy^ ^^"'^  "■  2  P^'^^^2?  -#-  ^  p3sen3T  —  ...  (4) 


'"^TTr»»»r»"T^!»^pii 


•*v»- 


ì 
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supposto  p  <  1,  qualunque  si  sia  <p,  od  anche  p  =  1,  purché  9 
non  sia  un  multiplo  dispari  di  n.  Facendo  p  =  l,  e  sup- 
posto per  semplicità  —  u  <  9  <  it,  si  avrà  : 

logf  2cos|)  =coscp  — ^C0S2q)  -I-  5  cos3cp  — ...      (5) 
;r  =  sen?  —  7?  sen 2cp  H-  ^  sen  3 9  — ...  (6) 

J  2  6 

La  serie  della  formula  (6)  è  ancora  convergente  quando 
si  faccia  9  ^  it,  poiché  tutti  i  termini  si  annullano  ;  ma  la 
eguaglianza  (6)  cessa  di  sussistere,  perché  il  primo  membro 
vale  it  ed  il  secondo  0.  Si  ha  cosi  un  altro  esempio  di  serie 
in  cui  non  si  può  passare  al  limite  prendendo  i  limiti  dei 
singoli  termini. 

§  341.  Il  calcolo  fatto  al  §  229  del  resto  nella  formula 
di  Taylor  é  valido  qualunque  si  sia  il  numero  complesso 
f{x)^  funzione  della  variabile  reale  x.  Quindi  essendo  f{x) 
un  complesso  d'ordine  n  funzione  i  ella  variabile  reale  a?, 
avente  le  successive  derivate,  si  ha: 

f(cCo  H.  h)=  ficco)  ^  hf\x,)  ^  |-'r(^o)  ^...  -*-  j,  f ^'(a?o)-*-R, 


ove 


R  =  ^  /^'(l  _  0-/t-i  {X,  +  th)  df. 

Applicando  questa  espressione  del  resto,  si  può  ripetere 
il  ragionamento  fatto  al  §  230  per  studiare  la  serie  bino- 
miale,  cioè  lo  sviluppo  di  (1  -f-  a;)*",  anche  quando  x  è  im- 
maginario, avendo  però  il  modulo  minore  dell'unità;  quindi, 
se  moda;  <  1,  si  ha  sempre 

/1        \m      1  ^(^^  —1)9 

(1  -4-  a?)"*  =  1  -f-  wo;  H — \—ò —  ^  ■*"  — 
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§  342.  Vogliasi  sviluppare  secondo  le  potenze  ascendenti 
di  n  l'integrale 

/    (1  -+-  2/^cosa?  -♦-  n^y  do?     ,     ove  n^  <  1. 

J  0 

Il  trinomio  entro  parentesi  si  può  scomporre  nei  due  fat- 
tori di  primo  grado  in  n: 

1  -+-  2ncos(ìo  -f-  n^  =  (1  -4-  ne'*)  (1  -♦-  ne-'^). 

Eleviamo  alla  potenza  p;  ricorrendo  alla  formula  del  bi- 
nomio, si  avrà: 

(1  -4-  we'*)p  =  l-4-^we'*H-        I'     w«e*'''  -*- ...      (a) 
(1  -4-  we"'')p  =  1  -4-  pwe-'*  -f-  2i£lli)  ,j2e-«''  -f- ...  (6) 

Queste  serie  sono  convergenti,  insieme  alle  serie  formate  coi 
moduli  dei  termini  ;  quindi  si  possono  moltiplicare  fra  loro  ; 
e  daranno  luogo  ad  una  serie  ordinata  secondo  le  potenze 
di  n,  convergente  essa  e  la  serie  formata  coi  moduli  dei 
termini;  i  primi  termini  dello  sviluppo  sono: 

(1  -+-  2ncosx  -+•  n^y  = 
=  1  H-  2pncosx  -4-  2  ^-^-^ — -  cos2aJ  •+•  p^  j  w*  -♦- ... 

Si  moltiplichi  per  da?  e  si  integri  fra  0  e  7t.  Nel  prodotto 
delle  serie  (a)  e  (6)  avremo  a  considerare  dei  termini  che 
provengono  dal  prodotto  di  termini  non  corrispondenti  in 
quelle  serie,  e  dei  termini  che  provengono  dal  prodotto  di 
termini  corrispondenti.  Supposto  r^s,  e  moltiplicando  il 
termine  di  grado  r  in  (a)  per  quello  di  grado  s  in  (h),  e 
poi  quello  di  grado  s  in  (a)  per  quello  di  grado  r  in  &,  e 
sommando,  si  avrà: 

(  ^  )  (  ^  )  ^*^**  [e^''-*^^  -4-  e^'-»*''']  =  2  (  ^  ]  (  ^  )  cos  (r  —  5)  ioo, 


vi.r 
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ove  r  —  s  è  un  intero  non  nullo;  ora    /    cos ma; do?,  ove  «i 

sia  un  intero  non  nullo,  vale  0;  dunque  tutti  questi  termini 
provenienti  dal  prodotto  di  termini  non  corrispondenti  in 
(a)  e  (6),  integrati,  danno  per  risultato  0.  Rimangono  i  ter- 
mini che  provengono  dal  prodotto  dei  termini  corrispon- 
denti in  (a)  e  (&);  e  si  avrà: 


/    (  1  -+-  2 w  cosa?  -H-  ìfiy  da?  = 


=  ^[l+p««*H-(^fc^)V-H( 


r(p-i)\\..  .fp{p-i)(p-2)Y^^, 


Per  es.  se  nella  formula  (4)  del  §  331,  che  dà  la  lunghezza 
dell'ellisse  dì  semiassi  a  e  6  si  fa  2^  =  a;,  si  ricava 


Eia,  b)  =  ia  H.  l)fj y l-2(^) coso. .-  (^ Jdo,, 

onde  applicando   lo  sviluppo  precedente,  fattovi  2?  =  h  ed 

a  —  6   .        . 

n  = T  SI  avrà: 

a-^  0 

E  (a,  h)  = 

=7.(a^6)[H.j(^^^g-^^^  4-2561^  -4-... 

§  343.  L^espressione  del  resto  data  da  Lagrange,  con  una 
leggera  modificazione,  sussiste  pure  pei  numeri  complessi 
funzioni  d'una  variabile  reale.  Diremo  che  la  quantità  x  è 
media  fra  più  quantità  date,  formanti  un  sistema  u,  se  essa  è 
compresa  fra  il  limite  inferiore  e  il  superiore  delle  quantità  u: 

xtmeàu  .  =  .\iu<x  <Yu. 

Una  forma  geometrica  di  prima  specie  A  dicesi  media 
fra  le  forme  geometriche  costituenti  un  sistema  U,  se,  co- 
munque si  prenda  un  triangolo  l,  il  volume  A^  è  medio  fra 


1 
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i  volami  del  sistema  U5: 

AeFi .  U eK Fi .  0  /.  A  e  med  U .  =  :  ^  e  p^ .  05 .  A5  e  med  VI. 

» 

Analogamente  per  le  Fg  e  Fs. 

Un  campo  di  punti  nel  piano  0  nello  spazio  dicesi  con- 
vesso, se,  appartenendovi  due  punti  A  e  B,  l'intero  segmento 
rettilineo  AB  che  li  unisce  appartiene  pure  allo  stesso  campo. 
Sono  campi  convessi  il  segmento  rettilineo,  la  retta,  il  piano, 
l'angolo  piano,  il  cerchio,  l'ellisse  considerata  come  porzione 
di  piano,  la  sfera,  ecc. 

Se  un  campo  non  è  convesso,  si  può  sempre  determinare 
un  minimo  campo  convesso  che  lo  contiene. 

Se  U  è  una  classe  di  punti,  dire  che  il  punto  A  è  medio 
fra  i  punti  del  sistema  U  equivale  a  dire  che  A  è  un  punto 
del  minimo  campo  convesso  e  chiuso  contenente  la  figura  U. 

Un  vettore  è  medio  fra  più  vettori,  se  prendendoli  tutti 
colla  stessa  origine,  il  termine  del  primo  è  medio  fra  i  ter- 
mini dei  secondi. 

Ciò  premesso,  possiamo  dimostrare  il  seguente 

Teorema.  —  Se  f{x)  è  una  Fi  funzione  della  variàbile 
reale  x^  avente  le  successive  derivate  fino  aU'{n  -^ly  nel- 
V intervallo  x^{Xq  -t-  fe),  si  ha: 

A«'o+A)=Aa'o)  +  ¥'(a'o)-t-...  +  ^/>'(a^o)  +  (^^^«*.  (1) 

ove  u  è  un  valore  medio  fra  quelli  assunti  da  p^'^^\x)  nel- 
Virder vallo  x^  (a?o  "♦"  A)- 

Infatti,  avendo  u  il  significato  dato  dalla  (1),  si  molti- 
plichi per  un  triangolo  arbitrario  ^;  si  avrà 

ora  f(x)'i  è  una   quantità  reale  funzione   della  variabile 
reale  x\  quindi  per  essa  sussiste  la  formula  di  Taylor  col 


to  di  Lagrange;  quiadi  u^  sarà  ano  dei  valori  che  as- 
se la  derivata  (n  ■*■  1)"  di  f{x)^,  cioè  sarà  on  valore  di 
''(ir)5;  e  in  consegnenza  sarà  on  valor  medio  fraqnellì 
unti  da  /'t"**'?,  ove  oo  varia  in  x^(Xg  -t-  h).  Adnnqne, 
nonque  si  prenda  il  triangolo  l,  il  volnme  u^  è  medio 
i  volumi  /"<"''•'{ £c)5;  quindi,  per  definizione,  u  è  medio 
i  valori  assunti  da  /''"^'K^)i  nell'intervallo  considerato. 
:  Ti  =  0  si  ha  la  formula  particolare  {(xo-i-h)  =  /ì;a;o)-+-ÌH, 
!  «  è  un  valor  medio  fra  quelli  assunti  da  fix)  nell'in- 
vallo  considerato.  Cambiando  lettere  si  ha  la  proposizione 
rispondente  a  quella  del  §  13  : 

a,ht(i.f,f'zFi!(t^b.o.^^^_ 


al  posto  di  f'{x)  si  legge  f{x),  e  si  suppone  continua, 
nchè  siamo  certi  di  poterla  integrare,  si  avrà  : 


Jjix)A 


i,&eq  ./'£(Fi/(ir'6)contin.  o.  — ~— emed^a    b), 

^d  es.  si  conosce,  di  un  punto  mobile  F,  funzione  della 
'labile  f,  la  posizione  Po  per  t^to]  si  sa  che  la  sua  de- 
ata,  0  velocità,  è  costante  in  grandezza;  e  che  l'angolo 
;  essa  fa  con  una  retta  fissa  Poi  non  è  mai  superiore  ad  % 
ja  posizione  Pi  del  punto,  per  t  =  ti,  non  è  determinata 
le  condizioni  precedenti  ;  però  si  può  affermare  che  il 
ito  Pi  sarà  contenuto  nel  segmento  sferico  appartenente 
i  sfera  di  centro  Po  e  di  raggio  il  valor  assoluto  della 
ocità  moltiplicato  per  tt  —  fo;  questo  segmento  corri- 
inde  alla  calotta  sferica  il  cui  centro  sferico  sta  sulla 
ta  data  Poi,  e  il  cui  raggio  sferico  è  un  arco  il  cui  an- 
0  al  centro  è  «. 


§  344.  Sia  u  ana  i 
definita  per  tatti  i  si 
a  certi  intervalli  tc^ 
fissi,  la  u  sarà  ana  fai 
colle  regole  note  la  si 
£i(àe  fatta  rispetto  ad 
se  e  e  fissi,  e  derivare 
X  e  ^  fissi,  e  derivare 
parziali  della  funzione 
indipendenti,  si  indici 
tazione  di  Leibniz,  & 


Alcuni  autori,  trati 
il  d,  e  scrivono 


Seguendo  la  nota: 

segno  D  di  derivazio 

cui  si  deriva;  e  si  se 

I 

Usando  gli  accenti, 
dic&re  con  un  indice 
derivazione,  e  si  seri' 
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seremo  specialmente  la  prima  e  l'altima  di  queste  nota- 
oni.  Quindi,  per  definizione,  si  ha: 

/•i  /          ,      1-     f\^  ■*■  '*.  V,  ■?)  —  fi^-,  V,  ?) 
fÀ^,  v>  ^)  =  l'°i   '^~i —      '^' 

f'y{x,y,s)  =  ìm'- 

§  346.  Teorema  1.  —  Sia  u  =  f{x,  y,  z)  una  fumione 
die  tre  variàìiUi  x,y,z;  dati  a  queste  variabili  tre  tncre- 
tenti  die,  iy,  dz,  e  detto  Au  l'incremento  corrispondente  di  u, 
i  ha: 

,        Au  ,        Au  ,        Au  3  ... 

di*  —  j-  da;  -H  T-  d«  -f-  j-  d^,  (1) 

Ax  Ap   "      A2     '  ^ 

;e  -t-  ,  3-  ,  -7-  indicano  valori  delle  derivate  parziali  di 
Ax  '   Ay  '   A^  ^ 

corrispondenti  a  valori  delie  variàbili;  intermedi  fra  quelli 

onsiderali. 

Infatti  l'incremento 

Au  ^  fXoo -t- Aj:,  y-*-Ay,  z-*-  Ae)  —i\x,y,z) 

i  può  scindere  nella  somma  dei  tre  incrementi  parziali: 

Au  =  /'(*  ■*-Ax,y-^-  dì/,  z-t-Az)  —  f{x,  y  -t-  Ay,s  -t-Az) 

-¥■  f{x,  y  -t-  Al/,  i  H-  Az)  —  /Xx-,  y,z-*-  ds) 

-f.  f{x,  y,z-h  Az)  —  f{x,  y,  z),  (2) 

1  ognuno  dei  quali  si  dà  un  incremento  ad  una  sola  va- 
iabile.  Ora  il  primo  incremento  parziale  (§  14)  è  eguale 
ll'incremento  Ax  della  variabile  x  moltiplicato  per  un  va- 
>re  della  derivata  parziale  di  f  rispetto  ad  x,  cioè  si  può 
idnrre  alla  torma: 

f'r{x  ■*■  ^ix,  y  -*■  Ay,  z  -i-  Az)  Ax 
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i  rapporti  di  dtx,  dy,  da  al  mtMialo  \(ix*  •*-  dy*  ■+■  df' 
soperano  l'unità  ;  «,  P,  y  tendono  a  0  ;  perciò  il  rap- 
0  considerato  a  sinistra  tende  a  0.  Qaindi  possiamo  an- 
.  dire; 
eorema  III.  —  Nelle  stesse  ipotesi  si  ha  : 

= r«(^o.  yo,  zo)  da:  ■*-  fyioCo,  y<„  ^o)  dy  -i-  {".{xo,  yo,Zo)  dac-nX , 

>.  è  una  liuantità  infinitesima  d'ordine  superiore  al  primo, 
ideiido  per  infinitesimo  principale  Vtdo^)  ■+■  (dy*)  -♦-  (dx*). 
B  proposizioni  precedenti  sassistono  pure  se  f{x,y,z)  è 
complesso  d'ordine   qualunque  fiinzione  delle  variabili 

i  x,y,s.  Nella  formula  (1)  però  t-  ,   j-  ,  -  stanno  per 

care  valori  medi!  fra  quelli  assunti  da  queste  derivate 
i  intervalli  considerati  (V.  §  343). 

846.  Dalla  formula  ora  dimostrata  si  deduce  la  regola 
derivare  le  funzioni  composte. 

bbiasi  la  funzione  u  =  f{x,  y,  z).  Se  x,  y,  z  sono  funzioni 
ina  variabile  t,  allora  u  dicesi  funzione  di  t  composta 
iante  le  funzioni  so.y,z.  Ci  proponiamo  di  trovare  la 
rata  di  u  rispetto  a  t. 

ipporremo  che  le  funzioni  se,  y,  z  ammettano  derivata 
ìtto  a  t  e  che  u  ammetta  le  derivate  parziali  di  primo 
ne  rispetto  oc,  y,  z  continue. 

f  da;,  dy,  d?  sono  gli  incrementi  di  x,  y,  z  corrispon- 
i  all'incremento  At  dato  a  f,  e  du  l'incremento  di  u  di- 
odo per  df  la  relazione  del  teorema  precedente,  si  ha: 

da dwd^     da  dj^     ^^  n\ 

d(  "da;  di  "^  d»^,  d^"*"  Az  d(  *  ^' 

ipposto  d(  infinitesimo,  in  questa  formula -3-,  -n,  -r: 
iresentano  le  derivate  di  x,  y,  z  fatte  rispetto  a  (,  e 
-p  ,  -p  i  valori  delle  derivate  parziali  di  m,  corrispon- 
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denti  alla  terna  di  valori  (x,  y,  z)  considerata.  La  formala 
(1)  ci  dà  pertanto  la  derivata  della  funzione  u  rispetto  a  t 

§  347.  Esempi  —  l^  Sia  w  =  a?  -h  jr  —  ^,  ove  x,  y,  z 
sono  funzioni  di  t  Avremo 

cU^ -     dw -     6iU - 

Ax       '    dy        '   d^f  ' 

sostituendo  nella  (1),  si  ha: 

àu d^      ^__^. 

d«  ~  d«  ■*■  d^      df  ' 

si  ritrova  così  la  formula  che  dà  la  derivata  della  somma 
di  più  funzioni. 
2^  Sia  u  =  xyzj  ove  x^y,z  sono  funzioni  di  t.   Avremo 

àu  du  àu 

sostituendo  nella  (1),  si  ha 

dw  do?  d?/  d^ 

e  si  ritrova  la  regola  di  derivazione  del  prodotto  di  più 
funzioni. 
3^.  Sia  «^  =  a;v ,  ove  a?,  y  sono  funzioni  di  t.  Avremo  : 

sostituendo  nella  (1),  si  ha: 

dw  „  Ax     _  ,         dy 

che  è  la  formula  già  trovata  al  §  26. 

P  —  AtMUhi  I»/lnUe9Ìmale.  —  TOL.  xi.  -  10. 


-  146  - 
ia  M  =  {{se),  ove  x  è  funzìODC  di  t.  Applicando  la 
;mo 

d» dwda 

d(~da;  di  ' 

i'iamo  la  formula  di  derivazione  delle  fanzioni  di  fnn- 


ì.  ApprossimaMoni  —  La  formala  che  lega  Tincre- 
l'ima  fanzioDe  di  più  variabili  cogli  incrementi  di 
ierve  anche  per  stimare  Tapprossimazione  che  si  ha 
alcolo  eseguito  su  quantità,  approssimate. 
atica  alle  quantità  che  si  considerano  si  sogliono 
•e  valori  approssimati.  Ciò  si  fa,  o  perchè  non  in- 
e  quindi  è  trascurabile,  la  differenza  fra  il  valor 
quello  approssimato.  Così,  in  commercio,  si  trascora 
tore  più  piccolo  della  minima  moneta  corrente. 
■0  perchè  la  quantità  in  questione  non  è  esatta- 
iota  ;  cosi  tutte  le  quantità  che  compaiono  in  fìsica, 
nomia,  ecc.  sono  solo  note  fino  a  quel  pnnto  cui 
)  gli  strumenti  e  metodi  di  osservazioni  attuali.  Le 
.  che  compaiono  in  analisi  si  possono  calcolare  eoa 
prossimazione  che  si  desidera;  però  servendoci  dì 
esse  sono  note  solo  con  un  numero  finito  di  cifre 

0  infine,  e  questo  è  caso  assai  comnne,  perchè  la 
i  in  questione  è  mal  determinata.  Cosi  il  peso  spa- 
ti ferro  è  una  quantità  che  dipende  dalla  natura 
del  campione  di  ferro  su  cui  si  opera;  e  quindi 
peso  specifico  del  ferro  rappresenta  nn  numero  in- 
lato  che  (dice  l'esperienza)  differisce  da  7,8  meno 
acimo. 

)presenta  per  approssimazione  nn  numero  mediante 
done  decimale  d'un  numero  limitato  di  cifre.  Sì  pos- 
e,  e  sono  effettivamente  in  uso,  più  convenzioni  re- 
questa approssimazione.  Così  se  «o  è  un  intero,  e 


«1,  «i sono  cifre,  cioè  dei  numeri  0, 1,  2 9,  coll'eg 

glianza 

or  ^  OO,  «1  O*  «3 «n 

si  paò  intendere  : 

A],  Sviluppando  x  in  frazione  decimale,  si  ottengi 
successivamente  la  parte  intera  «o,  e  poi  per  snccessive  e 

«1  Kg «n  ;  ossia,  il  numero  di  destra  è  un  valore  appi 

simato  di  oe,  per  difetto,  con  errore  minore  d'un'anità  ■ 
r»'  ordine  decimale,  ossia  che 

a;  =  «o,  «1  «a a„  -t-  6.  IO"", 

ove  0  <  9  <  1. 

B].  Ovvero  si  può  intendere  che  il  numero  di  dei 
sia,  fra  quelli  che  hanno  uno  stesso  numero  di  cifre,  il 
prossimo  ad  x,  per  difetto  o  per  eccesso  ;  sicché 

X  =  aO,  «1  CCi «n  i  s9  10~", 

essendo  sempre  0  compreso  fra  0  ed  1.  Questa  convenzi 
è  quella  che  si  fa  comunemente  nelle  tavole  dei  logari 
Così  l'eguaglianza 

Logio  2  =0,3010300 

sta  per  indicare  che  Logio2  differisce  dal  secondo  mem 
meno  di  mezza  unità  del  7°  ordine;  continuando  il  cah 
si  verifica  che  il  secondo  membro  è  maggiore  del  pri 
sicché,  secondo  la  convenzione  A  si  dovrebbe  invece  seri 

Logio  2  =0,3010299. 

Si  osservi  che  in  questi  calcoli  per  approssimazione 
è  permesso  di  aggiungere  degli  zeri  a  destra  della  fraz 
decimale;  se  invece  si  tolgono,  si  ottiene  una  proposiz 
conseguenza  della  precedente,  ma  non  equivalente  ad  i 

Pere  spesso  é  assai  comodo  usare  altre  convenzioni,  a 
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precise,  ma  sufficieoti  in  pratica.  Coi 
sioni  di   qnesta  forma:  il  numero 
""  l'I  «s ...  «n  a  meno  dì  m  unità  del 

349.  Due  quantità  x  eA  ^  siai 
le;  gli  errori  in  queste  appresa 
rore  nel  prodotto  xy,  ossia  l'ìncr 
dotto  ove  X  ed  ^  variiuo  di  da 

A{xy)  =  acdy  -t- 

questa  formula  a;  ed  ^  rappresi 
i  veri  e  gli  approssimati  di  qi 
apponiamo  co  dato  con  m  cifre 
:i;  y  sia  dato  con  n  cifre  inten 
à,  a;  <  10" ,  da;  <  10""';  j/  <  10 

d{a;y)  <  10^"' -f 

ndi,  nel  prodotto,  la  cifra  che  co: 
le  due  potenze  10"-"'  e  10"*"" 
te  tutte  le  successive, 
{aando  un  errore  consta  dì  più 
ireviare  l'operazione  in  guisa  clu 
a  stessa  cifra  decimale.  Cosi  n< 
e  m  —  n'  ^=n  —  wi',  ossia  m  -t- 
suol  supporre  che  il  numero  d 
ale  al  numero  delle  cifre  total 
le  non  è  verificata,  sì  accorcia  : 
nendo  delle  cifre  a  destra, 
iccome,  trasportando  la  virgola  i 
ilmente  la  virgola  nel  prodotto,  ] 
te  intera  Ai  x  ^y  sia  nulla,  e 
le  sia  significativa.  Allora  1  dne  e 
anno  la  forma: 


■■'^.••T^-" 
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y  =  0,P.P8...Pn  =  ^  +  A  +  ...H.il  (2) 

Il  prodotto  sì  suol  eseguire  in  modo  analogo  al  prodotto 
di  due  serie   (§  51  e  §  302): 

^         10  10^  -*-...-♦-  jQ„+,  ,w 

e  sì  arresta  airultimo  termine  scrìtto,  poiché  essenio  incerta 

la  cifra  an+i  dì  a?,  questa  moltiplicata  per  ^  dà  ^^g  ; 

quindi  è  incerta  la  cifra  decimale  di  posto  n  -»-  2  ;  e  perciò 
in  pratica  si  trascurano  tutti  ì  prodotti  parziali  che  danno 
unità  di  ordine  w  -+•  2.  Se  ì  valori  di  a?  e  y  dati  dalla  (1) 
e  (2)  sono  approssimati  per  difetto,  anche  il  prodotto  xy  è 
approssimato  per  difetto,  e  si  può  riconoscere  che  Terrore 
è  minore  di  (n-4-  l)10r'^. 


Derivate  successive. 

§  8B0.  Sìa  u  =  f(Xy  y,  z)  una  funzione  di  tre  variabili.  Le 

j    .     .        .       du     Au     du  j,      .     .   jj. 

sue  denvate  prime  x"?  T"?  ^^  ^^^^  funzioni  di  x^y^z\ 

quindi  ci  possiamo  occupare  delle  loro  derivate  parziali 
dette  derivate  parziali  del  secondo  ordine.  Le  derivate  par- 
ziali della  prima  si  indicano  con 


do;  da? 


^  =  idSJ^^  =  d^«  =  ^  ^,^(^,^,^) 


d    d      ^u   4>tf     (  \ 

d^d^'^-d^-^  ^,y^a^;l/.^; 

d    d  d^w         r^ti     /  \ 

e  analogamente  per  le  derivate  dì  -r-  e  ;r-  •  Ognuna  di 
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!Ste  derivate  seconde  è  di  nuovo  nna  funzione  di  x,  y,  z, 

C|aindi  ci   possiamo  occupare  delle  sue  derivate  par- 

d^u 
ili,  che  sono  le  derivate  terze:  e  così  via.  Così  .  . .  ,. 

per  indicare  ciò  che  si  ottiene  eseguendo  su  u  una  de- 
azione rispetto  ad  x,  poi  due  rispetto  ad  y,  ed  infine  tre 
petto  a  z. 

ìe  si  ha  una  funzione  di  due  variabili  f(x,y),  si  avrà 
aque  per  definizione: 

r.„(^, y)  =  lim /•'.fe!<-Ht)-r.(x.y)  ^ 
ìostituendo  ad  f'*(x,y)  il  suo  valore,  si  avrà: 

^^^m-*^h,tf■hk)-f(x,1J-^'k)  _  j.^  f(x-*-h,ff)^r(x,y) 

l:_   h=ll  h  •  h 


vero,  poiché  al  numeratore  la  difierenza  dei  due  limiti  è 
limite  della  differenza,  si  avrà  : 

:  lim  lim 


iXx-t-h,ì/-hk)  —  t\x,y-t-}!)—f{X'*-h,y)-*-f(x,y) 
hk 


i  f'y,  X  {x,  y)  sarà  pure  il  limite  della  stessa  espressione,  ove 
faccia  invece  tendere  prima  fc  a  0,  poi  h  =  0.  Ora,  sotto 
ndizioni  convenienti,  questi  limiti  sono  eguali. 

§  351.  Teorema  —  Se  per  tutti  i  valori  di  x  in  un  certo 
tervaìlo,  e  per  tutti  i  valori  di  y  in  un  altro  intei-vallo, 
funzione  f{x,y)  ha  le  derivale  parziali  prime,  ed  ha  la 
'.yi^ìV)  continua,  essa  avràpure  la  derivala  seconda  fatta 
"ima  rispetto  ad  y  e  poi  rispetto  ad  x,  cioè  la  f"y.Àx,y)i 
si  ha 

f\A^,y)=f"'A^,y'>-  (1) 


1 
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Infatti  siano  (iro,yo)  ed  {xo -^  h,  yo -^  k)   due  coppie  di 
valori  di  a?  ed  y. 
Pongasi 

Y=f{xo'hh,  yo  -H  le)  —f{xo  -4-  h,yo)  — 

—  fi^o,  yo  -♦-  fc)  -♦-  /"(a?o,  yo),  (2) 

ossia  chiamisi  V  il  quadrinomio  prima  considerato,  che  è 
la  dififerenza  seconda  di  /*(«?,  y),  ove  si  attribuiscano  ad  oc 
e  ad  y  gli  incrementi  h  e  k. 
Si  consideri  la  funzione  della  sola  x  : 

9  (a?)  =  f{oc,  yo-^k)—  f{x,  yo)  ; 
si  ricava 

V  =  «p(a?o  -^h)—  <p((»o). 

quindi  per  una  formula  nota 

V  =  fecp'(iro-Heife).  (3) 

Ma 

t'(^)  =  r^cc,  yo  -H  AO  —  r-'(^j  yo) 

e  per  la  stessa  formula 

e  sostituendo  in  (3)  si  ricava 

V  =  hkrxyicoo  -+-  Oift,  yo  -H  e«ft).  (4) 

Ora,  a  causa  della  continuità  di  f'x^y,  fissato  ad  arbitrio 
a,  si  possono  determinare  h  e  k  cosi  piccoli  che  si  abbia 

f'x,y  («?o  -H  Oi/^,  yo  -*-  62 V)  =  f'x.y  (oJo,  yo)  "*-  6a, 

ove  6  risulta  compreso  fra  —  1  e  -♦- 1.  Sostituendo   nella 
(4),  e  dividendo  per  hk,  si  ha: 

fXcOo  -4-  h,yo  -^  k)—f{xo  -4-  fe,yo)— A^^oyo-^  fc)  -^  r(a:^Q,  yo)  _ 

=  r^,y(^o,yo)-^ea, 


che  si  può  anche  scrivere: 

si  k 

Facciasi  teDdere  ft  a  0;  il  primo  tei 
ha  per  limite  /"'y(a'o  -*•  h,  yo),  e  il  seco: 
detto  6'  il  limite  di  0,  si  avrà: 

fy(Xo  •*-  h,yo)  —  f'y{xo,ya)  __  ,„ 


Questa  equazione  dice  appunto  che  i 
tendere  di  A  a  0  tende  a  f":,,y{xii,yà)] 

che  è  la  formala  a  dimostrarsi. 

§  852.  Sia  ora  »  funzione  di  an  ni 
variabili, 

u  —  f{xi  Xt...); 

calcoliamone  la  derivata  d'ordine  a,  d 
mente  rispetto  alle  variabili  rra,  Xb, ...  a 


C  .  ....  (^1^2 ) 


questa  derivata  sarà  una  funzione  del 
consideriamola  come  funzione  delle  sole 
supponendo  costanti  le  altre,  e  àerivia 
Xt,  poi  rispetto  Xi,  e  poi  inversamente; 
sopra  dimostrato,  si  ha  l'eguaglianza 

f....^.^-...rf.... 

derivando  i  dne  membri  di  essa  rispet 
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Xn...Xry  se  p  è  il  numero  totale  delle  derivazioni  eseguite,  si 
avrà  : 

/  (i^CiO/g )  = 

'  'a  *  6  >••••  *fe  'fc  */  *m  'n  •"  'r 
(i5) 

=  /"  (071  ars ), 

ossia,  nella  ricerca  della  derivata  d'ordine  qualunque  d'una 
funzione  di  più  variabili,  è  lecito  scambiare  l'ordine  di  due 
derivazioni  successive;  quindi,  è  lecito  di  permutare  co- 
munque l'ordine  delle  derivazioni,  supposta  la  continuità 
delle  derivate  che  si  considerano. 
Se  u  =  f(x,y)^  le  sue  derivate  di  P  ordine  sono 

da?  '    dy  ' 

le  derivate  di  2^  ordine  distinte  sono  tre,  cioè 

d*w  A^u  d^u 

da?«  '        (ìxdy^        d]/*  ' 

quelle  di  S''  ordine  distinte  sono  quattro,  cioè 

à^u  d^u  à^u  d^u  ^ 

cE»  '         àcc^Ay'        dx  dy»  '         dy^  ' 

in  generale  le  derivate  d'ordine  n  distinte  d'una  funzione 
di  due  variabili  sono  n  -*- 1. 

Più  generalmente  ancora  le  derivate  d'ordine  n  d'una 
funzione  di  m  variabili  sono  tante  quanti  sono  i  termini  di 
un  polinomio  intero  omogeneo  di  m  variabili  e  di  grado  n. 

Formula  di  Taylor  per  le  funzioni  di  più  variabili. 

§  8&3«  La  formula  di  Taylor  si  può  estendere  alle  fun- 
zioni di  più  variabili.  Sia  u  funzione  delle  variabili  a;,  y,  ;?, ... 

e  si  diano  alle  variabili  prima  i  valori  a?o,  yo^  ^o, .. .  poi  i 
valori  Xo  -^h,  yo-^  A:,  zo  -♦•  L ... 


Pongasi  in  u 

u  diventa  funzione  di  t  composta  n 
zioni  di  2;  e  sia 

Sarà 

F(0)  =  fisco,  yo,  zo, ...  ),    F(l)  =  fixo 

Inoltre,  se  la  funzione  f{x,y,z,...) 
ziali  continue  fino  all'ordine  n,  anc 
cessive  derivate  fino  allo  stesso  ordi 
regola  delle  funzioni  composte,  e  si 

■^1 .,  d«  d^     §^4^ 

^'  ~  da;  d(      dy  d(  "* 

.  ,  ,  drc      ,    d«      ,    dr 
ossia,  poiché  -5=»,  t  =  «^, -jj- 

che  potremo  scrivere 

M     ^_ 

intendendo  che  il  fattore  simbolico 

d  ,       d  ,       d 
dx         ay         Qz 

messo  davanti  ad  una  funzione  di 
somma  delle  derivate  parziali  mol 
Derivando  F'(0  si  ha  : 

Y'it)  = 

=(è^-|;^*è^-^-)(d:B^ 


Jt  '■■■•'  s- 
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ovvero 


""«-(is'^dj'^c'*-)'-. 


ed  in  generale 

Per  trasformare  questa  espressione  simbolica  in  effettiva, 
basterà  eseguire  le  moltiplicazioni  simboliche  indicate;  ora, 

poiché  i  segni  di  operazione  indicati  con  t—  ,  ^ ,...  hanno 

le  proprietà  commutativa,  associativa,  e  distributiva,  le  mol- 
tiplicazioni simboliche  si  fanno  come  le  effettive;  quindi  si 
potrà  estendere  al  polinomio  simbolico 

d  ,       d  ,        d  . 
Ax         d?/         dar 

la  formula  di  Leibniz  per  le  potenze  dei  polinomi!. 

Si  vede  di  qui  che  F^**^(^)  è  una  funzione  intera  omogenea 
di  grado  n  in  A,fe,/, ...,  ed  i  coefficienti  sono  le  derivate 
parziali  d'ordine  n  di /"(a;,  y  ^, ...),  ove  a?,  y,  ;?,...  hanno  i 
valori  precedentemente  fissati  ooo  -*-  ht^  yo  -^Ict,,.. 

Pongasi  ora  «  =  0  in  F\t),  F  "(0, ...  F(«~i>(0  ;  si  avranno 
i  valori  F'(0),  F"(0), ...  F(«~i)(0),  che  sono  funzioni  omo- 
genee di  gradi  1,  2,  ...w  —  1  in  fe,&^ /,...,  ed  i  coefficienti 
sono  ì  valori  delle  derivate  parziali  di  f  per  i  valori  ìto, 
yo,  iS'o, ...  delle  variabili.  Sostituendo  quindi  nella  formula  di 
Mac  Laùrìn: 

F(1)=F(0)  +  \  P(0)  +  ^  F'(0)  +  ... 

1  F(n-1)(0)  -#.  J.  Fn)(e) 


ove  0<e<l,  ad  F(l),  F(0),  F(0),...F('»X6)  i  loro  valori, 
si  ha  f{xo  -H  7i,  I/o  •+•  k, ...)  espresso  mediante  un  polinomio 


/ 
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I,  il  cui  primo  termine  è  fix^,  i/o,  ^oi  — ):  i  successivi, 
l'altimo,  sono  polinomii  interi  omogenei  dei  gradi 
...n — 1  in  A,  ft,  ?, ...  ed  ì  cui  coefficienti  sono  i  valori 
derivate  parziali  per  !e  =  aco,  y^yo...,  e  raltimo  ter- 
,  0  resto,  è  un  polinomio  intero  omogeneo  dì  grado  n 
A,/,...  i  cui  coefficienti  dipendono  ancora  da  queste 
tità,  e  sono  i  valori  che  assumono  le  derivate  parziali 
line  n  per  valori  intermedi  delle  variabili  : 
a^o  -»-  6/t,    ya  •*■  6A-, ... 

r  esempio,  se  le  variabili  si  riducono  a  2,  e  si  fa  sne- 
llamente n  =  l,  2, ...  si  hanno  le  formule: 

»o,  Vo)  ■*■  U'fAoOe.  -H  6A,  yo  +  Qk)  -»-  kf.'iXo  +  6^,  y^  -*■  Oft)] 
h  -^-Kyo*  A')  =  /Vo,  yo)  +  ["/(/VCXfl, I/o)  +  liUiXa,  j/o)] 
i  [AV'U  (!»o  +  9ft,  yo  •*•  W-)  -I-  2hkf"^{3-a  t-  m,  y^  +  9A-)  •*- 
-HÌV"^(a;o-»-e,'f,yo  +  6A-)], 

f{os,i/,....)  è  funzione  intera  di  grado  ?>  nelle  variabili, 
icando  la  formala  di  Taylor,  fatto  h=j)h-1,  il  resto 
Ho,  perchè  sono  nulle  tutte  le  derivate  parziali  d'or- 

p  -H  1,  e  si  ha  lo  sviluppo  di  f{x  •*-  h,  y  ■*-  k, ...)  in 
olinomio  finito  ordinato  secondo  le  potenze  di  A  e  di  k. 
versa,  se  nna  funzione  ha  le  derivate  d'ordine  p-*-l 
,  essa  è  funzione  intera  di  grado  p. 

nella  formula  di  Taylor  si  fa 

aro  =0,    yo  =  0, ... 
h=:x,    k^y, ... 
tiene  una  formula  che  è  l'estensione  di  quella  di  Mac 
in  alle  funzioni  di  più  variabili, 
resto  nella  formula  di  Taylor,  dopo  il  termine  di  grado  n 

k,...  è  nna  quantità  infinitesima  d'ordine  superiore  al- 
,  prendendo  come  infinitesimo  principale 

mod  (A,  ft,  ;, ...)  =  Vft'-*-***^  +  - 
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Funzioni  implicite. 

§  85é,  Una  funzione  di  ana  o  più  variabili  può  essere 
data  analiticamente  indicando  le  operazioni  che  bisogna 
eseguire  sulle  variabili  indipendenti  per  ottenere  la  funzione 
e  dicesi  rfato  esplicitamente^  ovvero  funzione  esplicita.  Essa 
può  invece  essere  determinata  da  equazioni  che  la  legano 
alle  variabili  indipendenti,  e  dicesi  data  implicitamente^ 
ovvero  funzione  implicita. 

Così  l'equazione  oj^  -h  j^  =  1  stabilisce  una  relazione  fra  x 
ed  y\  risolvendola  si  ha  y  =  + Vi  —  ^*;  quindi  sonvi  due 
funzioni  determinate  nell'intervallo  da  —  1  a  -♦- 1,  che  la 
soddisfano.  Se  aggiungiamo  la  condizione  che  y^  oltre  al 
soddisfare  all'equazione  a?*  -+-  j/*  =  1,  sia  positivo,  avremo 
determinata  una  sola  funzione  y  implicita  di  a?,  la  quale 
si  può  rendere  esplicita  scrivendola  sotto  la  forma 

y  z=z  Vi— a». 

In  casi  analoghi  si  può  riconoscere  se  una  equazione 
f{x^  y)  =  0,  occorrendo  unita  a  qualche  condizione  restrit- 
tiva, determini  effettivamente  y  in  funzione  di  ce.  Però  un 
criterio  generale  per  riconoscere  questo  è  somministrato 
dal  seguente: 

Teorema.  —  Essendo  f{x,  y)  =  0  nn^eq^uazione  fra  due 
variabili  x  e  y,  soddisfatta  dai  valori  x=^a  o  y  =  6,  sicché 
f{a,  li)  =  0,  se  la  funzione  f  è  continua  insieme  colla  sua 
derivata  fy,  e  se  fp(a,  l)  non  è  nulla^  allora  esiste  una  ed 
una  sola  funzione  continua  y  di  a;,  determinata  nelle  vici- 
nanze di  x  =  a,  che  soddisfa  aU^ equazione  proposta,  e  che 
per  x  =  a  ha  il  valore  b. 

Infatti,  si  supponga  che  la  f'y{a,  &),  la  quale  per  ipotesi 
non  è  nulla,  sia  positiva.  Allora  la  funzione  fia^y)  sarà 
crescente  con  y  ;  e  siccome  essa  si  annulla  per  y  =  h,  si 
potrà  determinare  la  quantità  positiva  A;,  in  guisa  che  si  abbia 

f{a,b—k)<0,  ef{a,b'^k)>0. 
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Poiché  f{a,b  —  Jc)  è  negativa,  si  potrà  determinare  un 
intervallo  da  a  —  //i  ad  a  -♦-  Ai  in  guisa  che  per  ogni  valore 
di  X  in  questo  intervallo  si  abbia  f{x,  b  —  A;)  <  0  ;  e  ana- 
logamente poiché  f{co,b-^k)  é  funzione  continua  di  a?,  e 
per  x  =  a  è  positiva,  si  potrà  determinare  un  intervallo 
a  —  A2,  a  -♦-  ^2,  in  guisa  che,  per  ogni  valore  di  x  in  questo 
intervallo,  sia  f{x,  6  -•-  it)  >  0.  Sia  h  la  minima  delle  quan- 
tità hi  e  h;  allora  per  ogni  valore  di  a?  in  (a  —  A)  ~"  (a  -»-  h) 
si  ha  f(Xy  b  —  A:)  <  0  e  f{x^  b  '^k)>0.  Pertanto,  attribuito 
ad  X  un  valore  in  questo  intervallo,  la  funzione  della  y 
f{x^y)  é  continua,  ed  assume  valori  di  segno  contrario 
quando  alla  y  si  danno  i  valori  b  —  k  e  6  -h  A:;  quindi,  per 
un  teorema  noto,  esisterà  un  valore  di  y,  compreso  fra 
b  —  k  e  &  -+•  fc  che  annulla  la  f  (a?,  y).  Così  è  dimostrato 
che  ad  ogni  valore  di  x  compreso  nell'intervallo  a  —  A  ed 
a  -4-  A  corrisponde  un  valore  di  y,  compreso  fra  6  —  k  e 
fc  -H  A,  che  soddisfa  all'equazione  f{x,y)  =  0.  Questo  valore 
è  unico;  poiché  se  fosse  f{x,yi)  =  0  e  f{x,y2)  =  0^  pel 
teorema  di  RoUe,  esisterà  un  valore  di  y  compreso  fra  yi 
e  y2  per  cm  f'y{x,y)=^0;  ora  poiché  fy{x^y)  non  è  nulla 
per  a?  =  a  ed  y  =  &,  ed  é  continua,  possiamo  supporre  le 
quantità  fe  e  A;  così  piccole,  che  per  tutti  i  valori  di  x  in 
(a  —  l)  ""  (a  -«-  7i),  e  dì  y  in  (6  —  A;)  ~"  (6  -*•  A;)  questa  deri- 
vata non  sia  nulla. 

Infine,  questo  valore  di  y  corrispondente  ad  x  diflTerisce 
da  b  meno  della  quantità  arbitrariamente  piccola  A;;  quindi, 
col  tendere  di  a;  ad  a,  t/  tende  a  &,  che  é  il  valore  di  y 
corrispondente  ad  a;  0  ancora  la  y  é  funzione  continua  di  x. 

§  856.  Supposta  ancora  l'esistenza  di  fx{x^y)^  la  fun- 
zione y  dì  X  determinata  nel  modo  precedente  dalla  equa- 
zione f{x.y)  =  Q  ammette  derivata  per  x  =  Xq\  infatti  dando 
ad  X  il  valore  Xo-^h^  e  detto  yo  -♦-  A;  il  valore  corrispon- 
dente di  y,  sarà  : 

f{xQ  -f-  il,  yo  4-  A;)  =  0, 


ìt  .«4:r  > 
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ossia  (§  345,  II) 
e  quindi 

Facciasi  qui  tendere  h  a  zero;  k  che  rappresenta  l'incre- 
mento della  funzione  y  tende  pure  a  zero,  perchè  la  fun- 

k 
zione  è  continua;  a  e  p  tendono  a  0,  perciò  anche  j  tende 

verso  un  limite,  e 

Ijj^  fc  ^  dy  ^     r^(^oi  yo)  . 

À      do;  /"y(a:o,  t/o) 

Se  si  dà  ad  a:  un  altro  valore  qualunque,  ed  y  rappre- 
senta il  valore  della  funzione,  se  fy{x,y)  non  è  nullo,  sarà 
sempre 

d^_      f'.{oo.  y) 

^        fy{^,  y)  ' 

ed  in  tal  modo  la  derivata  è  espressa  in  funzione  di  a?  e 
di  y,  ma  y  è  funzione  determinata  di  x. 

Se  f{oo^y)  ammette  le  successive  derivate  parziali  con- 
tinue, si  potrà  derivare  -r^,  che  è  funzione  di  a?  composta 

mediante  x  ed  y^  funzioni  di  x  che  hanno  derivata,  e  cosi 
continuando,  si  vede  che  la  funzione  y  ammette  le  succes- 
sive derivate,  e  si  ha  il  modo  di  determinarla 

Ma  si  arriva  più  facilmente  al  risultato,  osservando  che 
se  in  f{x^y)  si  sostituisce  ad  y  la  funzione  precedentemente 
definita  di  ca,  essa  diventa  funzione  di  x  composta  mediante  x 
ed  y.  ed  ha  costantemente  il  valore  zero;  onde  la  sua  de- 
rivata è  nulla;  derivando  si  ha: 

Ax      di/  Ax 


rimo  membro  di  questa  equazione  è  funzione  di 


IO  funziooi  di  X  che  ammettono  derivata,  onde  de- 
)  si  ha 

dY  ,  „    dY   ày   ^  A'f/àyV^   d/-d^_Q 
di*        doc  dy  da;      dy*  xda/       dy  da'        ' 

continuando  si  hanno  delle  equazioni  da  coi  si  rica- 

valori  -p,  t\,—  e  queste  non  sono  illusorie,  perchè 

iciente  dell'incognita  è  sempre  ^  che  non  è  nullo. 


6.  Applicazione.  —  Un  luogo  geometrico  nel  piano 
iere  determinato  da  un'equazione  della  fonna 

ere  la  costante  angolare  della  tangente,  si  ricaverà 
colla  regola  delle  funzioni  implicite.  Derivando  si  ha 

da;       oy  da; 

aendoilvaloredi  -p  che  si  ricava  da  questa  equazione, 

nazione  della  tangente,  cioè  in  Y  —  y  =  ■p  (X  —  co), 
«unterà  la  forma: 

^^(X-a,)*|(Y_y)  =  0. 

ì8.  abbiasi  l'eqaazione  dell'ellisse 


^ 


1«  «■■ 


Posto 
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avremo 


Af_2x  àf_2i 

e  sostituendo,  l'equazione  della  tangente  diventa 

a«  "*■  6»       a«      6»""^' 
e,  tenendo  conto  dell'equazione  data, 

a«  ■*■  &«  "" 

Analogamente  la  tangente  alla  curva  di  equazione 

oj*»  -+-  ^  =  a** 
è  aJ'^^X  4-  y»»-» Y  =  a^ 

§  857.  Teorema.  —  Sé  un^equazione  ficoi,  00%^ ...  a?n,  y)  =  0, 
/Va  n  -♦- 1  variàbili  a?i,  ajjg, ...  a?n,  y  è  soddisfatta  dai  valori 
ai,  a%y ...,  Ony  6,  delle  variabili^  se  la  funzione  f  è  contintM^ 

insieme  alla  sua  derivata  4-  nelle  vicinanze  del  sistema 

Ay 

ai 02 ...  anh^  e  per  questi  valori  non  è  nulla  la  derivata  di  f 
rispetto  a  y,  esiste  una  ed  una  sola  funzione  y  delle  varia- 
bili xix%,..Xn  definita  nelle  vicinanze  dei  valori  ai...an, 
che  soddisfa  alVeguazione  proposta^  che  è  continua,  e  che 
assume  il  valore  b  quando  si  faccia  a?!  =ai, ...  a?n=an. 

Infatti  chiamisi  x  il  complesso  {xi,  a^, ...  a?„)  ed  a  il  com- 
plesso (ai,  02...  On);  l'equazione  assumerà  la  forma 

f{x,  y)  =  0. 
Supposto,  per  fissare  le  idee,  t^  >  0,  la  funzione  f  (a,  y)  è 
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crescente  eoa  y;  e  siccome  si  annulla  per  j/  =  &,  si  potrà 
determinare  h  >  0,  in  guisa  che 

/■(o,  6  -  fc)  <  0,        e       f{a,  6  -i-  fc)  >  0. 

lichè  f{a,  h  —  ft)  <  0,  sì  potrà  determinare  una  sfera  di 
ntroaediraggio/ii,  a -t-mOAi,  in  guisa  che  per  ogni  va- 
re di  X  in  questa  sfera  si  abbia  f{x,l  —  k)<0;  e  ans- 
iamente si  può  determinare  una  sfera  di  centro  a  e  di 
g^io  /;s,  iu  guisa  che  per  x  in  essa  sì  abbia  f{ce,  b-\-k)>0. 
icasì  h  il  minimo  dei  raggi  h  e  hs,  e  sì  contìnui  il  ra~ 
onamento  come  al  §  354 

Per  calcolare  le  derivate  parziali  della  funzione  y  delle 
riabili  x\X2...Xn  cosi  definita,  basta  sapporre  sna...Xn 
stanti;  la  y  diventa  funzione  implicita  della  sola  varia- 
le xi,  quindi  siamo  nel  caso  studiato  nel  §  355;  questa 
irìvata  sarà  data  dall'equazione 

ùxi      dy  da;i 

modo  analogo  si  hanno  le  altre  derivate  parziali  Con- 
luando  a  derivare,  sì  ricavano  altre  equazioni  che  cod- 
ngono  le  derivate  parziali  successive  di  y  rispetto  ad  x; 
Leste  equazioni  sono  dì  primo  grado  nelle  derivate  inca- 
ute dì  ^;  e  il  coefficiente  della  incognita  è  sempre  -r^ 
le  per  ipotesi  non  è  nullo. 

§  368.  Teorema.  —  Se  un  sistema  di  n  eguasioni  fra 
•*-  n  variahUi 

fi  {xi ...  x„  yi ...  y„)  =  0, ...  fn  {xi ...  x„  yi ...  t/„)  =  0 
soddisfatto  dai  valori 

«1...  «m,    6i  ..h» 
'ile  variàbili,  e  se  sono   continue  le  funzioni  fi...fne  le 
ro  derivate  parziali  successive  nelle  vicinanze  di  questi 
dori,  e  se  infine  non  è  nullo  U  determinante 


ari 

it\ 

in 

dyi 

dy, 

dy. 

àf' 

in 

if. 

dji 

à^ 

i!/. 

àf. 

àf. 

d'i 

ds-, 

iy. 

it/n 

in  cui  alle  vari(AiU  sono  dati  i  valori  ai ...  a™  61 ...  bn, 
ìora  esiste  uno  ed  un  solo  sistema  di  fumimi  y  delle 
riabili  se 


yy 


=  -ì»!  (Xl  ...  fl5„), yn  =  +«  iVì  -  i»«) 


ddermin(^e  nelle  viciname  dei  valori  ai ...  Om  delle  var. 
it/t,  che  sostituite  nelle  equazioni  date  le  soddisfanno  idt 
ticmiente  qualunque  siano  i  valori  delle  co,  che  sono  contine 
ed  assumono  i  valori  bi  h  —  bn  se  si  danno  alle  variabU- 
valori  ai ...  a™.  Esse  inoltre  hanno  le  successive  derivate. 

H  determinante  I  formato  colle  derivate  parziali  di  prii 
ordine  di  fift...f«  rispetto  alte  variabili  j/iys...^».  die 
determinante  funzionale  ovvero  Jacobiano  delle  fonzion 
rispetto  alle  variabili  y.  Se  n  =  1,  il  determinante  si  ridi 
ad  nn  solo  elemento,  cioè  alla  derivata  del  primo  memi 
dell'unica  equazione  rispetto  alla  variabile  che  sì  vaole  ; 
sumere  come  funzione,  ed  in  questo  caso  la  proposizione 
gii  dimostrata  nel  §  precedente.  Quindi  la  proposizi( 
sarà  dimostrata  vera  in  generale,  se,  suppostala  vera  ] 
nn  sistema  di  n  —  1  equazioni,  si  dimostra  ctie  essa  sussi 
ancora  per  n  equazioni. 

Se  1 5  0  gli  elementi  dell'ultima  verticale  non  posso 

«ssere  tutti  nulli  Sia  p.  es.  j^SO;  allora  l'equazione 

fn  {xi  Xi ...  07»  y\ ...  ìfn-i  y»)  =  0 
determina  una  ed  una  sola  funzione  y„^  Xi ... Xmyi ... y 

yn  =  fp(Xi...X„1/l  ...yn-i) 


—  161  - 

nelle  Ticinanze  dei  valori  ai Om  h  hn-i,  che  soddisfa 

imente  all'equazione  fn  =  0,  che  è  continua,  che  am- 
i  derivate  prime  parziali,  e  tale  che 

b„  =  cp(ai ...  a™  bi ...  6n-i). 

tuendo  ad  ^n  la  funzione  cp  nelle  equazioni 

/•i  =  0,.../;_i=0, 

ino  n  —  1  naove  equazioni  fra  le  variabili 

Xi...CC„yi...ì/n-l 

;remo  scrivere  : 

F,  =  0,    Fé  =  0,     F„_i  =  0, 

0 

a;„ìji  ...t/n-ì)  =  /U^i  .-.Xmyi ...  1/n-Mxi  ...Xmyi  ...y„_i)I 
r  =  l,  2,...  M  — 1. 

n — 1   equazioni  fra  m-*-{n — 1)  variabili  son» 
atte  dai  valori  «i ...  a™  Ji ...  in-i  delle  variabili,  perchè 

.  ambi...hn-ì)=f^ai ...  Om6l  ...  6n-ltp{0l  ...  OrnSl  ...  6„_i)] 

=  fr{ai ...  aj)i ...  hn-iK)  =  0 

nzìoni  F  sono  continue,  ed  ammettono  derivate  par- 

i  primo  ordine,  perchè  composte  mediante  la  ?  che 

inua,  ed  ammette  derivate  parziali.  Inoltre  il  Jaco- 

lelle  F  dipende  da  quello  delle  f,  come  ora  vedremo. 

determinante  I  si  aggiungano  agli  elementi  della  1% 

n  —  1)*  colonna  quelli  dell'ultima  moltiplicati  rispet- 

dcp      dtp  d®        .        , 

nte  per  v-^  ,    ^-^  , ...  j— ^—  ;  si  avrà: 
^     d^i'    dyg'     d^„-i' 

Ù^^^    ^^ÉÙ^        <^A        dA    d?      Afi 
fi      dw.dyi'dys      dy„  àyz' '"  dy„-i      dyndy„_i'dy„ 


_d/;d9    d^_^d/;dT         dfn       àfn    d? 
*  dyn  dyi  '  ày«     dyn  àpn  '  '"  dy„_i      d^„  dy^-i 
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Se  ora  si  deriva  la  funzione  Fr(r  =  l,  2, ...ti — 1)  rispetto 
alla  variabile  j/.  (5  =  1, 2, ...  n  —  1)  si  ha 

dFr_d/r       d/;  dy 
dy,  ""  dy,      dyn  dy,  ' 

-e  se  si  deriva  la  funzione,  il  cui  valore  è  zero,  che  risulta 
4a  fn  sostituendo  ad  t/n  la  funzione  cp,  si  ha 


àfn  ^   d/;  dcp  _ 
dyi       dyn  dj/i 


=  0... 


dfn     ^    dfn    dy    ^Q 

dj/n-l         dj/n  dj/n-l  ' 


onde  sostituendo 


1  = 


dFi     dFi        dPi     dA 


dyi     dy2   '"  dy„-i   dyi 
•  •••••.••.••••.  ••••••  • 

dFn^l  dFn-1      dFn-1  dA-, 


dj/1      dys  "*dyn-i  dy» 

d/; 


0        0 


0 


dy, 


^d/n 
dyn 


dFi     dFi 


dFi 


dyi     dyg    *"  dy«-i 


dFn-i  dFn-i     dFn-i 


dyi      dyg   "•  dyn-i 


ossia,  detto  V  il  determinante  funzionale  delle  F,  si  ha 

dyn    ' 

o  siccome  I  non  è  nullo,  si  deduce  che  anche  I'  non  è 

nullo. 

Quindi  le  equazioni  Fi  =0, ...  Fn-i  =  0  soddisfanno  a  tutte 
le  condizioni  enunciate  nella  proposizione,  ed  il  loro  numero 
^  ^  —  1^  pel  quale  numero  si  è  ammessa  l'esattezza  della 
proposizione;  dunque  esisterà  uno  ed  un  solo  sistema  di 
funzioni 

determinate  nelle  vicinanze  dei  valori  ai ...  Om  delle  varia- 
bili, continue,  aventi  derivate  prime,  e  che  soddisfanno  alle 
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equazioni  F  =  0,  ossia  sarà 

FliXi  ...  Xm^l  ...  ^pn-l)  =  0, F„-i(a?i  ...  Xm^l  ...  ^n-^ì)  =  O 

qualunque  siano  ì  valori  delle  x. 
Se  in 

yn  =  9(a?i  ...  Xm^ì  ...  yn-l) 

si  sostituiscono  a  yi ...  ^n^i  le  funzioni  4^,  e  si  pone 

yn  =  T(a?i ...  Xn^^i ...  ^n-l)  =  ^n{Xi ...  Xm), 

anche  ^n  sarà  funzione  delle  x  continua,  e  avente  le  deri- 
vate parziali  di  prim'ordine. 
Quindi  le  funzioni 

yx  =  (j)l(a?i  ...  Xm), yn  =  ^n{COl  ...  Xm) 

sono  funzioni  date  nelle  vicinanze  dei  valori  ai ...  Om  delle- 
variabili,  continue,  aventi  derivata,  che  assumono  i  valori 
2^1 ...  bn  se  sì  danno  alle  variabili  i  valori  ai  ...atme  che  soddi- 
sfanno  alle  equazioni  f=  0,  perchè  per  r=l,  2, ...  w  —  1  si  ha. 

fr{Xi...Xfn^l...f^,^lf^n)=ff{Xi...Xm^ì...^n--M^^^^^ 

=Fr(aJi...a?«(|>l...4»n-l)=0 

e  per  r  =  n 

fn(a?i...a?m^i...4'n)  =/*fi[rri...a?m^i...4'n-iT(^i...a?m4'i...^n-i)]  =  O 

ossia  soddisfanno  a  tutte  le  condizioni  del  problema. 

Per  avere  le  derivate  delle  funzioni  rispetto  alle  x,  si 
derivino  ambi  i  membri  delle  equazioni  date  rispetto  x^  ove- 

r  =  l,2,...  m; 

si  ha: 

^d/\^  ^  d/1  dyi^  ^  d/\  ji^^  ^       ^   àfi  Ayn  _  q 
da?r  .    dyi  dir     Ay^  ^r       "'      àyndXr 


t 


àfn  ^Afn  dffi  ^  àfn  dyg  ^        ^   dfn  ^y^^Q 
dXr      dyi  ùxr     dye   dxr      dy»  àxr       * 


i 
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il  che  costìtaisce  qd  sistema  di  n  equazioni  lineari  nelle 
incognite 

^    ^  dyn 

drrr    dav dar  ' 

le  quali  risnltaso  appieno  determinate,  perchè  il  determi- 
nante dei  coefficienti  è  il  Jacobiano,  che  non  è  nullo  per 
ipotesi.  Derivando  ancora  le  equazioni  precedenti  si  rica- 
vano altre  equazioni  che  si  possono  risolvere  rispetto  alle 
derivate  dei  vari  ordini. 

Fumimi  omogenee. 
§  359.  Si  dice  che 

è  fiinzìone  omogenea  di  grado  n  delle  variabili  x,  y,  z, ... 
se,  qualunque  sia  t,  si  ha 

f{tx,ty,U...)=t^f{x,y,z,...).  (1) 

Cosi  ad  esempio. 


^•^y    „     a;-*-y 


sono  finzioni  omogenee  di  a;  ed  ^,  di  gradi  2,  —  1,  e  0. 

Teor&ma.  —  Lt  derivate  parziali  di  primo  ordine  d'una 
funzione  omogenea  di  grado  n  sono  funzioni  omogenee  di 
grado  n  —  1. 

Infatti  si  derivi  rispetto  x  l'identità  (1)  che  servì  per  defi- 
nizione delle  funzioni  omogenee;  si  ricava 

r.  (to,  t!/,U,...)^  =  vr.  (X,  y,  !,..) 

e,  osservando  che  —k —  =  (,  e  dividendo  per  (, 

r«  {tx,  ty,  tz, ...)  =  (»-'  /\  {X,  y,  z, ...) 


il  che  dice  appunto  che  fx  è  funzione  omogenea  di  grado 

»  — ]. 
Di  qoi  si  deduce  che  le  derivate  di  secondo  ordine  sono 
ai  omogenee  di  grado  n  — 2,  ed  in  generale  le  derì- 
l'ordine  h  sono  fanzioni  omogenee  di  grado  n  —  h. 
rema  (di  Kulero).  —  In  una  funzione  omogenea  la 
i  dei  'prod<Mi  delle  derivate  parziali  per  le  rispeiiive 
ili  è  eguale  alla  funzione  moltiplicata  pel  suo  grado, 
iti  si  derìri  rispetto  t  l'equazione  (I);  si  ricava 

,  %U, ...)  x-hf'y  (te,  tp,  ts,  ...)y  -t-  f,{tx,  ijj,  te,  ...)z  + ... 

^nC-'Aa^.y,  5,...) 
o  (  =  1, 

ce,  y,  z,  ...)x  -*-  f'y  (a-,  y,  z, ...)  y  •¥■  f,{x,  y,  z, ...)  z  -t-  ... 
=  nf{x,y,z,...) 

> 

du        A.U         àu 

dj=        òy"      02  ' 

ile  equazione  a  derivate  parziali  costituisce  appunto 

•ema. 

iprocamente,  se  la  funzione  f{x,  y, ...)   soddisfa  alla 

ione  f'i,(a;,y, .,.)sc -h  fy {x,y, ...)y  ■*-...  =  nfix,y, ...), 

ique  siano  i  valori  delle   variabili,  ponendo  in  loro 

ce,tp,,..  si  avrà 

{(X,  ty, ...)  ix  +  fy  (tx,  ty,  ...)ty  -»- ...  =  nf{tx,  ty, ...). 

,  la  funzione 

r  derivata 

_  l[f'x  (tx,  ty,...)x  -h  fy  (tx,  f//,..)y  -t- ...]  -  nfjix,  ty,...) 
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la  quale  è  nulla,  in  virtù  deireqaazione  precedente,  e  quindi 
F{t)  avrà  un  valore  costante,  e  sarà  F{t)  =  F(l).  Sostituendo 
qui  a  F(0  e  ad  F(l)=/*(a?,t/, ...)  i  loro  valori,  si  ha 

f{tx,  ty, ...)  =  fY(^,  y, ...), 

ossia  la  funzione  f  è  omogenea  di  grado  n. 

Se  si  deriva  più  volte  la  (1)  rispetto  a  ^,  e  poi  si  pone 
<  =  1 ,  si  ricava 

e  in  generale 

r  die  "*"  ^  dy  ■*■  -  j  ^=(^— 1)  -  (^  --P  *  1)«^- 

equazioni  a  derivate  parziali  di  vari  ordini,  cui  soddisfa  la 
funzione  u.  Esse  sono  però  conseguenze  dei  teoremi  prece- 
denti, e  si  possono  trovare  applicando  il  teorema  di  Eulero 
alle  derivate  di  u. 


Massimi  e  minimi. 

§  860.  Sia  u  una  funzione  di  più  variabili  u = f{x,  y,  z)y 
definita  in  un  certo  campo  C.  Se  il  campo  C  è  finito  e 
chiuso,  e  la  funzione. 2^  è  continua  in  G,  allora  la  u  diventa 
effettivamente  nel  campo  C  massima  e  minima.  Ciò  può 
avvenire  o  per  un  punto  (a;,  y,  z)  intemo  a  C,  o  per  un 
punto  del  contomo  di  C.  Per  trovare  i  valori  di  (a?,  y,  z)  che 
rendono  massima  o  minima  u  è  utile  il  seguente 

Teorema.  —  Se  la  funzione  u  =  f{x^y^z)  definita  nel 
campo  C  diventa  massima,  ovvero  minima,  corrispondente- 
mente ad  un  punto  {o(fo,yo,zo)  interno  al  campo  C,  corri- 
spondentemente ad  esso  le  derivate  parziali  dd  primo  or- 
dine di  u,  supposte  esibenti,  sono  nulle. 
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Infatti  la  f{x^  j/q,  ^0)9  funzione  della  sola  x,  diventa  mas* 
sima,  ovvero  minima,  per  a?  =  a?o,  il  quale  valore  è  intemo 
all'intervallo  per  cui  la  funzione  è  definita;  quindi  (§  10) 
la  sua  derivata  f'xipOi^^  yo.  zo)  sarà  nulla.  Analogamente, 
considerando  le  funzioni  f{xQ^  1/,  ro)  e  f  (a;o,  yo^  z),  si  dedurrà 
fy  {ooo.  y 0,  ^0)  =  0,  e  f'z  {xo,  o/o,  Zq)  =  0. 

Esempio.  —  Vogliasi  decomporre  un  numero  a  in  tre 
parti,  in  guisa  che  il  prodotto  delle  loro  potenze  p^  q,  r 
sia  massimo.  Dette  co  e  y  le  prime  due  parti,  la  terza  sarà 
a  —  00  — y,  e  il  prodotto  a  rendere  massimo  è 

u  =  ocPy^{a  —  X  —  yY. 

Siccome  vogliamo  escludere  le  parti  negative,  dovrà  essere 
^^0,  a/>0,  e  a  —  oc  —  y>0;  onde  il  punto  di  coordinate 
(a?,  y)  sta  nel  triangolo  limitato  degli  assi  coordinati  è  dalla 
retta  di  equazione  a  — a?  — y  =  0.  Questo  campò  di  varia- 
bilità di  {Xy  y)  è  limitato  e  chiuso,  perciò  la  finizione  u 
diventerà  in  esso  massima.  Ora  sul  contomo  del  triangolo 
la  funzione  u  è  nulla,  e  nell'interno  è  positiva  ;  quindi  la  u 
diventerà  massima  corrispondentemente  ad  un  punto  intema 
al  campo  considerato.  Questi  valori  ài  x  e  y  che  rendono 
massimo  u  devono  perciò  soddisfare  alle  equazioni: 

g- =2?a^P-i  yq(^a  —  x  —  yY  —  TX^y^  {a  — 00  —  yY"^  =  0, 

jt=qxPy'i{a  —  00'^  yY  —  ro^  y'^ia  —  x  —  yY"^  =  0, 


0  semplificando 


x__y^ a  —  X  —  y 

p     q  r 


Dunque  per  rendere  massimo  il  prodotto  u  bisogna  pr&ìr 
dere  le  parti  proporzionali  ai  rispettivi  esponenti. 

§  861.  Spesso  si  presenta  il  problema  :  determinare  le  va- 
riàbili X  ed  y  in  guisa  che,  rendendo  costante  il  valore 

u  =  f{x,y),  ^  ''    (1) 
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rendano  massima  o  minima  la  funzione 


(2) 


In  questa  questione  le  variabili  (C  e  y  non  sono  più  in- 
dipendenti, ma  sono  legate  dalla  relazione  (1).  Si  prenda  x 
come  variabile  indipendente^  e  si  consideri  la  y  come  fun- 
zione implicita  di  cc^  definita  da  quest'equazione.  Derivan- 
dola si  ha: 


doo     dy  dx 
dy 


(3), 


da  cui  si  può  ricavare  il  -r^.  Si  immagini  in  v  sostituito 

ad  y  il  suo  valore  in  funzione  di  co]  la  t;  diventerà  una 
funzione  della  sola  variabile  oo,  e  la  condizione  necessaria 
pel  massimo  o  minimo  si  è  che  la  sua  derivata  si  annulli» 
ossia  dovrà  essere: 


Ax     ày  Aoo 


(4). 


Se  nella  (4)   sostituisco  a  -^  il  valore  che  si  ricava 
dalla  (3),  o,  ciò  che  fa  lo  stesso,  se  fra  le  (3)  e  (4)  si  eli- 


àf 
dy 

dcp 
da? 

d'f 
d«/ 

=  0, 


(5) 


ò  anche 


df /dr^df  /dqp 
do?  /  d;^;      iv  I  dv  * 


(6). 


Pertanto  i  valori  di  a?  e  i/  che  rendono  massima  o  mi- 
nima «;,  essendo  u  costante,  debbono  rendere  le  derivate 
parziali  delle  due  funzioni  /^  e  cp  proporzionali  fra  loro. 
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•mpio.  —  Vogliasi  il  cilÌDdro  di  superficie  totale  data  S, 
olume  V  massimo  ;  il  quale  esiste,  come  si  vede  a  priori. 
oo  il  raggio  base,  ^  l'altezza  del  cilindro,  sarà  : 

S=2nx^-t-2nxy,        V  =  ira3«y; 

ichè,  essendo  S  costante,  Y  sia  massimo,  dovranno  le 
ite  parziali  di  S  e  V  essere  proporzionali,  onde 

2710^  7KB*  ' 

plìficando 

ìf  =  2x, 

il  cilindro  di  superficie  totale  data  e  di  Tolume  mas- 
ha  l'altezza  eguale  al  diametro  base.  Si  arriverebbe 
tessa  conclusione  volendosi  il  cilindro  di  volarne  dato 
inperficie  totale  minima. 

63.  Vogliansi  determinare  i  valori  ce,  p,  z  che  rendono 
{x,y,z)  costante  e  v  =  ^{x,y,z)  massima  o  minima. 
ì  questione  si  riduce  alla  precedente;  invero,  supposto  e 
ite,  si  avrà  a  rendere  costante  la  u,  funzione  delle  va- 
.  00  e  y,  e  a,  rendere  massima  o  minima  la  v,  funzione 
stesse  due  variabili  Danqne  le  derivate  parziali  di  u 
itte  rispetto  ad  a:  e  ad  ^  sono  proporzionali  Suppo- 
invece  y  costante,  si  dedurrà  la  proporzionalità  delle 
ite  parziali  fatte  rispetto  a  a;  e  a  ì;  ;  quindi  : 
alori  di  x,  y,  z  che  rendono  costante  m,  e  massimo  o 
10  V,  rendono  le  derivate  parziali  di  u  rispetto  a  x, 
roporzionali  alle  corrispondenti  di  v. 
mipio.  —  Vogliasi  il  parallelepipedo  rettangolo  di  sa- 
ie totale  S  data  e  di  volume  V  massimo.  Betti  x,  y,  z, 
igoli,  sarà 

^■=2{xy  -^xz  -t-yz)        ,        \  =  xyz, 

)ilendo  la  proporzionalità  delle  derivate  parziali  di  S 
,  trova 


L 
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a?  =  y  =  ^, 

ossia  il  parallelepipedo  richiesto  è  il  cabo. 

Si  possono  trattare  questioni  analoghe  per  sistemi  di 
equazioni.  Così  se  voglionsi  determinare  le  tre  variabili 
x^y^z  in  guisa  che  rendendo  costanti  due  loro  funzioni  u 
e  t;,  rendano  massima  o  minima  una  terza  funzione  w,  dovrà 
il  determinante  formato  colle  derivate  parziali  di  e^,  t;  e  xo 
essere  eguale  a  zero. 

§  8ft8.  Può  servire  alcune  volte  il  seguente  criterio  : 
Se  u=^  f{x,  y)  è  funzione  delle  due  variàbili  reali  co  e  y, 
e  sey  corrispondentemente  ad  una  coppia  (xoyo)  di  valori 

di  queste  variabili  si  ^^  ^=T"  =  0,  se  il  determinante 

formato  colle  derivate  seconde  -r-^  j-g  —  (  ,    ,   j  è  positivo ^ 

allora,  se  -5—,  è  positivo,  si  può  determinare  un  intorno  di 

{xo,  yo)  in  guisa  che  f{xo,  yo)  sia  il  minimo   dei  valori  di 

fi^^y)  i^  quelV intorno  ;  e  se  -r-g  è  negativo  ^  f{^o,yo)  è  il 

massimo  dei  valori  di  f(x,  y)  in  quell'intorno. 

Infatti,  dati  ad  a?  e  y  i  valori  Xo  -h  A,  yo  -4-  k,  si  sviluppi 
f{xo  -»-  A,  yo  -*-  k)  colla  formula  di  Taylor.  Osservando  che 
le  derivate  prime  sono  nulle,  ed  arrestandoci  alle  derivate 
seconde  si  avrà 

f{oOo  +  kyo  -^  ft)  =  fia-o,  yo)  ^  l  [AA«  +  2Bhk  +  Ck^l 
ove  A,  B,  C  stanno  per  indicare  le  derivate   seconde  -r-g, 

/^S^/        d^2^ 

,    ,   ,  T-g  corrispondenti  a  valori   di    x^y    della    forma 

Xo  -♦■  6/?',  yo  -*-  6A;.  Siano  Ao,  Bo,  Co  i  valori  di  queste  derivate 
corrispondenti  ai  valori  Xo  e  yo  delle  variabili;  A,B  e  C 
avranno  per  limiti  Ao  Bo  Co  col  tendere  di  A  e  A;  a  0  (sup- 
poniamo sempre  le  continuità  delle  derivate).  Ora  poiché 


^  non  è  nullo,  sì  potrii  determinare  un  intorno  di 

ÌD  guisa  che  in  esso  À  sia  pare  diverso  da  0;  ai- 
formula  precedente  si  può  scrivere 

h  per  ipotesi  AoCo  —  Bo'  >  0,  si  deduce  che  in  nn 
tnte  intorno  di  (xoyo)  sarà  pure  AC  —  B*  >  0;  al- 
quantità  entro  parentesi,  che  è  la  somma  di  due 
.  positive,  è  positiva,  e  si  annulla  solo  quando  hek 
lendue  nulle.  Dunque,  se  A  >  0,  si  avrà 

f{cOo  -V  fe,  yo  H-  k)>f{oso,lfo), 

'(cco,  ya)  è  il  minimo  dei  valori  della  funzione  f  in 
orno;  se  invece  A<0,  sarà  fixo^yò)  il  massimo 
ri  della  funzione. 

Piano  tangente  ad  una  superficie. 

.  Ahbiansi  due  superfìcie  »  e  ^,  aventi  un  ponto 
P.  Dicesi  che  la  superficie  a  ha  un  contatto  d'or- 
colla  ^,  se  la  distanza  di  na  punto  Pi  qualunque 
perfide  p  dalla  superficie  «  è  infinitesima  di  ordine 
e  all'n*,  essendo  la  distanza  PPi  assunta  come  m- 
10  principalfe 

i  piano  tangente  ad  una  superfìcie  in  un  suo  punto  P 
avente  ivi  colla  superficie  un  contatto  di  prim'or- 
lìndi,  detto  Fi  un  secondo  punto  della  superficie,  e 
sua  distanza  dal  piano  %  che  si  afferma  e^ere  tan- 
lovrà  essere  limPiQ/PPi  =  0,  ove  Pi  tenda  a  P. 
3/PPi  è  il  seno  dell'angolo  che  la  retta  PPi  fa  col 
;  quindi,  dire  che  il  piano  n  è  tangente  alla  super- 
P,  equivale  a  dire  che  l'angolo  che  la  conginngente  P 
altro  punto  Pi  della  superfìcie  fa  col  piano  n.  tende 
tendere  di  Pi  a  P. 
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§  365.  La  posizione  d^un  punto  P  nello  spazio  sia  fun- 
zione continua  di  due  numeri  a?  e  y.  Variando  questi,  il 
punto  P  descrive  una  superficie.  I  due  numeri  x  e  y  ài- 
consi  le  coordinate  dal  punto  P  sulla  superfìcie.  Se  si  sup- 
pone <c  fisso  ed  y  variabile,  il  punto  P  descrive  una  linea 
che  dicesi  linea  coordinata.  Variando  x  si  ha  così  un  primo 
sistema  di  linee  coordinate  tracciate  sulla  superficie.  Se  in- 
vece si  suppone  y  fisso  ed  x  variabile,  il  punto  P  descrive 
un'altra  linea  coordinata,  e  si  ottiene  così  un  secondo  si- 
stema di  linee  coordinate.  Ogni  punto  della  superficie  è  la 
intersezione  d'una  linea  coordinata  del  primo  sistema  con 
una  linea  del  secondo. 

Così,  se  P  =  0  -♦-  a?I  -H  yj,  ove  0  è  un  punto,  I  e  J  sono 
vettori  non  paralleli,  variando  oc  e  y,  il  punto  P  descrive 
la  superficie  piana  0 IJ.  Se  I  e  J  sono  in  grandezza  eguali 
all'unità  di  misura,  le  coordinate  sono  cartesiane;  le  linee 
coordinate  sono  le  rette  parallele  agli  assi  cartesiani  01 
e  OJ. 

Se  P  =  0  -*-  071  -♦-  yj  -♦-  xyK,  ove  i  vettori  IJK  non  sono 
complanari,  col  variare  ài  co  e  y,  il  punto  descrive  un  pa- 
raboloide iperbolico.  Supposto  x  fisso  ed  y  variabile,  il 
punto  P  =  (0  -«-  a;I)  H-  y  (J  •+•  xK)  descrive  la  retta  passante 
pel  punto  0  ■+•  irl,  e  parallela  al  vettore  J  -*-  a^K  ;  quindi  le 
linee  coordinate  del  primo  sistema  sono  tante  rette  incon- 
tranti la  retta  01  e  parallele  al  piano  JE.  Analogamente 
le  linee  coordinate  del  secondo  sistema  sono  rette  incon- 
tranti OJ  e  parallele  ad  IK. 

Teorema.  —  Il  piano  tangente  dia  superficie  descritta  dal 

dPdP 
punto  P,  funzione  delle  due  variabili  xey^è  il  piano  P  ,    ,  , 

cioè  il  piano  che  passa  per  P  e  che  contiene  le  due  deri- 
vate parziali  del  punto  P  rispetto  alle  variabili  x  e  y.  Si 
suppone  l'esistenza  e  continuità  di  queste  derivate^  e  che 
non  siano  parallele. 

Infatti,  dati  a  a;  e  i/  gli  incrementi  fe  e  fc,  e  detta  Pi  la 
nuova  posizione  di  P,  si  avrà  : 


dP ,      dP , 


iTe  >■  è  un  rettore  infinitesimo  d'ordine  superiore  al  primo. 
li  proietti  il  vettore  Pi  —  P  sulla  normale  al  piano  Ptz.-t^ 
[oesta  proiezione  sarà  la  distanza  di  Pi  dal  piano  consì- 
lerato;  ora  poiché  le  proiezioni  ^^  s*  *  iF  ^°  quella  nor- 
aale  sono  nulle,  si  avrà: 

distanza  di  Pi  dal  piano  P  j~  "3~  ~  P™'^^  ^ 

Ora  poiché  X  è  infinitesimo  d'ordine  superiore  al  primo, 
Itrettanto  avverrà  della  sua  proiezione,  ossìa  della  distanza 
[el  punto  P|  dal  piano  considerato.  Danqne  effettivamente 
[uesto  piano  é  il  piano  tangente. 

§  866.  Esempio.  —  Dicesi  superficie  rigata  il  luogo  delle 
afìnite  posizioni  d'una  retta  mobile. 

Determineremo  una  retta  mediante  un  suo  punto  A,  ed 

in  vettore  Y  parallelo  ad  essa.  Ogni  punto  P  della  retta 

i  pnò  mettere   sotto  la  forma  P  =  A  -•-  «V,  ove  «  è  mi 

inmero.  Se  ora  supponiamo  A  e  V  funzioni  di  una  varia- 

lile  numerica  f,  la  retta  AV  descrive  una  superficie  rigata, 

d  il  punto  P=A-t-tóV,  col  variare  di  t  ed  u,  descrive 

'intera  superficie.  Se  (  è  fisso  ed  u  variabile,  P  descrive 

ina  generatrice  della  rigata.  Per  determinare  il  piano  tan- 

;ente  in  un  ponto  P  di  questa  generatrice  basta  calcolarsi 

IP     dP         dP      ,,  dP     dA        dV 
rr  e  5—;  ora  j-  =  V,  xr'^        "  "' 
It      du'         d»        '  at 

angente  cercato  é  il  piano  che  contiene  la  generatrice  pas- 

dP 


lante  per  P  ed  il  vettore 
Se  A  é  fisso,  la  rigata  è  una  superficie  conica;  it  piano 


di' 
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dV 

tangente  in  un  suo  punto  conterrà  i  vettori  V  e  -tt  ,  quindi 

esso  non  varia  col  variare  del  punto  P  sulla  generatrice. 

Se  A  è  variabile  e  V  fisso,  la  superficie  è  cilindrica;  il 

dA 
piano  tangente  in  un  suo  punto  conterrà  i  vettori  V  e  -tt? 

quindi  esso  è  tangente  alla  superficie  lungo  tutta  la  gene- 
ratrice. Lo  stesso  avviene  se  V,  -^r-  e  -tt-  sono  complanari. 

Esclusi   questi  casi  particolari,  variando  u^  il  punto  P 

dP 
descrive  la  generatrice;  e  poiché  P  e  -rr  sono  funzioni  di 

primo  grado  in  Uj  la  panteggiata  descritta  da  P   è  omo- 

dP 
grafica  al  fascio  descritto  da  -^;  quindi  il  piano  tangente 

descrive  un  fascio  omografico  alla  punteggiata  descritta 
da  P. 

Alcune  volte  una  rigata  si  determina  mediante  tre  linee 
tracciate  su  di  essa.  Siano  Ii,k,ìz  le  tre  linee;  per  co- 
strurre  la  rigata,  prendiamo  su  h  il  punto  Pi,  e  proiet- 
tiamo da  Pi  la  linea  k;  avremo  una  superficie  conica.  Poi 
da  Pi  proiettiamo  la  linea  k  ;  avremo  un'altra  superficie 
conica,  che  incontrerà  la  prima  secondo  generatrici,  che 
sono  rette  della  rigata.  Variando  Pi  sulla  A,  avremo  infi- 
nite generatrici. 

Prendiamo  un  punto  P  qualunque  su  di  una  genera- 
trice r,  e  diciamo  Pi,  P2,  Ps  i  punti  in  cui  essa  incontra  le 
tre  linee  date  ;  per  avere  il  piano  tangente  in  P,  basta  co- 
strurre  i  piani  tangenti  alla  superficie  in  Pi,  P2,  P3,  che 
sono  i  piani  passanti  per  ìa  generatrice  e  contenenti  rispet- 
tivamente le  tangenti  ad  h,ì%,hy  nei  punti  Pi,  P2,  P3;  detti 
nij  7C2, 7C3  questi  piani,  e  tc  il  piano  tangente  incognito  in  P, 
avremo  : 

(7Ui7^2lU3^)=(PlP2P3P), 

e  dalla  geometria  proiettiva  si  sa  costrurre  il  piano  n. 

P  -^  Ai^i${  Infinitesimaìe,  —  TOL.  u.-  12. 
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§  367.  Le  variabili  x  e  y  A&  cai  dipende  la  posizione 
;1  punto  P  che  descrive  la  superficie  possono  essere  due 
•ordinate  cartesiane  del  punto  P.  La  terza  z  sarà  ana 
nzione  di  esse,  e  la  superficie  sarà  determinata  da  una 
{uazione  della  forma 

Il  punto  P  avrà  per  espressione 

T  =  0-i-xl-t-y3  ■*■  zK, 
derivando,  supponendo  che  z  stia  per  f(x,  y),  sì  avrà 

da;  ax    '         dy  Ay 

Il  piano  tangente  è  quello  che  contiene  questi  due  vettori. 
Dire  che  il  punto  (X,  Y,  Z)  sta  sui  piano  tangente,  vuol 
re  che  il  vettore  (X -a;)I  + {Y  — y)J -i- (Z  — ^)K  è 
iraplanare  coi  due  vettori  precedenti;  quindi  l'equazione 
;1  piano  tangente  è 

La  z  potrebbe  essere  funzione  implicita  di  x  ed  y,  cioè 
gata  ad  esse  mediante  un'equazione 

F(cc,t,,^)=0. 

Supposto  che  questa  equazione  determini  effettivamente 

s  in  funzione  di  a;  ed  y,  e  supposto  ancora  -r-  non  nulla, 

avranno,  per  determinare  -r-  e  t-  ,  le  equazioni 

^^.^^  =  0        e    ^  +  ^:^  =  o- 
da:       Az  da;        '  dy      Az  Ay        ' 

iminando,  fra  queste  due   equazioni  e  quella  del  piano 
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tangente,  -p  e  -p,  il  che  si  ottiene  aggiungendo  all'equa- 
zione del  piano  tangente  queste  due  moltiplicate  per  X  —  x 
e  Y  —  y,  si  ha 

che  è  l'equazione  del  piano  tangente  alla  superficie;  in 
questa  equazione  non  compaiono  che  le  derivate  parziali 
di  F  rispetto  alle  tre  variabili  a?,y,^. 

§  368.  Esempio.  —  Sia  la  superficie  di  equazione 

Posto 
si  ha 


--XZ, 

àf 

l  ^^' 

sostitaendo 

si  ha 

yz^  H- 

xzY  -^ 

xyZ  : 

=  Zxyz, 

che  è  l'equazione  del  piano  tangente  alla  superficie  data. 
Se  A,  B,  C  sono  i  punti  in  cui  questo  piano  incontra  i 
tre  assi  Oo?,  Oy ,  0^,  si  ha  : 

0A  =  3a?,        0B  =  3y,        OC  =  3^, 

ossia, 

A  =  0-4-3a?I, 
B  =  0-^3yJ, 
C  =  0-4-3^K. 

Sommando  queste  tre  ultime  equazioni  e  dividendo  per  3^ 
si  ha 

5 =  0  -^  a;I  -H  yj  -♦-  ;?K, 


1  baricentro  dei  tre  punti  A,  B,  C  coincide  col   ponto 

atatto. 

rolume  del  tetraedro  OABC  vale 

I .  I  OA  .  OB .  OG  =  g  27  xy^  =  I  a^^  =  I  a^ 

ta  valor  costante 

noti  l'analogia  della  superficie  considerata  coll'iperbole 

a  agli  assintoti,  xy^a^. 


Parametro  differemìale. 

i9.  Sia  F  un  punto  di  coordinate  cartesiane  ortogo- 
',y,Zj  e  sia  u  un  numero  funzione  di  OB,y,z,  avente 
irate  parziali  di  primo  ordine  continue.  Sarà  u  od 
0  funzione  della  posizione  di  P. 
imasi  parametro  differenziale  (di  primo  ordine)  di  «, 
idica  con  v«,  il  vettore 

du  T      du  ,      du  ■,, 
*        dflc        Ay         à,z    ' 

per  coordinate  le  derivate  parziali  della  funzione  tt 
0  a  x,y,z. 

niì  importanti  regde  per  trovare  il  parametro  diSé- 
e  d'una  funzione  geometrica  sono  : 
er  èia  distanza  del  punto  variabile  P  al  punto  fisso  A, 

p j^ 

to  r  >  0,   si  ha  ^r  = ,  ossia  yr  è  un  vd- 

reito  da  A  a  V,  ed  eguale  in  grandezza  all'unità  di 

i. 

tu,  posto 

^  0  ■*■  xl -t- yJ  •*- zK,  e  A  ~  0 -h  al  ■*- bJ  •*-  cK, 
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sarà         v''  =  V  V(«?  —  «)^  ■+-  (2/  —  ^)'  -^-i^-  cf  = 

*; — ttj     y  —  h  j      z  —  c^ P  — A 

r  r  r  r 

Se  r  =  0,  non  esiste  il  parametro  differenziale. 

2).  Se  r  ola  distanza  del  punto  variàbile  P  ad  una  retta 
fissa  Py  0  ad  un  piano  fisso  it,  v''  ^  ^^^  vettore  normale  alla 
retta  o  al  piano,  diretto  verso  il  punto  P,  ed  eguale  in  gran- 
dezza  alVunità  di  misura. 

Infatti,  sia  r  la  distanza  di  P  dalla  retta  p;  si  conduca 
per  nn  panto  0  di  ;>  il  piano  n  perpendicolare  alla  retta  p; 
si  proietti  P  sai  piano  tc  in  Q.  La  distanza  del  punto  P 
dalla  retta  p  è  eguale  alla  distanza  del  punto  Q  dal  punto  0  ; 
quindi  il  suo  paràmetro  differenziale  sarà  un  vettore  diretto  da 
O  a  Q,  0,  ciò  che  fa  lo  stesso,  è  un  vettore  diretto  normal- 
mente alla  retta  p,  nel  verso  dì  p  a  P,  e  di  lunghezza  l'unità. 

Sia  r  la  distanza  del  punto  P  dal  piano  n.  Conducasi  in 
un  punto  0  di  it  la  retta  p  perpendicolare  a  u;  e  si  pro- 
ietti P  su  2)  in  R;  la  distanza  di  P  da  tc  coincide  colla  di- 
stanza di  R  da  0,  il  cui  parametro  differenziale  già  è  noto, 

3).  kSè  u=^f{uijU2j...Un)y  ove  u\,u^,,..Un  sono  numeri 
funzioni  deUa  posizione  di  P,  si  ha 

àf  df  Af 

V^  =  d^V^^-*-d4v^-*---^dÌV^'^- 

Infatti  si  ha  :3—  =  t^  t^  -*-•••"+"  j     t^  »    e    analoga- 

ax      aui  dx  d?/„  da?  ^ 

Au     Ó.U 

mente  per  j-  e  ^  .  Sostituendo  nella  definizione  di  v^;  si 

ha  la  formula  a  dimostrarsi. 
In  conseguenza  si  ha 

V(wi  ■*-  U2)  =  v^i  "*"  V^;  V^i  ^2  =  u\  v«2  ■♦-  W2  ^u\ ,  ecc. 

Così  si  è  in  caso  di  trovare  il  parametro  differenziale  dì 
una  funzione  analitica  qualunque  delle  distanze  del  punto  P 
da  punti,  rette  e  piani  fissi. 


§  870.  Jj'iDtroduzioDe  del  parametro  differenziale  permette 
li  Bnniiciare  sotto  forma  semplice  le  proposizioni  di  Analisi 
compaiono  le  derivate  dì  ». 
la  proposizione  del  §  360,  che  se  per  ana  tema  di 
di  X,  y,  z  la  funzione  u  diventa  massima  o  minima, 
derivate  parziali  di  primo  ordine  si  annullano,  in- 
,0  il  VM,  diventa: 

ema.  —  Se  u,  per  una  posizione  di  P,  è  massima 
ma,  sarà  \u  :=  0. 

cma.  —  Il  parametro  lìifferenziale  di  «  è  diretto  sc- 
ìa normale  alla  superficie  per  cui  u  è  costante. 
'.ti,  l'equazione  del  piano  tangente  alla  superficie  con- 

,     dM,-„-  ,  dw   ,,-  .  àzt    ,rr  ,  „        1 

aè  jj(X--x)-K  5^(1-8-)  + jj(Z-.)- 0,  1. 

aprirne  appunto  la  condizione  d'ortogonalità  del  pa- 
0  differenziale  con  ogni  vettore  di  coordinate  X  —  ce, 
Z  —  z,  giacente  nel  piano  tangente. 
logo  dei  punti  per  cui  n  è  costante,  dicesi  alcone 
ufperfìcie  di  livello;  quindi  il  ^n  è  normale  alla  sn- 
ì  di  livello  passante  pel  punto  considerato.  Nel  piano, 
0  dei  punti  per  cui  u  è  costante,  dicesi  una  linea  di 


1.  Esempi.  —  1).  Siano  in  un  piano  due  punti  fissi  F 
il  luogo  dei  punti  P  che  soddisfano  all'equazione 

PF  -f-PF'=  costante 

ellisse  di  cui  F  ed  F'  sono  i  fuochi;  si  vuol  costrurre 
male  alla  curva  in  un  suo  punto. 
:er^  costrurre  il  parametro  differenziale  del  Damerò 
PF';  perciò  osservo  che  si  ha 

V(PF  +  PF')  =  vPF  -H  vPF'; 
parametro  differenziale  di  PF  è  un  vettore  diretto 
l'orso  P  ed  eguale  in  grandezza  all'unità,  e  sia  M  —  P 
vettore;  analogamente,  il  parametro  difiereoziale  di 


Fig.  84. 
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PF'  è  un  vettore  diretto  da  F'  verso  P  ed  eguale  in  gran- 
dezza all'unità,  e  sia  M'  —  P  questo  vettore  ;  la  risultante 
N  —  P  dei  due  vettori  così  costruiti  è 
il  parametro   differenziale    del    numero 
PF  -4-  PF',  e  questo  parametro  ha  la  di- 
rezione della  normale  cercata. 

Osservando    che    il    parallelogrammo 
PMNM'  è  un  rombo^  si  deduce   che  la  ^ 
normale  alla  curva  in  P  è  la   bisettrice 
interna  dell'angolo  dei  raggi  focali. 

2).  Il  luogo  dei  punti  P  per  cui  è  costante  la  differenza 
delle  distanze  da  due  punti  fissi  F  ed  F'  è  una  iperbole,  di 
cui  F  ed  F'  sono  i  fuochi. 

Ragionando  in  modo  analogo  all'esempio  precedente,  sì 
trova  che  la  normale  all'iperbole  in  un  suo  punto  è  la  bi- 
settrice esterna  dell'angolo  dei  raggi  focali. 

Si  deduce  che  un'ellisse  ed  un'iperbole,  omofocali,  s'in- 
contrano ad  angolo  retto. 

3).  Il  luogo  dei  punti  P  per  cui  ò  costante  la  somma  delle  di- 
stanze di  P  da  due  punti  fissi  F  ed  F',  moltiplicate  rispettiva- 
mente pei  numeri  7n  edn^è  una  curva  delta  ovale  di  Cartesio. 

Per  avere  la  normale  alla  curva  in  un  suo  punto,  basta 
costrurre  il  parametro  differenziale  v  («^  PF  -h  n  PF'),  perciò 
basterà  portare  da  P  sulla  retta  PF  il  vettore  P  —  M  di 
lunghezza  m,  e  sulla  retta  PF'  il  vettore  P — M'  di  lun- 
ghezza 71,  la  somma  P  —  N  dei  due  vettori  così  costruiti 
ha  la  direzione  della  normale  cercata. 

Detti  i  ed  i'  gli  angoli 
FPN  ed  NPF'  =  MNP 
che  i  raggi  FP  e  PF'  fanno 
colla  normale  PN  alla 
curva,  dal  triangolo  MNP 
Fig.  85.  SI  ha  : 


sen  i  _  MN  _  PM'  _  m 
seni'  ""  PxM  ~  PM  "~  n 


r     J^,,\ 
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quindi,  se  si  immagina  che  l'ovale  di  Cartesio  sia  la  linea 
di  separazione  di  dae  mezzi  trasparenti,  il  cai  indice  di  ri- 

frazione  relativo  sia  -,  e  che  raggi  luminosi  partenti  da  F 

vengano  a  rifrangersi  sulla  curva,  in  virtù  d'una  legge  fisica 
pure  attribuita  a  Cartesio,  i  raggi  rifratti,  od  i  loro  pro- 
lungamenti, vengono  tutti  a  passare  per  F'. 

4).  Il  luogo  dei  punti  P  per  cui  è  costante  il  prodotto 
delle  distanze  da  due  punti  fissi  F  ed  F'  è  una  curva  detta 
ovale  di  Cassini. 

La  curva  è  simmetrica  rispetto  alla  retta  FF';  se  0  è  il 
punto  di  mezzo  del  segmento  FF',  la  perpendicolare  in  0 
alla  retta  FF'  è  pure  un  asse  di  simmetria;  quindi,  la  curva 
ha  anche  un  centro  di  simmetria,  che  è  il  punto  d'incontro 
dei  due  assi  di  simmetria  suddetti.  Attribuendo  alla  costante 
vari  valori,  la  curva  assume  varie  forme. 

Trattasi  di   costrurre   la   normale 
JP  alla  curva  in  un  suo  punto  P.  Dette 

r  ed  /  le  distanze  di  P  da  F  ed  F', 
si  ha: 

yr/  =  /y  r  -4-  r^r] 
ì  due  vettori  del  secondo  membro  si 
ottengono  portando  da  P  nella  dire- 
zione di  r  un  vettore  P  —  M  di  lun- 
ghezza /,  e  nella  direzione  di  /  un 
vettore  P  —  M'  di  lunghezza  r;  la  loro 
somma  P  —  N  è  la  normale  cercata. 
5).  Il  luogo  dei  punti  P  per  cui  è  costante  il  rapporto 
delle  distanze  di  P  da  due  punti  fissi  F  ed  F'  è  una  dr- 
conferenza.  La  geometria  elementare  c'insegna  a  costruirla. 
La  retta  che  unisce  un  punto  qualunque  P  della  circonfe- 
renza col  suo  centro  è  la  normale  alla  circonferenza  in  P. 
6).  Il  luogo  dei  punti  P  per  cui  è  costante  la  somma 
delle  distanze  da  due  rette  fisse  dello  spazio,  le  quali  non 
slncontrano,  è  una  certa  superficie.  Trattasi  di  costrurre  la 
normale  a  questa  superficie  in  un  suo  punto  P. 


JAdL 


—  iss- 
Se  r  ed  /  sono  le  dette  distanze,  avremo  : 

V(r-#-r')=vr  +  v'^; 

i  due  vettori  v^  ©  V^  sono  in  valore  assoluto  eguali  al- 
Tunità,  normali  alle  rette  date  e  diretti  verso  P;  la  loro 
somma,  e  quindi  la  normale  cercata,  avrà  la  direzione 
della  bisettrice  dell'angolo  delle  perpendicolari  abbassate 
da  P  alle  due  rette, 

§  872.  Daremo  alcuni  esempi  per  applicare  il  parametro 
dififerenziale  alla  ricerca  di  massimi  e  minimi. 

1).  Siano  nel  piano  tre  punti  A,  B,  C;  vogliamo  trovare 
quel  punto  del  piano,  per  cui  è  minima  la  somma  delle 
distanze  dai  tre  punti  dati. 

È  chiaro  che  questo  minimo  esiste.  Se  P  è  il  punto  a 
cui  esso  corrisponde,  dette  r,/,  r"  le  sue  distanze  da  A, 
B,C,  dovrà  essere,  pel  teorema  del  §  370, 

ossia,  il  punto  P  dovrà  essere  in  equilibrio  50tto  l'azione 
di  tre  forze  eguali  e  dirette  ai  punti  dati.  Ora,  affinchè  sia 
nulla  la  somma  dei  tre  vettori  v^^V^'iV^'?  è  necessario 
che  le  rette  PA,  PB,  PC  facciano  a  due  a  due  angoli  di  120^ 
Quindi,  per  avere  il  punto  P,  si  descrive  su  AB  un  arco  di 
cerchio  capace  dell'angolo  di  120^,  e .  su  AC  un  arco  di 
cerchio  pure  capace  dell'angolo  di  120»;  questi  due  archi 
si  incontreranno  in  un  punto  P,  che  è  il  cercato. 

Questa  costruzione  è  in  difetto  se  un  angolo  del  triangolo 
è  maggiore  di  120^,  perchè  in  tal  caso  i  due  archi  descritti 
non  si  incontrano  più.  Il  vertice  dell'angolo  è  allora  il  punto 
a  cui  corrisponde  il  minimo. 

2).  Siano  dati  in  un  piano  n  punti  Ai ...  A»;  si  vuol  de- 
terminare il  punto  del  piano  per  cui  è  minima  la  somma  dei 
quadrati  delle  distanze  dagli  n  punti. 

Detti,  P  il  punto  cercato,  n,  n ...  r„  le  distanze  di  P  dai 
punti  dati,  vogliamo  che 

n*  H-  r2*  H- ...  -H  Tf?  =  minimo  ; 


dovrà  perciò  essere 

V(n'  -*•  r^  -*- ...  •*-  rn*)  = 
=  2ri  vn  +  2rtr;rì-i- ...  H-  2r„v''"  =  0; 
ora, 

P  — Al  P  — As 

vn  =  -^,    v'-.=^— -, 

onde,  sostituendo  nell'ultima  eguaglianza,  avremo  per  con- 
dizione del  minimo  : 

(P  —  Al)  -H  (P  —  A*)  -è-  ...  +  (P  —  An)  =  0, 


la  quale  dice  che  il  punto  P  cercato  è  il  baricentro  dei 
punti  dati. 

§  373.  Sia  ti  un  numero  funzione  della  posizione  del 
punto  P;  sia  polla  posizione  di  P  funzione  della  variabile 
numerica  t.  Allora  u  sarà  funzione  di  t,  e  la  formula  : 

dw^dwd^  dM  d^     ^  d£ 

d(  ""da;  At  Ay  At       d?  d( 
diventa 

dw  IdP 

di=^«|dr- 

Variando  t,  il  pnnto  P  descrive  una  linea;  e  se  corrispon- 
dentemente ad  un  punto  di  questa  linea  la  funzione  u  di- 
venta massima  o  minima,  dovrà  essere  :r-.  =  0,  ossia  i  due 
'  Ai       ' 

dP 
vettori  ^M  e  -r-,  debbono  essere  perpendicolari.   Quindi: 

se  per  una  posizione  del  punto  P  su  di  una  linea  data,  la 
funsione  u  diventa  massima  o  minima,  il  suo  parametro 
differenziale  sarà  normale  alla  linea  nel  punto  considerato. 


Analogamente  si  dednce  che  se  per  una  posisione  di 
su  di  una  super^cie  data,  la  funzione  «  diventa  massimt 
minima,  il  yu  sarà  in  quel  punto  normde  alla  superfìci 

Cosi,  data  una  linea  /,  e  due  punti  A  e  B,  se  si  tu 
determinare  il  ponto  della  linea  per  cui  la  somma  de 
distanze  dai  dne  pauti  dati  A  e  B  è  massima  o  minìn 
applicando  la  regola  precedente,  si  dedurrà  che  nel  pui 
cercato  P  la  bisettrice  dell'angolo  APB  è  normale  alla  lii 
data;  e  cosi  il  problema  proposto,  di  massimo  o  minii 
resta  ridotto  ad  un  problema  di  geometria  iìnita,  di  det 
minare  cioè  i  punti  P  della  liaea  l  in  cai  la  bisettrice  d 
l'angolo  APB  sia  normale  alla  linea. 


Inviluppi. 

§  374.  Avremo  a  considerare  delle  linee,  o  superficie 
riabili  e  i  loro  limiti.  Dicesi  limite  di  una  fiijura  var 
hUe  F  il  luoi/o  dei  punti  le  cui  distame  dalla  fir,urc 
hanno  lo  zero  fra  i  valori  limiti. 

Teorema  I.  —  Essendo  F{t)  la  superficie   variàbile  d 

n'da  dall'equazione  f{x,  y,  z,  t)  —  0,  allora,  col  tendere  e 

a  io,  ogni  punto  della  figura  limite  di   F{t)  apparitene  i 

F(/o);  viceversa   o^ni  punto  delta  figura  F{to)  apparti 

alta  figura  limite  di  F(()  se,   corrispondentemente  ad  e 

,,      ,        ,  àf    Af    Af 

non  sono  nulle  ad  un  tempo  ,— ,  -j-,  -j—  ■ 

Infatti,  sia  Po  un  punto  della  figura  limite  di  F(0,  e  sii 
rcoj^o,  ^0  le  sue  coordinate.  Allora  la  distanza  del  punto 
dalla  figura  F  avrà  per  limite  zero;  quindi  anche  la 
stanza  di  Po  da  qualche  punto  P  di  F  avrà  per  limite  zi 
ossia  il  punto  P  di  F  tende  a  Po-  Siano  x,y,z  le  cooi 
nate  di  questo  punto.  Poiché  esso  appartiene  alta  figuri 
sarà  fischi/, zj)  =  0.  Facciasi  tendere  (  a  to;  a;,  y,  ^tend 
a  asoi  J/oi  ^0  e  A^.  y«  ■^j  0  tende  a  fixo,  yo,  zo,  /o)  ;  nia  sicc( 


'^ 
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ficOjtfj^yt)  è  sempre  nallo,  sarà  anche  il  suo  limite 

ossia  il  panto  Po  appartiene  appunto  alla  figura  F(fo). 
Viceversa,  se  Po  è  un  punto  di  F(fo),  cioè  se  fipo^yo^ah)  =0» 

e  se  una  delle  derivate  di  f  rispetto  ad  a?,  y,  z^  p.  e.  -J-  non 

è  nulla,  allora  Tequazione  f((ìO,ycj^o,t)=0  fra  le  due  va- 
riabili X  e  t,  che  è  soddisfatta  da  a)  =  ah  e  f  =  foj  deter- 
mina oc  quale  funzione  continua  di  t,  che  per  t  =  to  assume 
il  valore  oCq,  Quindi  il  punto  P  di  coordinate  x^y^^z^  ap- 
partiene alla  figura  F(<),  perchè  le  sue  coordinate  soddi- 
sfano all'equazione  f{x,y,Zjt)  =  0;  inoltre  col  tendere  di< 
a  fo  il  punto  P  tende  a  Pq,  e  la  distanza  PqP  tende  a  zero. 
Ma  la  distanza  di  Po  dalla  F  non  è  maggiore  di  PoP; 
dunque  la  distanza  del  punto  Pq  dalla  figura  F{t)  tende  a 
zero,  e  Po  è  un  punto  del  limite  di  questa  figura  variabile. 
Se  il  punto  Po  appartenesse  alla  F(fo),  ma  per  esso  si 
annullassero  tutte  le  derivate  parziali  di  f  rispetto  alle  sue 
coordinate,  occorrerebbe  uCio  studio  ulteriore  per  ricono- 
scere se  questo  punto  appartenga,  ovvero  non,  alla  figura 
limite  di  F. 
In  modo  analogo  si  dimostrano  queste  proposizioni: 
Teorema  II,  —  Se  la  linea  F  {t)  è  definita  dalle  equazioni 

f(x, y,z,t)=0  e  cp(a;, y , zj)  =  0 

i  punti  della  figura  limite  di  F(t),  ove  t  tenda  a  Ìq,  appar- 
tengono alla  figura  F(fo).  Viceversa  ogni  punto  di  F(to),  pd 
quale  non  siano  nulli  ad  un   tempo  i  determinanti  della 

matrice 

AC    Af    Af 

àx    dy    dz 

dcp    dy     dcp 
d^    dy     di 

appartiene  aita  figura  limite  di  F  {t). 

Teorema  III.  —  Se  il  complesso  di  punti  F  (t)  è  definito 
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dalle  equazioni  f{x^ y^z^t)=^0^  ^{oc,  y,  z,  t) = 0,  ^{x,y, z, t)  =  0, 
col  tendere  di  t  a  to,i  punti  limiti  di  F{t)  appartengono 
ad  F(^o).  Vic^ersa,  ogni  punto  di  F(fo)  è  un  punto  limite 
di  F(0,  se,  corrispondentemente  ad  esso  non  è  nullo  il  de--- 
terminante  formato  colle  derivate  parziali  di  /*,  %  ^  rispetto 
a  x,y,  z. 

§  875.  Inviluppi  di  curve  nel  piano.  —  Sia  F{t)  una  linea 
yariabile  in  un  piano  fisso,  la  quale  dipenda  da  una  varia- 
bile numerica  t  Dati  a  t  due  valori  t  e  t-hh^le  linee  F(t) 
e  F{t  -h  h)  si  possono  incontrare  in  alcuni  punti.  Col  ten- 
dere di  fe  a  zero  questi  punti  si  muovono  sulla  F(t)  e  ten- 
dono in  generale  a  posizioni  limiti,  che  diremo  punti  d'in- 
contro della  linea  considerata  colla  consecutiva,  o  colla  in- 
finitamente prossima.  Su  ogni  linea  del  sistema  possono 
esistere  alcuni  di  tali  punti  ;  il  loro  insieme  forma  un  luogo 
geometrico  che  dicesi  inviluppo  dalle  curve  del  sistema  pro- 
posto; queste  diconsi  inviluppate. 

La  linea  F{t)  sia  data  mediante  un'equazione 

(1)  f{x,y;t)=0 

fra  le  coordinate  cartesiane  x,y  d'un  punto  nel  piano  e  la 
variabile  t.  La  linea  F{t  •+-  h)  sarà  data  dall'equazione 

(2)  f{x,y;t^ìi)==(ì 

ed  i  punti  comuni  alle  due  linee  sono  quelli  le  cui  coordi- 
nate soddisfano  alle  equazioni  (1)  e  (2). 
Ài  sistema  di  queste  due  equazioni  si  possono  sostituire  le 

Facciasi  tendere  h  a  zero;  al  limite  le  equazioni  precer 
denti  diventano 

(3)  f{oo,y;t)  =  0,    ft{x,y;t)  =  0 

e,  per  le  cose  precedentemente  dimostrate,  i  limiti  dei  punti 
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d'incontro  delle  F{t)  e  F{(  -f-  h)  debbono  soddisfare  alle 
equazioni  (3);  viceversa,  se  un  panto  soddisfa  a  queste 
equazioni,  esso  sarà  il  limite  di  qualche  punto  d'incontro 
delle  due  curve  date,  se  per  esso  non  è  nullo  il  determi- 
nante 

Af       Af 
Aw        dy 

dy    dy 

da;d;    d^df 

Supposto  pertanto  A  non  nullo,  le  equazioni  (3)  deter- 
minano in  funzione  di  t  le  coordinate  di  punti  della  linea 
inviluppata  ;  eliminando  t  fra  queste  equazioni,  si  ha  l'equa- 
zione della  linea  cercata. 

§  376.  Una  notevole  proprietà  di  questi  inviluppi  è  la 
seguente.  Se  P  è  un  punto  d'incontro  della  curva  F(0  colla 
sua  consecutiva,  le  tangenti  in  P  a  questa  curva  e  all'iii- 
viluppo,  sotto  certe  condizioni,  coincidono.  Invero,  il  rap- 
porto direttivo  ^  della  tangente  alla  curva  del  sistema 
si  otterrà,  dall'equazione 

'  '  dic       dy  da;        ' 

la  quale  si  ricava  differenziando  la  (1),  considerando  ivi  la  ( 

come  costante,  supposto  però  che  t^  e  j-^  non  siano  ad  nn 

tempo  nulle.  Per  avere  il  rapporto  direttivo  della  tangente 
all'inviluppo,  si  può  risolvere  la  seconda  delle  equazioni  (3) 

rispetto  a  (,  il  che  è   possibile  se   tte  ?0;  poi  sostituire 

questo  valore  di  t  nella  prima  delle  equazioni  (3)  ;  essa  di- 
venta l'equazione  dcll'invilappo. 
La  si  differenzi,  ricordando  che  (  è  funzipne  di  x  ed  y; 


Ma  poiché  -1^  =  0,  in  virtù  delle  (3),  l'equazione  precedeate 
diventa  identica  alla  (a),  perciò  i  rapporti  ■r'  corrispon- 
denti airinviliippante  e  all'invilappata  coincidono,  e  coinci- 
dono pare  le  tangenti  a  queste  curva 

Come  caso  particolare,  se  le  linee  rarìabili  sono  rette, 
esse  saranno  le  tangenti  all'inviluppo. 

Si  è  visto  che  il  centro  di  curvatura  d'una  curva  piana 
è  il  punto  d'incontro  di  due  normali  successive.  Quindi  il 
luogo  di  questi  centri  di  curvatura,  che  si  è  chiamato  la 
evoluta  della  cnrva  data,  non  è  altro  che  l'inviluppo  delle 
sne  normali.  Si  ritrova  cosi  che  le  normali  alla  curva  pro- 
posta sono  le  tangenti  alla  sua  evoluta. 

§  377.  Esempi.  —  I).  Determinare  l'inviluppo  delle  po- 
sizioni di  un  cerchio,  il  cui  centro  descrive  una  retta. 

Prendiamo  due  assi  cartesiani  ortogonali  Oa;,  O^,  di  coi 
l'asse  Occ  sìa  la  retta  descritta  dal  centro  del  cerchio.  Sia  C 
nna  posizione  del  centro,  sia  r  il  raggio  del  cerchio  ;  detta  t 
la  distanza  OC,  l'equazione  del  cerchio  è 

{co  —  ty^-hy^^r^; 

derivando  quest'equazione  rispetto  a  t,  si  ha 

—  2{x  —  t)  =  Q  ossia  a:  =  f  ; 

eliminando  t  tra  l'altima  equazione  e  quella  del  cerchio,  si 
ha  l'equazione  dell'inviluppo,  cioè 

y«  =  t^  ossia  y  =  +  r, 

la  quale  dice  che  l'inviluppo  cercato  è  costituito  da  dne 
rette  parallele  all'asse  Ox,  poste  alle  distanze  r  e  —  r  da 
quest'asse. 


•y'^  TTTTS."^  V*«»TT--' 


;,-i'V»-'    -•  •  ^ 
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2).  Determinare  Vinviluppo  di  una  retta  AB  di  lunghezza 
eostante,  moventesi  in  modo  che  i  smi  due  estremi  scorrano 
su  due  assi  ortogonali  Oco^Oi/. 

Presi  Ojc,  Oy  per  assi  cartesiani,  e  detto  t  l'angolo  che 
la  perpendicolare  abbassata  da  0  sa  AB  fa  coU'asse  Ox, 
se  |)  è  la  lunghezza  di  qaesta  perpendicolare,  l'equazione 
della  retta  AB  è 

xcost  •+-  ysenf  — p  =  0. 
Se  a  è  la  lunghezza  costante  del  segmento  AB,  sarà  : 


OA  =  asenf, 


p=*asentcostj 


e  sostituendo,  l'equazione  della  retta  indefinita  AB  diventa 


(1) 


a?cost  -#-  ysent  —  asenicos^  =  0; 


derivando  rispetto  a  ^,  si  ha 

(2)  —  a;  sen  f  H-  y  cos  «  —  a(cos*i  —  sen*  t)  =  0, 

la  quale  rappresenta  una  retta  normale  alla  (1);  e  passante 


Fig.  37. 


pel  quarto  vertice  C  del  rettangolo   costruito  su  OA,  OB, 
Dalle  equazioni  (1),  (2),  ricavando  a?  e  y,  si  ha: 

a?  =  asen^/,  y  =  acos% 


V 


i«-. 


vrw*#! 


(»' 
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che  danno  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  P  dell'in- 
viluppo in  funzione  di  t. 

Volendo  l'equazione  dell'inviluppo,  basta  eliminare  t  tra 

2 
le  due  ultime  equazioni;  elevandole  alla  potenza  ^  e  som- 
mando, si  ha 

/3C«/3  ^  y2/3  =  ^8/3  ^ 

ossia,  facendo  sparire  gli  irrazionali, 

{x^  -H  /  —  a^f  —  27  a^xh/  =  0, 

che  è  l'equazione  dell'inviluppo  cercato. 

La  curva  rappresentata  da  questa  equazione  dicesi  aste- 
roide; essa  è  simmetrica  rispetto  agii  assi  coordinati,  e 
quindi  rispetto  all'origine;  è  pure  simmetrica  rispetto  alle 
bisettrici  degli  angoli  degli  assi. 

§  878.  Applicando  il  metodo  precedentemente  spiegato 
per  la  ricerca  degli  inviluppi,  possono  presentarsi  alcune 
singolarità  che  esamineremo  brevemente. 

Può  avvenire  che  le  due  equazioni  f{x,  y;t)=*Oe 
r«(^)y;0  =  0,  pel  valore  considerato  di  t  non  abbiano 
alcuna  soluzione  comune;  allora  conchiuderemo  che  non 
esistono  punti  di  intersezione  della  linea  corrispondente  al 
valore  considerato  di  t  colla  successiva.  Questo  può  avve- 
nire 0  perchè  quella  linea  non  è  incontrata  dalle  linee  vi- 
cine, ovvero  perchè,  esistendo  questi  punti  di  intersezione, 
essi  non  tendono  ad  alcun  limite.  Se  ciò  avviene  per  ogni 
valore  di  f,  allora  le  linee  date  non  hanno  inviluppo. 

Può  avvenire  che  le  equazioni  precedenti  f=  0  e  ft=0 
abbiano  una  soluzione,  ma  che,  per  essa,  il  determinante 
denominato  A  sia  nullo.  In  questo  caso  il  punto,  le  cui  coor- 
dinate soddisfanno  a  queste  due  equazioni,  può  alcune  volte 
essere,  ed  altre  volte  non  essere  il  limite  d'un  punto  din- 
contro  della  linea  considerata  del  sistema  con  una  sua  con- 
secutiva. Un  esempio  basterà  a  rischiarare  questo  caso. 

P.  —  Analiai  infiniUtimaU,  —  TOL.  ii.  -  18. 
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equazione  t  (a?,  y)  -•-  f  ^  (a?,  y)  =  0,  ove  f  e  ^  sono  funzioni 
ben  definite  di  co  ed  y.  Differenziandola  rispetto  a  t  si  avrà 
4>(a?,2/)  =  0,  che  congiunta  alla  precedente,  dà  luogo  alle 
due  equazioni  9  (a;,  y)  =  0,  ^  (a?,  «/)  =  0.  Queste  non  conten- 
gono più  la  variabile  t;  le  soluzioni  comuni  sono  indipen- 
denti da  t  I  punti  così  determinati  sono  comuni  a  tutte  le 
curve  del  sistema  (le  quali  curve  formano  un  fascio);  in 
questo  caso  non  ha  più  significato  la  ricerca  se  l'inviluppo 
sia  0  non  tangente  alle  curve  del  sistema. 

§  S79.  Inviluppi  di  superficie.  —  Sia  F(0  una  superficie 
variabile,  la  quale  dipenda  da  un  parametro  t  Dati  a  t 
due  valori  t  e  t  -^  h  le  due  superficie  corrispondenti  si  in- 
contrano in  generale  secondo  una  linea  ;  tendendo  h  a  zero, 
questa  linea  si  muove  sulla  prima  superficie  e  tende  ad  una 
posizione  limite,  che  dicesi  intersezione  della  superficie  F{t) 
colla  consecutiva,  ovvero  la  caraiteristica  della  superficie. 

Su  ogni  superficie  del  sistema  esiste  in  generale  una  di 
queste  linee.  Il  loro  insieme  forma  una  superficie  cui  si  dà 
li  nome  di  inviluppo  delle  superficie  data  Queste  diconsi 
anche  inviluppate  da  quella. 

La  superficie  F{t)  sia  rappresentata  dall'equazione 


(1) 


A^,y,'2';0  =  o 


fra  le  coordinate  cartesiane  xy  z  d'un  punto  e  la  variabile  t. 
L'intersezione  delle  superficie  ¥{t)  e  F{t  -4-  h)  sarà  data  dalle 
equazioni  /"(a?, y , ^ ; <)  =  0  e  /'(a?, y^z;t  'hh)  =  Oj  ovvero 
dalle 


(2)     /'(a;,y,;,;0=0,    fei^^^ 


h) 


h 


Facendo  tendere  h  a  zero,  esse  diventano 


f(x,  y,  z;  0  ^  Q 


-V.' 


:*tA;i 


.Vi 


■    t" 


(3) 


f{x,y,z;t)  =  Q  ,  f\{x,y,z;t)=Q 


e,  per  proposizioni  dimostrate,  la  linea  definita  da  queste 
due  equazioni  sarà  effettivamente  il  limite  della  linea  defi- 


ì 
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cioè  coincidono  le  normali  all'invìlappo  e  all'invilappal 
qaindi  le   dae  superficie  hanno  lo  stesso  piano   tangi 
epperciò  sono  tangenti. 

Consideriamo  tre  superfìcie  del  sistema  dato  corris 
denti  ai  valori  ti,tt,h  del  parametro  t;  esse  in  genera 
incontrano  in  parecchi  punti  le  cui  coordinate  soddìs 
alle  tre  equazioni  : 

quindi,  pel  teorema  di  Rolle,  esistono  due  valori  di  t  ti 
e  U,  ti  e  ti,  per  cui  j(  =  0;  e,  per  lo  stesso  teorema, 
sterà  ancora  un  valore  di  (  compreso  tra  i  precedenti, 

Si  passi  al  limite  facendo  tendere  h,tt,t3  ad  uno  st 
valore  t;  le  tre  prime  equazioni  tendono  ad  f{ir,y,  z  ;t)-- 

le  due  seguenti  che  da  quelle  derivano  tendono  a  -J-  - 


dY_ 


0. 


À  queste  tre  ultime  equazioni  dovranno  soddisfare 
miti  dei  punti  d'incontro  delle  tre  superficie  del  sistt 
cioè  i  puQti  d'incontro  di  tre  superficie  consecutive. 

Esempio.  —  Determinare  rinvUuppo  di  una  sfera  il 
centro  descrive  una  rdta. 

Prendiamo  tre  assi  cartesiani  ortogonali  Oa;,  0^,  0^,  1' 
Oto  sia  la  retta  descritta  dal  centro  della  sfera.  Sia  C 
posizione  del  centro;  sia  r  il  raggio  della  sfera;  detta 
distanza  OC,  l'equazione  della  sfera  è 

(1)  (ic  — 0'-Hy*H-^*  =  r*; 
derivando  qnest'eqnazione  rispetto  a  t,  si  ha 

(2)  2  (flc  —  0  =  0,        ossia        x  =  t; 
quindi  l'intersezione  di  qaella  sfera  colla  consecutiva 
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Si  possono  supporre  x  e  y  funzioni  < 
allora  anche  z,  per  la  relazione  preced 
di  i;  onde,  variando  t,  il  punto  P  desci 
una  curva.  Vogliamo  l'espressione  del 
tura  di  questa  curva  nel  punto  0. 
Eicordiamo  perciò  che 

_         fmod.P^ 
mod.comp.norm.l 
nel  caso  nostro 

p, _dP d^  j.      dy  j^      (^^ 

d(  ~  di         di;         Ucc  dt 

dC"d(«        di»  "^  '*'[Ui»*d(  " 

d£  d«£      /  d^^    dM      d^  dy \  ( 
"*"'dz  di»  "*"  Uy  dir  di  "^  dy'i  Atj  t 

Poniamo  a;  =  y  =  0  nelle  espressioni 
figurano  nelle  formule  precedenti.  Ponf 

(af).-"''  ^itìr"''   (^1== 


/d*^\      /  d*^  \ 
ove  le  scritture    X-;    .  \j — 1-\  ,ecc.ii 

derivate  -r-; ,  -3 — t—  ,  ecc.  corrisponde 
da;*  '    da:  dy  '  *^ 

delle  coordinate ,   e   ricordando   che  ( 

avremo  : 
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Chiamiamo  B  l'angolo  che  la  normale  principale  alla 
curva  in  0  fa  colla  normale  alla  superficie  nello  stesso 
punto,  cioè  coll'asse  Oz;  vale  a  dire  sia  6  il  complemento 
dell'angolo  che  il  piano  osculatore  alla  curva  fa  col  piano 
tangente  alla  superficie.  Dette  P"t  e  P"n  le  componenti  tan- 
genziale e  normale  di  P"  si  ha  P"  =  P"t  -t-  P"n;  moltipli- 
cando per  K,  si  avrà 

P"  I  K  =  F'n  I  K, 

ossia 

P"  I  K  =  mod  P"n  .  cos  e, 

da  cui,  supposto  cos  6  non  nullo, 

modP"n  =  ^. 

cos  9 

Osservando  poi  che 

F'IK  =  e2a^'«  H- 26rry  4- ry'«, 

e  che 

mod  P'  =  VaS^+y», 

sostituendo  nell'espressione  di  p,  avremo 


p=^"-^"^,f^y^""^y  cose. 


Questa  formula  esprime  il  raggio  di  curvatura  della  curva 
in  funzione  di  c/f  e  y\  o  meglio  (essendo  p  funzione  omogenea 
ùì  af  e  y')y  in  funzione  del  loro  rapporto  da  cui  dipende  la 
direzione  della  tangente  alla  curva,  e  dell'angolo  6  che  la 
normale  principale  alla  curva  fa  colla  normale  alla  superficie; 
quindi  esso  è  eguale  al  raggio  di  curvatura  della  sezione 
piana  fatta  nella  superficie  col  piano  osculatore  della  curva. 

In  tal  modo  lo  studio  della  curvatura  delle  infinite  curve 
tracciate  sulla  superficie  resta  ridotto  a  quello  delle  sezioni 
piane  di  essa. 


/ 


<v«aBBaHRhaL  1 
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Detta  t  la  tangente  in  0  alla  curva  considerata,  segando 
la  superficie  col  piano  ^Of ,  per  cui  9  =  0,  e  detto  pi  il  raggia 
di  curvatura  corrispondente,  si  avrà 

onde,  sostituendo  nell'espressione  di  p,  si  ricava 

p  =  p,cose. 

Questa  formula  dovuta  a  Meusnier  dice  che: 
Il  raggio  di  curvatura  d'una   curva  qualunque  segnata 
sulla  superfìcie  è  eguale  a  quello  della  segone  fatta  con  un 
piano  normale  alla  superficie  e  passante  per  la  tangente 
alla  curva,  proiettato  sul  piano  osculatore  della  curva. 

§  881.  Dicasi  a  l'angolo  xOt  ;  le  quantità  af  ey'  sono  pro- 
porzionali a  cosa  e  a  sena;  quindi,  nell'espressione  della 
curvatura  della  sezione  normale  sostituendo  a  a/  e  ^Me 
quantità  loro  proporzionali,  si  avrà  : 

-  ==  acos'a  -f-  26  sena  cosa  -h  esenta, 
pi 

Variando  a,  e  quindi  il  piano  normale  zOt,  varia  la  cur- 
vatura —  ;  ci  proponiamo  di  trovarne  i  massimi  e  minimi 

valori. 

Perciò,  facendo  la  derivata  di  —  ed  eguagliandola  a  zero> 
si  avrà: 

2  (fi  — a)  sena  cosa  -h  26  (cos%6  —  sen*a)  =  0. 

ovvero 

(e  —  a)  sen  2a  -f-  26  cos2a  ==  0, 

ossia 

*      o  26 

tang2a  = 


a  —  e 


lazione  devo 

aa  0  miDÌma 

=  0,  qaest'e( 
determinato, 
0  ano  qoalaD 

•gai  angolo  ^ 


mero  intero. 
[fl,  cui  corrisj 

■  ^ ,  cni  corri 

aendo  a  A:  a] 

ono  due  e  dm 

rivata  di  ~ 
pi 

itte  nella  su] 
rincipali;  le 
■angenti  prin 
sistema  di  a 
fissata  la  pò 
i  ancora  arbi 
0  sapporre  ( 
ali:  allora  l'i 


tang: 


ddisfatta  da 
nazione  che 


normale  qaalonqae  diventa 

—  =  acos*a  -f-  csen*« 

pi 

Fatto  «  =  0,  e  poi  «  - 

cidere  saccessivamente  coi  due  piaoi  principali  : 
quindi,  detti  Ri  ed  Et  ì  raggi  di  curvatura  di  qne 
principali^  si  avrà 

1  1 

Sostitaendo  questi  valori  nella  formula  precedente, 
^  _  cos'i»     sen'g 

la  qaal  formula,  dovuta  ad  Eulero,  determina  la 
d'una  sezione  normale  qualunque  nella  superficie 

le  curvature  principali  tti  5"  e  l'angolo  «  che 

quella  sezione  fa  con  uno  dei  piani  principali. 

§  383.  Per  studiare  il  modo  di  variare  di  pi  e 
di  a,  supponiamo  dapprima  che  i  dae  raggi   di 
principali  abbiano  lo  stesso  segno;  allora  dalla  foi 
cedente  risalta  che  pi  è  sempre  compreso  tra  Ri 
punto  siffatto  dicesi  punto  ellittico. 

Suppongasi  invece  che  Ri  ed  R^  abbiano  segno 
p.  e-,  Ri>0,   Rj<0.  Scambiando  Rg  in  —  Ra  f 

1 cos'g      sen'g 

Pi~  R.         R«  ' 
Per  a  =  0,  pi  vale  Ri  ;  facendo  crescere  a,  si  vi 
diminuisce  perchè  diminuisce  il  minuendo  ed  aumi 
traendo  ;  —  si  annulla  ove  si  prenda  per  a  un  vai 


cos'at  _  sen'g 
R,    ~   Ri   ' 


tangc 


=±VÌ. 


lìsce  per  «  due  valori  egaalì  e  dì  segno  contrario, 
tcora  crescere  «,  la  curvatura  diventa  n^ativa 
;ndo  ia  valor  assoluto  fìoo  ad  assumere  il  valore 

[  a  n,  la  curvatura  ri- 
stessi valori  in  ordine  inverso.  Il  raggio  di  cor- 
nee parte  dal  valore  Ri,  va  crescendo  fino  a  dì- 
ìnìto,  poi  assame  valori  negativi  e  va  decrescendo 
isolato  fino  ad  assumere  il  valore  —  Re.  Io  qnesto 
ito  dicesì  iperbolico. 
:  anche  avvenire  che  una  delle  curvature  sìa  nolla; 

r-^0,  sarà  —  =  -n — ,  e  variando  «  da  0  a  ^, 
ti  pi         Ri  2' 

i  -^  a  zero,  e  pi  da  Ri  ad  co.  In  questo  caso 

pard>oUco. 

icnssione  precedente  sì  è  supposto  che  nell'equa- 

2b 

2a= il  numeratore  ed  il  denominatore 

«  —  e' 

illassero  contemporaneamente.  Se  invece  &  =  0  ed 

l'equazione  in  pi  di  semplicemente 


<,  in  questo  caso  il  raggio  di  curvatura  è  costante 
e  sezioni  normali.  Un  tal  punto  dicesì  ciclico  od 

l'una  sfera  sono  tutti  ponti  ciclici. 

\ 
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§  888.  Le  questioni  precedenti  si  possono  trattare  indi- 
pendentemente da  ogni  scelta  particolare  di  coordinate; 
così  troveremo  alcune  formule  generali,  utili  in  queste  ri- 
cerche. 

Abbiasi  un  punto  P  funzione  di  due  variabili  numeriche  x 
e  y;  sicché,  variando  queste,  il  punto  descriverà  una  super- 
ficie Si  suppongano  ora  oo  e  y  funzioni  d'una  stessa  varia- 
bile f;  allora  anche  il  punto  P  dipenderà  da  ^;  e  variando 
t  il  punto  descriverà  una  linea  tracciata  sulla  superficie. 
Si  ha: 

n\  dP^dPd^      dPdv 

^^  àt      do;  dt  "*■  dj/  Àt 

d^_d^/d^Y     ^  d^P    dxAy       d^/dyV 
^"^^      àt^  ~dx*\àt)  ■*■    dxdy  àt  dt  "*"  dy^Vd'/"*" 

dPd^gg       dP  d^ 
■*"  dx  di»  "*"  dy  dt^ 

Per  brevità  poniamo 

^^^     ^-[di)^  *-di?  d^^  ^=tej^ 

e  indichiamo  con  accenti  le  derivate  rispetto  a  /;  elevando 
a  quadrato  il  P'  si  avrà: 

(4)  P'«  =  Eo/^  -H  2Fa?y  +  (h/^ 

Si  ha  P"  =  P"(  -H  P"«  indicando  con  P"/  la  componente 
tangenziale  di  P",  e  con  P"»  la  componente  normale,  cioè 
la  componente  secondo  la  normale  principale  alla  curva.  Di- 
casi E  un  vettore  di  lunghezza  l'unità,  e  normale  alla  su- 

perfida  Si  può  fare  K  =  |  (^  ^)/  mod  (^  ^|) .    Mol- 

tiplicando  per  K,  ed  osservando  che  P"(|K  =  0,  si  avrà: 

F'I  K  =  P"„  I K. 


^*ÌP< 


1 


Pongasi  per  brevità 

sia  si  chiamino  a,b,c  i  namerì  che  mìsaraDO  le  proie- 
)DÌ  su  K  delle  derivate  parziali  seconde  di  P.  L'ultima 
rmala  si  potrà  allora  scrivere: 

)  oa/* -♦- 26x'y' -I-  cy'*^modP"BCOsfl 

iicando  con  6  l'angolo  dei  vettori  F'„  e  K,  cioè  della 
rmale  principale  alla  curva  colla  normale  alla  superficie, 
ricava  di  qui  il  mod?"»;  e  sostituendo  neirespressìone 
il  raggio  di  curvatura  p  =  P''/mod P"„,  si  avrà: 

Da  essa  si  deduce  il  teorema  di  Meusnier. 

Supponendo  6  =  0,  cioè  che  il  piano  oscnlatore  alla  curva 

1  normale  alla  superficie,  si  ha 

,  1  _  «dir'  -t-  2hdxAp  ■+■  ed/,' 

'  P  ^  Edi'  +  2Fda;dy  ■*■  (ìdj^ 

Vogliamo  ora  determinare  da;  e  iy  In  guisa  che  -  ri- 
Iti  massimo  o  mìnimo.  Ricorrendo  alle  note  regole  sui 
ossimi  e  minimi,  si  ha  che  do;  e  d^  debbono  soddisfare 
le  equazioni 

aàx  -+■  My idaj  -t-  céy 1 

^  Eda  -»-  Fdy  ~  Fdx~-*-  Gdy  ~  p 

quali  si  possono  scrìvere 

(pa-E)dir  +  {p&-F)dy  =  0 
'  (pi  -  F)da:  +  (pc  —  G)  dy  =  0. 

Si  eliminino  das  e  dy  fra  le  due  prime  equazioni;  sì  avrà 
iqnazione 

I  pa  —  E    pi  —  F  I 

I  pi_F    pc-G  1^   ' 


rr^r"  «" 
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ossia  sviluppata 


(11)     p«(ac  —  V)  —  (oG  -♦-  Ec  —  2JF)p  -^  (EG  —  F^)  =  0 

equazione  di  secondo  grado  in  p  che  ci  fornisce  per  p  due 
valori  Ri  e  Rs.  Risulta  dalle  cose  dette  che  questi  valori 
sono  sempre  reali,  come  si  potrebbe  pure  riconoscere  dal- 
l'esame dell'equazione. 

Eliminando  invece  il  p  fra  le  due  prime  equazioni  (10) 
si  ha,  dopo  alcuni  calcoli 


(12) 


a  h         c 

E         F         G 

dy*, — àx  Ay     dj;* 


=  0, 


la  quale  determina  i  due  rapporti  ^  corrispondenti  alle 

tangenti  delle  sezioni  principali. 
Se  il  punto  considerato  è  un  umbilico,  l'equazione  (8) 

deve  dare  per  -  sempre  lo  stesso  valore  qualunque  siana 

i  valori  di  do?  e  dy;  perciò   è  necessario  e  sufficiente  che 
si  abbia 


(13) 


E~F""G- 


In  questo  caso  l'equazione  (12)  diventa  una  identità,  e 
risulta  indeterminata  la  direzione  delle  tangenti  principali. 
L'equazione 


(14) 


ada;*  •+•  2&da;d«/  -h  cdy*  =  0 


se  oc  —  &^  <  0,  ossia  se  il   punto  è  iperbolico,  determina 

due  valori  di  -p  corrispondentemente  ai  quali  si  ha  -=0. 

Alle  due  rette  aventi  queste  direzioni  si  dà  il  nome  di  tan- 
genti di  flesso  della  superficie. 
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'icoasi  linee  di  curvatura  d'ana  saperfìciele  Unee  della 
erfìcìe  che  sono  ìa  ogni  loro  punto  tangenti  alle  tan- 
ti principali;  la  loro  eqaazione  differenziale  è  la  (12). 
)iconsÌ  linee  asintotiche  della  superficie  qnelle  linee  trac- 
«  su  essa  che  hanno  per  tangenti  le  tangenti  di  flesso 
a  superficie.  La  loro  equazione  differenziale  è  la  (14). 

384.  Esempi. 

.  Superficie  cilindrica.  —  Si  assumano  per  coordinate 
Q  punto  P  sulla  superficie  cilindrica  l'ascissa  curvilinea  x 
e  l'ordinata  y,  come  si  è  detto  al 
§  336.      . 

Continuando  ad  indicare  con  M 

l'estremo  dell'ascissa  curvilinea,  e 

Pj"  ja^  con   K  un  vettore    parallelo   alle 

generatrici  del  cilindro  e  di  lan- 

zza  l'unità,  si  avrà 

P  =  M-i-yK.  (1) 

iupposto  X  e  y  funzioni  d'una  stessa  variabile,  si  avrà 


dP  =  fa.. 


•  Kdy.  (2) 

illevianio  a  quadrato.  Si  osservi  che  (-j^)  =  1,  K'  ^  1, 
K=iO;  indicando  con  ds  il   differenziale  dell'arco  di 
va  descritta  da  P  si  avrà  : 

(dP)=  =  ds*  =  dflc*  -•-  dy*.  (3) 

)ifferenziando  un'altra  volta  si  avrà  : 


A'P: 


àm  ,  ,      dM  ,» 
=  j-5-  da.*  M-  -j-  d*j3  H 
da;*  da; 


Kd*y, 


1  primo  termine  è  diretto  secondo  la  normale  alla  su- 
ficie  cilindrica;   gli  altri  sono  contenuti  nel  piano  tan- 
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gente.  Supposto  che  la  curva  che  si  considera  sia  una  se- 
zione fatta  con  un  piano  normale  alla  superficie,  allora  la 
componente  normale  di  d^P  si   riduce  al  primo  termine; 

d^M  1 

il  -pg-  ha  per  modulo -,  essendo  r  \\  raggio  di  curvatura 

della  linea  descritta  dal  punto  M;  quindi  si  avrà 

mod.  comp.  norm.  d^P  =  -  da?^. 

Sostituendo  nella  formula  che  dà  la  curvatura: 

1/p  =  mod  comp  norm  d*  P/(dP)* 

si  avrà 

1      1       da.2 


p      r  da?*  -4-  d^*  ' 

o  ancora,  detto  a  l'angolo   che  la  tangente  alla  curva  fa 

col  vettore  t-,  si  avrà 

do?' 

1 cos^g 

p         r    ' 

Paragonando  questa  espressione  della  curvatura  della  se- 
zione normale  colla  formula  di  Eulero,  si  deduce  che  le 
curvature  principali  della  superficie  cilindrica  valgono  1/r 
e  0;  la  prima  corrisponde  ad  una  sezione  fatta  con  un 
piano  perpendicolare  alle  generatrici,  la  seconda  corrisponde 
alle  generatrici  stesse;  le  linee  di  curvatura  sono  le  gene- 
ratrici, e  le  sezioni  normali;  tutti  i  punti  della  superficie 
sono  parabolici. 

2.  Superficie  cinica  —  Abbiasi  una  superficie  conica  il 
cui  vertice  sia  0.  Si  tagli  la  superficie  con  nna  sfera  di 
centro  0  e  di  raggio  1;  per  determinare  una  generatrice 
della  superficie  basta  dare  l'arco  oo  di  questa  linea  sferica 
compreso  fra  il  punto  M  in  cui  quella  generatrice  incontra 
la  sfera,  e  un  punto  fisso  arbitrario  Mo  di  questa  linea. 
Per  determinare  la  posizione  di  un  punto  P  sulla  genera- 

P.  —  Attaiiai  ÌHfinit$8%maie.  —  YOL.  n.  •  14. 


•^^ppppi 


ce,  basta  dare  la  lunghezza  da  0  a  P,  e  sia  y.  Allora 
punto  P  è  dato  da 

P2=0-*-y(M  — 0) 

e  M  è  una  funzione  dì  x.  Ragionando  come  prima,  si 
)va  che  tutti  i  punti  della  superficie  conica  sono  para- 
liei  ;  le  linee  di  curvatura  sono  le  generatrici  e  le  sezioni 
;te  nella  superficie  conica  con  sfere  di  centro  il  vertice  0, 
di  raggio  arbitrario. 

3.  Siano  date  doe  superficie  che  s'incontrano  secondo  una 
ea  di  cui  un  punto  sia  P.  La  tangente  in  P  alla  inter- 
sioue  è  l'intersezione  dei  piani  tanj^enti  alle  due  super- 
te,  supposti  questi  piani  tangenti  non  coincidenti.  Se  PC] 
PCg  sono  le  normali  alle  due  superficie,  il  piano  C1PC2 
rà  il  piano  normale  alla  curva  intersezione.  Se  sono  noti 
aggi  di  curvatura  principali  e  le  tangenti  principali  delle 
e  superficie,  colla  formula  di  Eulero  si  potranno  deter- 
minare i  raggi  di  curvatura  PCi  e 
PCfl  corrispondenti  alle  due  sezioni 
normali  fatte  nella  superficie  con  piani 
passanti  per  la  tangente  alla  cnrva 
considerata.  Allora,  ricorrendo  al  teo- 
rema di  Meusuier,  si  può  determinare 
in  grandezza  e  posizione  il  raggio  di 
rvatura  dell'intersezione  delle  due  superficie.  Basta  invero 
icrivere  su  PCi  e  PCa  come  diametri  due  circonferenze  ; 
loro  punto  d'incontro  C,  diverso  da  P,  sarà  il  centro  tli 
rvatura  della  linea  intersezione  delle  superficie;  PC  ne  è 
raggio  di  curvatura;  la  retta  PC  è  la  normale  princi- 
1e  alla  linea;  il  piano  passante  per  PC  e  per  la  tangente 
è  il  piano  osculatore. 

Integrali  multipli. 

I  885.  Sia  f{x,y,g)  una  funzione  continua  di  piii  varia- 
i  Supposte  y  e  2  costanti,  ed  x  variabile,  possiamo  con- 
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siderare  l'integrale 

F(y,^)=J]  /(a?,  2/,^)  da?, 

ove  a  e  h  siano  costanti.  Il  valore  di  questo  integrale  non 
dipende  più  da  a;;  ma  dipende  dai  valori  dati  ^  y  e  z,  e 
quindi  è  una  funzione  di  y  e  -e^,  F(y,  e). 

Se,  come  si  è  supposto,  f{oc^y^z)  è  funzione  continua 
delle  variabili,  e  a  e  6  sono  limiti  costanti  e  finiti,  anche 
la  F(y,  ;8r)  è  funzione  continua  di  y  e  ^. 

Infatti,  dati  ad  y  e  ;2^  valori  particolari  ya  e  ^o,  e  fissato 
ad  arbitrio  una  quantità  positiva  arbitrariamente  piccola  h^ 
si  può  determinare  una  quantità  ^,  in  guisa  che  per  ogni 
coppia  di  valori  Ai  y  ^  z  tali  che  mo^iy — yo,z  —  zo)<h, 
si  abbia  moà[f{Xjy,z)—  f(oo,yo,zo)]<k  (§  298,  II).  Ora: 

F  (y,  ^)  —  F  (i/o,  Zo)  =  f^  [fico,  y,  z)  —  f{x,  y^,  Zq)]  da? 

./o 

quindi,  prendendo  i  valori  assoluti  di  ambo  i  membri,  e 
supposto  a<b: 

mod  [F(i/,  z)  —  F(i/o,  ^o)]  <  fc  (6  -  a)  ; 

Ora  b  —  a  è  una  quantità  finita,  Jc  è  una  quantità  arbi- 
trariamente piccola  ;  quindi  la  differenza  F{y,z)  —  F(yo,zo)j 
col  prendere  y  e  z  sufficientemente  prossimi  ad  yo  e  ^o,  si 
può  rendere  comunque  piccola;  quindi 

lim     F{y,z)  =  F{yojZo), 

ossia  la  funzione  F  è  continua. 

L'integrale  può  essere  funzione  discontinua  solo  quando 
è  discontinua  la  funzione  a  integrarsi,  ovvero  i  limiti  sono 
infiniti.  Ad  es.  si  ha  (§  166, 3) 


/ 


dfl?  n 


0    U'^bcosx      Y^TZrp' 
supposto  a>0,  ed  in  valore  assoluto  >6.  Facciasi  a=l, 


ìj.  Se  0  <  y  <  n,  sarà  effettivamente  cosy  minore  ìb 
assoluto  dell'unità,  e  seny:^  Vi  —  cos^,  essendoli 
t  inteso  aritmeticamente,  secondo  il  solito;  qaindi: 


'■'■'■  Xv. 


■cosjfcos:»      seny 


vece  si  sappone  che  sen^  sia  negativo,  supponendo- 
che  —  n<y<0,  si   avrà   seny  =  —  V  1  —  cos'y,. 


■'<"■''■  fJv. 


h  questo  integrale  diventa  discontinuo  per  \ 
lere  dì  y  verso  0,  tende  all'oo. 
si  moltiplica  per  sent/,  si  avrà  invece: 


!,<..o.      fjj 


senyda: 


-  cosycosa; 
^  =  0.3.  id.  =0 

/<  0. 0.  id.  =  — n. 

cosi  una  funzione   discontinua  di  ^,  che  assume  i 
m  n,  0,  e  — n. 

nzione  a  integrarsi  è  discontinua  per  ì  valori  che 
l-Hcosìf cosarlo,  fra  cui  si  trova  appunto  y  =  0 


.  Sia  f{x^  y)  funzione  continua,  insieme  con  fyipc^  y); 
o  e  6  delle  costanti;  posto  F(j/)  — /    /'(a;,y)dfl;,  sr 


ina  formula  di. calcolo  differenziale: 


=ff'y{x,y'^%)àx. 
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■ove  6eO~l.  Facciamo  tendere  fc  a  0;  poiché /"Vie, y -i- 
*  funzione  continua  delle  due  variabili  a;  e  ^  -i-  eA,  il  lim 
dell'integrale  è  l'integrale  del  limite,  ossia 


=fj'y{^,y)A 


«he  si  può  anche  scrivere 
d 


ì/V(^,^)d:.=/;^4f(a.,y)d^. 


Questa  formnla  dice  che:  per  calcolare  la  derivata 
■spetto  <^y  deWiiUegrale tra  a  eh  di  f{x,y)  rispetto  ad 
lasta  calcolare  l'inteyrale  tra  a  e  h  rispetto  ad  x  della  i 
rivata  rispetto  ad  y  di  f{x,y);  cioè,  si  può  invertire  T. 
■dine  della  derivazione  rispetto  ad  y  coU'integrazione  rispt 
^  te. 

Esempio.  —  Sapposto  «(+  1  >  0,  si  ha  ; 


J  0  m  -I-  ]  ' 

■derivando  n  volte  rispetto  ad  m  e  applicando  il  teorei 
precedente,  sì  ha: 

/  a."'loga:dic=  —  (Mi -»- 1)-* 

r  ac^log'x  òx=2{m-*-  1)-'*, 

r  x''\(ì%HAx  =  —2.^m-*•^)-*, 

I   a?"log''icdfl;  =  (— l)"»!(»i -t- 1)-^>. 

Ponendo  nell'ultima  formala  m  =  0,  x=  e~'  onde 
da;  =  —  e-*  àja, 


s^nippp^ 
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ibiando  i  limiti,  sì  ha 


0  p'» 

(—  ^)''e-•d^'  =  (—  !)"«  ! ,  ossia  /    e-'^"cU  =  h  ! 
già  si   era  trovato,  coll'ìntegrazione  per   parti,  net 


87.  Quanto  precede  vale  supposti  costanti  i  limiti  dei- 
frale;  se  i  limiti  fossero  variabili,  si  possono  ridurre 
sere  costanti,  facendo  la  sostituzione 

.  si  ha 

fy{x)d.x=f^'f{a^{b-a)^]{h-a)Az. 

miti  sono  0  e  l'unità, 
resto  si  può  stabilire  la  formula  generale  per  calcolare  : 


|/V(^,!/)da>, 


:  quando  a  e  ò  sono  funzioni  date  di  y.  Invero,  sia 
/)  una  funzione  la  cui  derivata  prima  fatto  rispetto  ad 
f(^,y),  cioè  tale  che 

F"x.  *  (a-,  y)  =  F",, .  {X,  y)  =  {',  (X,  y). 
£f{x,y)&x  =  Y{h,y)-¥{a,y) 

ivando : 

d    P'' 

TyJ.  A^.  !')')«'  = 

=  FV(S,  i)  -  F,(a,  j,)  +  rjì>,  y)  I  -  F.(o,  y)  |  . 
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La  somma  dei  primi  termini  vale 


e  sostituendo  a  F'a:(a7,  y)  il  suo  valore  f{oo,  y)  si  avrà  infine  : 

=fy^^^>  y)  ^^  ■*■  /"(^  y)  §  -  /•(«.  y)  ^  • 

La  derivata  cercata  consta  così  di  tre  termini  ;  il  primo  è 
il  valore  della  derivata  supponendo  a  e  b  costanti;  il  se- 
condo è  quello  che  proviene  dalla  sola  variazione  di  &,  e 
l'ultimo  che  dipende  dalla  variazione  di  a. 

§  388.  Riprendiamo  la  formula  f"xy{j^^y)=f'\x{'X^y)' 
Integrando  f'xy  (et?,  y)  rispetto  ad  y  tra  i  limiti  a'  e  6',  si  ha 

X'r., y(^. y) dy  =  r*(a?,  V)  - r.{co,  a')  ; 
integrando  ora  rispetto  ad  co  tra  i  limiti  a  e  6,  si  ha 
jjxjj\,y(x,y)Ay=f\l, V)-f{a, V)-f{b, a')  -^  f{a, a'). 

Analogamente,  integrando  f'yx  {oo,  y)  prima  rispetto  ad  x 
tra  i  limiti  a  ^  h,  poi  rispetto  ad  y  tra  i  limiti  a  e  &',  si 
ottiene  : 

Ne  risulta 
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e  che     fj~^^  =  log  ^=  log  (l  H-  i  f  ) , 


si  avrà: 


/-e;21^r=)a.=,„,(..i£)-e.y:-^,.a.,.) 

Facciasi  tendere  a;  ad  oo;  nel  secondo  termine  del  se- 
condo membro  mode*'*=l,  e 

mod/    T:Aa</    — jt tttÌog; 

o/o  a  —  bi      ""o/o   mod(a  —  61)       ' 

ora  mod  (a  —  6i)>mod6;  onde 

•^a   p — ax  1  /^^ 

mod/     Y^àx< — TT  /    e-^da?  = 

J 0  a—bi       ""  modft.y  0 

1     1  — e-«*         1     1 


modi       X  modo  x 

quindi  per  a?  =  00,  il  secondo  termine  della  (2)  si  annulla, 
supposto  a  >  0,  e  si  ha  : 

i^oo  (1  _  ^-ax)Qbix  .        f.  'à\  /ox 

ovvero,  eguagliando  le  parti  reali  e  i  coefficienti  di  i  nei 
due  membri  : 


0  ^ — ^ — d^^iogyi-H^-,      (4) 

y^«  (1  —  e-^)  sen&a?  , a  ,.. 

0     F d^  =  tangj.  (0) 

Nella  stessa  formula  (1)  si  moltiplichi  per  Ab,  e  si  integri 
fra  0  e  6;  invertendo  nel  primo  membro  l'ordine  delle  in- 
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§  390.  Sia  fipo^y)  una  funzione   delle   variabili  a?  e  y; 
l'integrale 


ove  i  limiti  rispetto  ad  y  sono  quantità  indipendenti  da  y^ 
ma  dipendenti  da  x^  è  una  funzione  di  a;;  si  suppone  na- 
turalmente l'esistenza  di  quell'integrale.  Questa  funzione 
di  X  si  può  integrare  fra  due  limiti  costanti  a  e  6,  e  si 
avrà  la  quantità 

che  si  indica  spesso  con  una  delle  seguenti  notazioni  : 

Queste  espressioni  diconsi  integrali  doppi. 

Analogamente  se  si  ha  una  funzione  f{x^  y,  z)  di  tre  va- 
riabili, la  si  può  integrare  rispetto  a  z  fra  due  limiti 
9(aj,y)  e  ^{x^y)  indipendenti  da  z^  ma  funzioni  di  a;  e  i/; 
il  risultato  si  può  integrare  rispetto  ad  y  fra  due  limiti 
6(a?)  e  X(fl?)  funzioni  di  a?;  e  infine  integrare  il  nuovo  risul- 
tato, che  è  una  funzione  di  a?,  rispetto  ad  x  fra  due  limiti 
costanti  a  e  6,  e  si  troverà  un  integrale  triplo  : 

ax  /        ay  I  f{x,  y,  z)  az. 

E  se  maggiore  è  il  numero  delle  variabili,  si  otterranno 
degli  integrali  multipli. 

§  891.  Un  integrale  duplicato  si  può  interpretare  geo- 
metricamente. Vogliasi  misurare  il  volume  V  del  solido  li- 
mitato da  una  porzione  qualunque  della  superficie  di  equa- 
zione ;?=/' (a?,  y),  dal  cilindro  colle  generatrici  parallele 


1 
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elle  s  che  proietta  il  contorao  di  quella  porzione 
eie,  e  dalla  proiezione  di  essa  sai  piano  xy. 
si  ricorrerà  alla  formula 


V=£''o) 


Ax 


A M B__ 


l'area  d'una  sezione  fatta  nel  solido  con  nn  piano 
;olare  ad  Oj,  e  ìCo  e  Xi  sono  i  valori  OA  ed  OB 
entro  cui  varia  x  affinchè 
l'area  u  descriva  la  su- 
perficie a  misurarsi. 

Il  piano  segante,  per- 
pendicolare all'asse  delle 
X  in  M,  incontri  il  piano 
ic^  secondo  la  rettaMPQ." 
Supponiamo  che  questa 
retta  incontri  il  contomo 
^'^  *"  della  base  del  solido  in 

punti  P  e  Q.  Allora  la  sezione  <o  sarà  la  figura 
mitata  dal  segmento  rettilineo  PQ,  dalle  due  ge- 
del  cilindro  PR  e  QS,  e  dall'arco  di  curva  RS  che 
me  fatta  nella  superficie  col  piano.  Quest'area  piana 
ira  con  un  integrale  semplice  (§  112);  preso  in 
lano  per  origine  il  punto  M,  per  asse  delle  y  la 
per  asse  delle  z  la  parallela  in  M  ad  Oz,  e  posto 
,  y\  =  MQ,  si  avrà  : 

evi  che  yo^  V^  sono  funzioni  di  x\  la  y,^  sì  riduce 
stante  solo  se  la  linea  descritta  da  P  è  una  paral- 
h-.  Sostituendo  questo  valore  di  w  in  V  si  avrà: 

mediante  un  integrale  doppio. 
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Formule  per  le  aree  piane. 

§  392.  Trattandosi  di  aree  contenute  in  un  piano  fisso^  si 
può  tener  conto,  oltreché  delia  loro  grandezza,  anche  del 
senso  in  cai  si  immagina  percorso  il  con- 
torno. L'area  si  considera  positiva  se  ana 
persona  che  ne  percorre  il  contorno  ha  alla 
sua  sinistra  Tarea  considerata;  si  considera 
negativa  nel  caso  opposto.  Cosi  il  triangolo 

Fise   41 

ABC  è  positivo,  e  il  triangolo  ACB  è  negativo. 

Essendo  U  e  V  dei  vettori  nel  piano,  UV  rappresenta  il 
bivettore,  o  parallelogrammo  costrutto  sui  vettori  U  e  V; 
il  suo  contorno  è  percorso  a  partire  da  un  punto  arbitrario 
0,  passando  successivamente  pei  punti  0  -*-  U,  0  -*-  U  -*-  V, 
0  -H  V,  per  ritornare  in  0.  Senza  pericolo  di  ambiguità  si 
può  intendere  con  UV  il  numero  che  misura  quel  paralle  • 
logrammo,  prendendo  per  unità  di  misura  delle  aree  il  qua- 
drato costrutto  su  d'un  vettore  I  di  lunghezza  l'unità,  cioè 
prendendo  per  unità  di  misura  il  bivettore  I(il).  Quindi  UV 
=  modU  modV  sen(U,  V). 

Se  A,  B,  C  sono  punti,  indicando  ABC  il  numero  che  mi- 
sura l'area  del  triangolo  ABC,  si  avrà 

ABC=  5(B  — A)(C— A)  =  ^(B— A)(C-B). 

Se  U  e  V  sono  vettori,  e  A  un  punto,  si  avrà  che  il 

triangolo  AUV  è  misurato  da  ^  UV. 

Se  i  vettori  U  e  V  hanno  per  coordinate  a?,  y,  e  x'^j/, 
cioè  se  U  =  ari  H-  yJ,  V  =  a?'I  -i-  j/'J,  ove  I  e  J  =  il  hanno 
il  solito  significato,  si  avrà: 

UV  =  a?j/'  —  x'y. 


•"v'F'immmtmmm 


i.  Nel  piano  abbiasi  un  punto  fisso  0,  e  un  punto 
P,  funzione  della  variabile  numerica  t,  e  avente  de- 

Eontinua  -tt.  Si  ha: 
d^ 

area  infinitesima  descritta  dal  raggio  OP,  ove  la  ra- 

t  riceva  l'incremento  infinitesimo  à.t,  è  l'area  del  trian- 

*dP,  cioè  del  triangolo  di  cui  un  lato  è  OP,  e  l'altro, 

:>stamento  infinitesimo  dP  del  punto  P. 

ti,   dato   a  t  un  nuovo  valore  t  •*■  k,  e  detta  P,  la 

posizione  del  punto   P,  l'area  del  settore  OPPi  è 

all'area  del  triangolo  OPPi ,  più  l'area  del  segmento 

so  fra  l'arco  PPi  e  la  sua  corda.  Quindi  : 

settore  OPPi  _  0PP|      segmento  PPi 
h  h  II  ' 


,  ed  al  limite  di- 


3PPi_0P(P,-P)_„    1 
h     -  k         -'"^ 

?mento  PPi  è  minore  del  cerchio  di  raggio  la  mas- 
ìlle  distanze  dei  punti  di  esso  segmento  dal  punto  P  ; 
distanza  è  un  infinitesimo  di  primo  ordine  con  h; 
l'area  di  quel  cerchio  sarà  un  infinitesimo  di  secondo 

perciò  lim  — — t ^=0.  Passando ailimiti si 


-'  =  0P^^ 


-h — -^"n 

laanto  si  voleva  dimostrare. 

iduce  : 

l'area  descritta  dal  raggio  OP,  ove  la  variabile  t,  da 

r*i      dP 
tende  P,  varii  da  Iq  a  ti,  è  data  dai     OP  3rdi , 


da 


/: 


'jit  =  V,- 


II  prodotto  P  ~T7  del  punto  P  pel  vettore  dP/d(  è  una 

linea,  o  p*  ;  /  '  I  -37  » 

'.dP. 

indicando  con  Po  e  Pi  le  posizioni  dal  panto  P  corrispon- 
dentemente ai  valori  Zoe  h  di  f;  quindi  sarà riduttibile  ad 
una  linea  se  Pi  —  Po  non  è  nullo,  e  sarà  nn  bivettore  se 
Po  e  Pi  coincidono.  Qaindì  : 

III.  Dato  un  arco  di  curva  piana  Po  Pi,  non  chitiso,  si 
può  sempre  determinare  una  linea,  f  P  dP,  in  guisa  che, 
comunque  si  prenda  il  punto  0  nel  piano,  l'area  del  settore 
di  vertice  0  e  di  base  la  linea  data  Po  Pi  risulti  eguale  al- 
l'area del  triangolo  di  vertice  Oedi  base  ìa  linea  determinata. 

Così  ad  es.  dato  nn  arco  di  cerchio  AB,  si  determini  la 
linea  MN  il  coi  vettore  N  —  M  sìa  eguale  a  B  —  A,  e  la 
cui  distanza  dal  centro  del  cerchio  sia  la 

quarta  proporzionale  dopo  la  corda,  il  raggio   m m 

e  l'arco  dato.  Allora,  comunque  si  prenda      ^^ — ~^ 
il  ponto  0  nel  piano,  l'area  del  triangolo    £  b 

curvilineo  OAB,  limitato  dai  due  segmenti  .,. 

rettilinei  OA  e  OB  e  dall'arco  di  cerchio  rig.  42. 

AB  è  eguale  all'area  del  triangolo  OMN. 

IV.  Data  una  lìnea  chiusa  nel  piano,  comunque  si  prenda 
il  punto  0,  l'area  descritta  dal  raggio  OP  ove  il  punto  P 
descriva  l'intera  linea  data,  è  costante. 

Se  la  linea  chiusa  non  si  taglia,  quest'area  costante  è  evi- 
dentemente l'area  limitata  da  quella  linea.  Se  invece  essa 
si  interseca  una  o  più  volte,  a  questa  area  costante  si  pu6 
ancora  dare  il  nome  di  area  definita  da  quella  linea. 

Invece  dei  triangoli,  si  possono  considerare  i  parallelo- 
grammi; e  allora  l'area  infinitesima  descritta  dal  raggio 
vettore  OP  sarà  data  da 

1   ,n  /^^,T. 


mmmmm 


1 


punto  P  ha  per  coordinate  cartesiane  ce  e  tf,  fnn- 
'ona  variabile  t,  l'area  elementare  sarà  data  da 


ì  Po  e  Pi  le  posizioni  del  punto  P  corrispondenti  ai 
to  e  h  di  t,  il  contomo  dell'area  misurata  da 

agina  percorso  nel  senso  da  0  a  Po ,  da  Po  a  Pi,  e 
ad  0. 

§  S9é.  Abbìansì  nel  piano  dae  ponti  mo- 
'  bili  A  e  B,  funzioni  della  variabile  (. 
Si  vuol  calcolare  l'area  infinitesima  AB 
BiAi  compresa  fra  due  posizioni  infinità- 
mente  prossime  del  segmento  rettilineo  AB. 
Quest'area  è  la  somma  dei  triangoli  ABBi 
'  "  ABiAi,  e  dei  segmenti  d'area  compresi  fra 

iù  AAi  e  BBi,  e  le  loro  corde  : 

.1  =  ABBi  -t- ABiAi  +  segmento  AAi-h  segmento  BB|. 

la  per  l'incremento  h  dato  alla  variabile,  e  si  passi 
te;  si  avrà: 


ABBi      ,.     1  ,^      AxBi  — B 


df 


tati  AÀi  e  BBi  sono  infinitesimi  d'ordine  saperiore 
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al  primo  ;  onde  r 

,.     ABBiAi      1  ,^       Ax  dB  _  1  ,^       ..  dA 


=  ^(B-A)( 


dA      dB 
dt  "*■  dt 


Moltiplicando  per  àty  si  ha  che  Tarea  infinitesima  descritta 
dal  segmento  rettilineo  AB  vale 

de^  =  1  (B  —  A)  (dA -I.  dB).  (1) 

Se  si  chiama  C  il  punto  medio  di  AB,  sicché  A-«-B=2C, 

si  avrà  :  dA  -♦-  dB  =  2dC  ;  e  detto  U  il  vettore  B  —  A,  si 

avrà 

Au  =  UdC,  (2) 

ossia  l'area  elementare  descritta  dal  segmento  rettilineo  il 
coi  punto  medio  è  C,  è  l'area  del  parallelogrammo  costrutto 
sui  vettori  U  e  dC. 

■ 

Sostituendo  nella  (1)  a  B  il  suo  valore  A  h-  U,  si  avrà  : 

dw  =  UdA-H^UdU.  (3) 

Se  il  punto  A  si  suppone  fisso,  e  quindi  dA  =  0,  si  ri- 
trova la  formula  del  §  precedente. 

Se  il  segmento  AB  si  muove  in  guisa  da       »^- — -^ 
riuscire  sempre  tangente  in  A  alla  curva  de-    /jx'^'^^^^^ 
scritta  dal  punto  A,  sarà  UdA  =  0,  e  la      ^^ 
formula  *(3)  diventa  :  ^.t 

de*  =  J  UdU.  .  L-^* 

2  0 

Fig.  44. 

D'altra  parte,  se  da  un  panto  fisso  0  si 
conduce  il  vettore  P  —  0  =  B  —  A,  l'area  dv  descritta  da 
OP  vale  : 

dv=i(P  — 0)dP 

P  '  Anàlisi  Inflnit^male,  —  TOL.  II.-  15. 


^»  ".I 
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Ora,  per  1»  (3)  del  §  333  si  ha: 


dP 

ds 


=  (i-;^)i(M-P), 


onde 


<^-p>S=(?-k)(m-p)ì(m-p>' 


Ma  Tarea  compresa  fra  i  vettori  M  —  P  e  i(M  — P)  vale 
il  quadrato  di  M  —  P,  ossia  di  m  —  p,  onde 

Nel  secondo  termine,  della  (1)  l'area  (M  —  P) -r- è  eguale 
a(w — P^'T'ì  quindi,  sostituendo,  si  avrà: 

^  =  1  fiVr  -  1/R)  (m  ^p)Hs^  ^  S{m  -  p)Am.    (3) 

Supponiamo  che  la  linea  mobile  sia  chiusa,  e  che  si  svi- 
luppi completamente  sulla  linea  fissa.  Allora  il  secondo  ter- 
mine della  (3)  vale  l'area  della  figura  mobile;  onde 

u  =  ^f{llr  —  1/R)  (w  —  pyàs  -*•  area  figura  mobile.      (4) 

Supposto  R  e  r  costanti,  col  che  la  curva  considerata  è 
una  epicicloide  (§  334)^  nel  primo  termine  si  può  portare 
fuori  del  segno  /  il  fattore  1/r  — 1/R;  il  fattore 

S{m  —  py  ds  = /*    (A«  -^  r«  —  2hr  cose)rde = r (fe«  -♦-  r^)2n  ; 
onde 


u 


=  71  (  1  -  -g  ì  (fe«  -H  r«) V  «r».  (5) 


Se  in  questa  si  suppone  1/R  =  0,  la  linea  fissa  su  cui  si 


ppp 


ilappa  la  circonferenza  mobile  diventa  ana  retta  ;  e  si 
Tà: 

«  =  nft*  ^  2nr8.  (6) 

>  h  =  r,  ossia  se  it  ponto  mobile  sta  salla  circonferenza,  sì 
Tra  che  l'area  compresa  fra  la  retta  fissa  e  l'arco  di  cicloide 
iscritto  dal  punto  mobile  durante  nna  intera  rirolnzione 
>lla  circonferenza  è  tripla  del  cerchio  generatore. 

Nella  (4)  si  sapponga  1/R^O;  allora  l'area  »  limitata 
Illa  carva  descritta  da-un  ponto  del  piano  di  nna  carra 
liasa  mobile,  la  qaale  si  sviluppa  sn  di  nna  retta,  sarà 
ita  da 

M  =  q  /  ^^ ^—  ds  -•-  area  figura  mobile.        (7) 

Snpponiamo  che  r  abbia  sempre  lo  stesso  segno,  per  es. 

>  0  ;  il  che  equivale  a  dire  che  la  curva  mobile  è  con- 

;ssa.  L'/  — —  rappresenta  una  Fi,  la  cui  massa  vale 

''às 
—,  cioè  la  curvatura  totale  della  curva  mobile,  che  vale 

n.  Quindi  questa  Fi  è  riduttibile  ad  nn  punto  p^  c«d 
lassa  2n; 

Il  punto  Po  dicesi  il  baricentro  di  curvatura  della  linea 
ata.  Esso  soddisfa  alla  condizione 

fiS^is-o.  (9) 

Ora  dall'identità 

m — p:=(po  — p)  -+-  (m  — ^o) 
levando  a  quadrato  si  ha 

(m  —  p)8=(po  —pf  +  2(po  —p)  j  (m  -  Po)  •*-  (Mt  —  J^)" 


1 
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onde 


H  secondo  termine  è  nullo  per  la  (9);  e  la  (7)  diventa 
«  =  « (f'o  — !>)* •*"/       "^       ^« ■*■  area  figura  mobile. 


Se  si  fa  p=po,  l'area  «<  assume  un  valore  «o  : 


«*0 


u  =  iz{po—py'^Uo.  (11) 

Quindi  il  minimo  valore  di  e«  è  uo,  qaando  il  panto  p 
viene  in  2^0,  baricentro  di  curvatura;  il  valore  di  u  corri- 
spondente ad  un  punto  qualunque  p  vale  Tarea  uo  descritta 
da  Poi  V^^  l'area  del  cerchio  avente  per  raggio  la  distanza 
di  p  da  Po.  Se  la  linea  mobile  è  una  conferenza^  il  punto 
Po  ne  è  il  centro,  e  la  formula  (11)  si  riduce  alla  (6). 

§  896.  La  posizione  di  un  punto  P  nel  piano  si  può  in 
modi  svariati  determinare  mediante  due  numeri  x  e  y. 
Questi  due  numeri  sono  le  coordinate  generali  del  punto  P. 
Supponiamo  che,  almeno  finché  00  e  y  variano  in  certi  in- 
tervalli, data  la  coppia  di  valori  di  a?  e  ^,  sia  determinata 
in  modo  unico  la  posizione  del  punto  P,  e  viceversa,  data 
la  posizione  di  P,  almeno  in  una  certa  regione  del  piano, 
sia  determinata  la  coppia  di  coordinate  x  e  y. 

Supposto  X  fisso  ed  y  variabile,  il  punto  P  descrive  una 
linea  ;  attribuendo  ad  x  infiniti  valori,  si  ha  un  primo  si- 
stema di  linee  coordinate.  Si  ottiene  un  altro  sistema  di 
linee  coordinate  scambiando  la  x  colla  y.  Per  ogni  punto 


wm^ 


Ila  regione  considerata  di  piano  passa  ana  sola  linea  del 

imo  sistema  ed  una  del  secondo. 

Se  le  coordinate  sono  cartesiane,  le  linee  coordinate  sodo 

parallele  agli   assi   coordinati.  In  coordinate  polari,  le 

ee  coordinate  sono  le  rette  passanti  pel  polo  e  le  circon- 

'enze  di  centro  il  polo. 

Dalle  ipotesi  fatte  risalta  che,  nella  regione  considerata 

piano,  dne  linee  coordinate  dello  stesso  sistema  non  hanno 

:aQ  ponto  comune.  Noi  supporremo  inoltre  l'esistenza  e  la 

atinaità  delle  derivate  parziali  sz  ^  -az- 

Siano  a  e  h  dne  costanti,  e  sapponìamo  a  <b;  siano 
(x)  e  9i  (ce)  due  funzioni  continue  di  i»  ;  e  supporremo 
(oc)  <  61  (a?).  Attribuendo  ad  ic  un  valore  qualunque,  e  va- 
mdo  ^  tra  %  (se)  e  61  (a;),  il  punto  P  descrive  un  arco  di 
lea  MN.  Variando  ora  sx;  tra  a  e  6,  questa  linea  descrive 
.'area  ABCD,  luogo  dei  punti  le  cui  coordinate  {x^y)  sod- 
}fano  alle  due  condizioni  : 

a  <  ic  <  J  ,  60  (ic)  <  ,v  <  61  (x). 
ir  misurare  quest'area  si  ha  il  seguente 
Teorema  —  L'area  u  del  luogo  dei  punti  P,  che  dipen- 
no  dalle  due  coordinate  x,  y,  ove  00  sia  compreso  tra  i  due 
niti  fissi  aeh,edy  tra  i  due  limiti  %  (x)  e  61  (a;),  funaioni 
ntinue  di  x,  vale 


J  a      J  oji^ì    dx  d^ 


Infatti  sia  MN  ana  qualunque  delle 
linee  descritte  daP  mentre,  attribuendo 
ad  X  un  valore  fisso,  y  varia  da  %  (x) 
a  6i  {x).  Sia  M'N'  una  nuova  posizione 
di  questa  linea,  corrispondente  ad  un 
nuovo  valore  x  •*-  Sx  Ai  x.  Dicasi  A« 
p.   ^g  l'area  MM'N'N  compresa  fra  le  linee 

MN  ed  M'N'. 
Siano  P  e  Pi  due  punti  delle  linee  MN  ed  M'N'  corrispon- 
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denti  ad  ano  stesso  valore  di  y,  cioè  i  punti  di  coordinate 
(x^y)  e  (a;  -♦-  Aucj , y).  Variando  y  fra  %  (a?)  e  Bi  (a?),  la  retta 
PPi  descrìve  an-area  JMNNiMi,  la  qaale  differisce  dalla  ^u 
solo  per  due  triangoli  mistilinei  MMiM',  e  NNiN'  che  pos- 
sono appartenere  all'una  e  non  all'altra  delle  due  figure: 

AU  =  MMiNiN  -^  MM'Mi  -♦-  NNiN'. 

Ora  la  prìma  parte  in  virtù  della  formula  (1)  del  §  394,  è 
espressa  da 

MM.N,N  =  l/(P.-P)(|-H|-^)dy 

e  dividendo  per  Aa; 

MMiNiN_j.    y^Pi  ~  P  /dP      dPA  , 

Ajc    ""2  7      A^:    wiy  ■*"  tiyj^' 

gli  integrali  essendo  estesi  da  6o  a  6i. 
Si  passi  al  limite,  col  far  tendere  Ao;  a  0;  si  avrà 

,.     Pi-P      dP    ,.     dPi      dP     ' 
Imi  — T —  =  -T—  ;  lim  -j—  =  -j-  ; 
Ax-         da;'         iy        dy' 

e  poiché  le  funzioni  considerate  sono  continue,  il  limite  del- 
l'integrale sarà  rintegrale  del  limite,  ossia 


MMiNiN  ^   rdPdP^^ 
Ao?  ,/   da?  Ay   ^ 


Le  figure  MMiM'  ed  NNiN'  sono  infinitesime  d'ordine  su- 
periore al  primo. 
Quindi  dividendo  ^u  per  ^x  e  passando  ai  limiti  si  avrà: 

de^  ^  /^  dP  dP  j 
d^-     J   da?  dy   ^ 

e  il  valore  intero  di  w,  ove  x  varii  nell'intervallo  a"^  6,  sarà 


I  I^L^U  I 


1 


-/(/S^s*)'- 


mo  integrale  essendo  preso  fra  i  limiti  o  e  &  mentre 
lo  è  tra  60  e  61.  Questa  è  la  formula  a  dimostrarsi. 

Esempi.  —  1).  Siano  0!!,y  le  coordinate  cartesiane 
)  P,  e  siano  I,  J  i  due  vettori  paralleli  agli  assi  ed 
'unità  di  misura.  Si  avrà 

'    '        da;        '  dy         ' 


dP  dP      „ 

3—  T-  =  IJ  =  sento, 

àx  dy  ' 


detto  <i)  l'augolo  degli  assi. 
Quindi  l'area  del  luogo  delle 
posizioni  del  punto  P  mentre 
la  X  varia  tra  i  limiti  fìssi 
ico  =  OMo,  ce,  ■=OMielai/tra 
i  limiti,  funzioni  dia;^OM, 
3/0  =  MPo,  yi  =  MPi,  varrà 


M  =  / '''da;/^ 'senudy; 

t  fuori  dei  segni  d'integrazione  la  quantità  costante 
eseguendo  una  delle  integrazioni,  si  ha 

Moscato/      (yi — y<})àx. 

—  yo  =  PoPi  si  chiama  h,  e  si  fa  «  =  90",  si  avrà 

u—f    'ftdaj. 
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2).  Siano  p  e  «p  le  coordinate  polari  del  punto  P,  e  sia  I 
un  vettore  parallelo  all'asse  polare  ed  eguale  in  lunghezza 
all'unità  di  misura.  Si  avrà 

Questi  due  vettori  sono  fra  loro  ortogonali  ed  hanno  per 
lunghezza  rispettivamente  1  e  p  ;  onde  l'area  fra  essi  com- 
presa vale  p  ;  quindi  l'area  descritta  dal  punto  P  mentre  cp 
varia  tra  i  limiti  fissi  cpo  e  cpi,  e  p  tra  i  limiti  pò = OPo  e  pi = OPi 
funzioni  di  cp,  varrà 

u=         d?/      pdp  =  5  /      (pi»  —  Po«)d?. 

Supposto  Po  =  0,  pi  =  p,  ritroviamo  la  formula  per  l'area 
descritta  dal  raggio  vettore 


=1/^"^'^- 


u 

'  9 


§  898.  Abbiasi  ora  un  punto  P,  mobile  nello  spazio;  la 
sua  posizione  sia  funzione  d'una  variabile  t,  e  si  abbia 
dP/d^  continua.  Supponiamo  che  il  punto  P^  col  variare  di  t  da 

P  -n-  df. 

/•6  dP 

Esso  rappresenta  un  Fg  ;  il  suo  vettore  è  /     -r-  d<  =  0, 

poiché  le  posizioni  iniziale  e  finale  di  P  coincidono.  Quindi 
quell'integrale  rappresenta  un  v^  nello  spazio. 

Si  proietti  il  punto  P,  con  rette  parallele,  su  di  un  piano 
fisso;  detta  Pi  la   proiezione  di  P,  la  derivata  di  Pi,  cioè 

dPi/di  sarà  la  proiezione  di  dP/df,  e /Pl^M^saràlapro- 

/dP 
P  -7T-  At.  Ora  il  primo  integrale  rappresenta 

l'area  piana  racchiusa  dalla  proiezione  della  linea  data. 


'V 
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Quindi^  data  una  carva  chiusa  nello  spazio,  si  paò  sempre 
determinare  an  bivettore,  vale  a  dire  un  parallelogrammo 
determinato  in  grandezza,  giacitura  e  senso,  in  gnisa  che 
proiettando  con  raggi  paralleli  su  di  an  piano  qualunque, 
l'area  racchiusa  dalla  proiezione  della  linea  risulti  eguale 
alla  proiezione  del  parallelogrammo. 

Se  si  suppongono  le  proiezioni  ortogonali,  si  avrà  che  esi- 
stono infiniti  piani  su  cui  proiettando  la  linea  data  si  ottiene 
un'area  nulla  ;  essi  sono  i  piani  perpendicolari  al  bivettore 
/  P  dP  ;  proiettaiìdo  su  piani  paralleli  a  questo  bivettore  si 
otterrà  l'area  massima  =  mod  /  P  dP. 

La  proposizione  sussiste  anche  se  si  ha  una  successione 
di  linee  aperte^  il  cui  insieme  costituisca  una  linea  chiusa. 

Ad  esempio,  si  consideri  una  spira  dell'elica,  i  raggi  del 
cilindro  che  vanno  agli  estremi  della  spira,  e  la  porzione 
dell'asse  del  cilindro  compresa  fra  quei  raggi.  Si  avrà  una 
linea  chiusa  ;  ed  è  facile  il  riconoscere  che  il  suo  bivettore  è 
eguale  a  quello  del  cerchio  base  del  cilindro.  Quindi,  pro- 
iettando con  raggi  paralleli  su  di  un  piano  qualunque» 
l'area  racchiusa  dalla  proiezione  della  spira  dell'elica^  dei 
raggi  estremi,  e  dell'asse,  è  eguale  alla  proiezione  del  cerchio 
base  del  cilindro. 

Le  linee  proiezioni  dell'elica  hanno  forme  diverse  a  se- 
conda del  piano  su  cui  si  proietta.  Proiettando  obliquamente 
sul  piano  del  cerchio  base  si  ottengono  le  curve  descritte 
da  un  punto  del  piano  di  un  cerchio  mobile  che  si  sviluppa 
su  di  una  retta  fìssa,  che  diconsi  cicloidi  allungate  od  ac- 
corciate, e  di  cui  un  caso  particolare  è  la  cicloide  propria 
vista  al  §  332. 

§  399.  Veniamo  ora  alla  considerazione  di  aree  qua- 
lunque. 

Suppongasi  perciò  che  il  punto  P,  la  cui  posizione  di- 
pende da  due  variabili  o^  e  ^,  si  muova  su  di  una  superficie 
qualunque.  Si  decomponga  l'area  descritta  da  P  in  parti,  e 
dopo  averle  trasportate  comunque  nello  spazio,  le  si  proiet- 
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tino  ortogonalmente  sa  di  un  piano  fisso  n;  la  somma  delle 
aree  di  queste  proiezioni  sarà  un'area  piana  variabile  col 
variare  del  modo  di  divisione  della  superficie  e  del  modo  in 
cui  si  dispongono  queste  parti.  Il  lìmite  superiore  dei  valori 
di  quest'area  piana  si  dice  Varea  della  superficie  conside- 
rata. Il  massimo  valore  della  proiezione  ortogonale  di  una 
porzione  qualunque  di  superficie  si  ha  quando  il  piano  su  cui 
si  proietta  è  parallelo  al  bivettore  del  contorno  di  quella  por- 
zione, ed  è  il  valore  assoluto,  o  modulo,  del  bivettore.  Quindi 
l'area  d'una  superficie  è  il  limite  superiore  dei  valori  asso- 
luti dei  bivettori  delle  sue  parti;  definizione  analoga  a  quella 
della  lunghezza  di  un  arco  di  curva,  che  è  il  limite  supe- 
riore dei  vettori  delle  sue  parti. 

Sia  P'  la  proiezione  del  punto  P,  già  trasportato,  sul 
piano  n  ;  le  derivate  parziali  di  P'  sono  le  proiezioni  delle  de- 

•     .   ^-  T>      V        dF  dP\  ,         .    .        ,.  dP  dP  T  , 
rivate  di  P  ;  e  l'area  -3—  -j—  è  la  proiezione  di  -r-  -r-.  L'area 
'  da?  dy         ^  dx  iy 

vi  della  proiezione  della  figura  considerata  sarà  misurata  da 


"■=// 


dPdP'       , 
3—  -r—  da?  dry 
da?  d^  ^ 


.  ,.  dP'dP'  ^/dPdP\  '  ;,A  V 

e  poiché  TT-T^  =  ^^^  l  rP  rT")  ^^^^'  mdicando  con  a  l'an- 

dPdP 
golo  che  l'area  -r-  -r-,  dopo  il  trasporto,  fa  colla  sua  pro- 
iezione, si  avrà  ee'  =  /  /  mod  f  y-  -p  j  cosad^dy;  onde  si 
deduce  che 


W  <//mod  (^  ^]  ùx  dy. 


Si  decomponga  ora  in  parti  la  figura  data  in  modo  che 
l'angolo  che  fanno  tra  loro  i  piani  tangenti  in  due  punti 
qualunque  della  superficie  di  area  u  sia  minore  di  un  angolo 
e  piccolo  ad  arbitrio,  ciò  che  è  possibile,  supposta  la  con- 


■  ■■^1 
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dP    dP 
tinuità  di  -r- ,  -|-;  si  trasportino  queste  parti  in  modo  che 

il  piano  tangente  in  uno  dei  loro   punti  sia  parallelo  al 
piano  n.  Si  avrà  cosa  >  cose, 

«'>cose//mod(^^)da;dy, 

quantità  che  si  può  supporre  tanto  prossima  quanto  si 
vuole  al  secondo  fattore,  perchè  si  può  supporre  cose  dif- 
ferente dell'unità  meno  di  una  quantità  piccola  ad  arbitrio. 
Adunque,  poiché  u'  è  sempre  minore  dell'integrale  doppio 
considerato  e  vi  si  può  avvicinare  quanto  si  vuole,  si  con- 
clude che  questo  integrale  è  il  limite  superiore  di  u.  Ma 
per  definizione  il  limite  superiore  delle  aree  u'  è  l'area  u 
della  figura  considerata,  quindi 


u 


=ff'^Ara>%)^^^^ 


che  si  può  pure  scrivere  u  =  j  1  mod  (  t~  <^^  j~  dt/  j.  Si  os- 

dP  dP 

servi  che  -r-  do?  e  -r-  dy  sono  gli  spostamenti  infinitesimi 

del  punto  P  ove  varii  la  sola  x,  ovvero  la  sola  y;ed  u  vale 
la  somma  dei  valori  assoluti  dei  parallelogrammi  aventi  per 
lati  questi  spostamenti  infinitesimi. 

§  400.  Cilindri.  —  Su  d'una  superficie  cilindrica  pren- 
dansi  per  coordinate  l'ascissa  curvilinea  e  l'ordinata  di  un 
punto,  come  furono  definite  al  §  336.  Le  linee  coordinate 
sonò  le  generatrici  e  le  sezioni  rette  del  cilindro.  Il  paral- 
lelogrammo infinitesimo  compreso  fra  due  generatrici  conse- 
cutive e  due  sezioni  rette  è  un  rettangolo  di  area  àx  dy,  quindi 
la  superficie  totale  d'una  porzione  qualunque  della  superficie 
cilindrica  vale 

u=^  f/éjooày, 
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l'iategrale  essendo  esteso  a  tatta  qaella  porzione  di  super  * 
ficie.  Una  qualunque  delle  due  integrazioni  si  fa  immedia* 
tamente;  se  yo  e  yi  sono  i  limiti  entro  cui  varia  3^,1  qaitli 
sono  funzioni  di  ic,  e  se  A  =  yi  —  yo,  sarà 

e^  =  /  fe  do?. 

Esempio.  Un  cilindro  di  rivoluzione  la  cui  base  è  il  cer- 
chio OAB,  è  tagliato  con  un  piano  OBC  passante  pel 
centro  0  della  base.  Si  vuol  tro- 
vare l'area  della  superficie  cilindrica 
ABC  compresa  fra  il  quadrante  di 
cerchio  AB,  il  quadrante  di  ellisse 
BC,  e  la  generatrice  AC. 

Sia  il  raggio  OA  =  a,  ed  a  l'an- 
golo diedro  dei  due  piani  AOB,  COB, 
che    è  misurato   dall'angolo    piano  j,.^  ^ 

AOC. 

Detta  s  la  lunghezza  dell'arco  AM  che  va  dal  punto  A  al 

punto  variabile  M  della  base,  sarà  l'angolo  AOM=— ;  e  se  MN 

è  la  distanza  di  M  da  OB,  sarà  MN  =  a  cos  -;  inoltre  dal 

a 

triangolo  MNP  si  ha  che  MP  =  a  cos  —  tg  a,  e  questa  è  la 
quantità  che  prima  si  era  chiamata  h. 

Variando  s  tra  0  e  ^a,  il  punto  M  va  da  A  in  B,  ed 
MP  descrive  il  triangolo  mistilineo  ABC.  Si  avrà  quindi 

ABC  ==  /        acos  -  tgads  =  atga  /        acos  -d5=a*tga: 

Ma  l'area  del  triangolo  OAC  =  -  a*  tg  a  ;   quindi  l'area 

della  figura  ABC  è  il  doppio  dell'area  del  triangolo  OAC 
sua  proiezione  sul  piano  OAC. 


§  401.  Coni.  —  Sia  0  un  punto  fisso,  ed  M  un  punto 
variabile  la  cui  posizione  è  funzione  di  una  variabile  nu- 
merica X.  Variando  M,  la  retta  OM  descrive  una  superficie 
conica. 

Sia  P  un  punto  qualunque  della  generatrice  OM;  esisterà 
OH  numero  y  tale  che 

P-0=i/(M-0). 

Così  la  posizione  di  F  sulla  superficie  risulta  determinata 
mediaste  due  numeri  a;  e  ^;  il  primo  determina  la  gene- 
ratrice sn  cui  si  trova  P,  il  secondo  la  posizione  di  P  sulla 
generatrice.  Derivando  l'uguaglianza  precedente  sì  ha 

dP         dM  dP      ,,      ,, 

da;      "  dx  di*  ' 


quindi 


dPdP         dM,.,     „, 


ì  la  superfìcie  «  descritta  da  P  mentre  x  g^  variano  entro 
:erti  limiti,  varrà 

«=:/  /  modi/ -j- (M  — 0)da:dy. 

L'integrazione  rispetto  ad  y  si  può  eseguire  immediata- 
mente. Supponendo  di  voler  considerare  Tarea  descritta  dal 
segmento  OM,y  dovrà  variare  da  0  ad  1,  quindi 

r'inodyÌ|(M-0)dj,  =  mod[^(M-0)]y^VjS'= 


quindi 


«=!/' 


mo(i^(M-0)ir. 
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Come  esempio^  se  si  sappone  la  distanza  OM  costante 
=  r,  e  qaindi  che  M  si  maova  su  di  una  sfera  di  centro  0 

e  raggio  r,  la  direzione  di  -n- ,  che  è  tangente  alla  sfera, 

sarà  normale  al  raggio  OM,  onde 

mod  -T-  (M  —  0)  =  r  mod  -r— , 

e  qaindi 

w  =  2r/mod^da;. 

Ora  /mod  -^  do?  rappresenta  la  lunghezza  dell'arco  di 

carva  sferica  descrìtta  da  M  ;  qaindi  l'area  della  superficie 
conica  limitata  da  una  sfera  di  centro  il  vertice  del  cono^ 
è  eguale  all'area  del  triangolo  avente  per  base  la  lunghezza 
della  linea  intersezione  della  sfera  col  cono,  e  per  altezza 
il  raggio  della  sfera. 

§  402.  S/era.  —  La  posizione  di  un  punto  P  su  di  una 
sfera  di  raggio  r  si  può  determinare  mediante  le  sue  coor- 
dinate geografiche;  cioè;  mediante  l'angolo  a  che  il  raggio 
OP  fa  col  piano  di  un  cerchio  massimo  fisso  (equatore),  il 
quale  angolo  dicesi  latitudine,  e  mediante  l'angolo  diedro  § 
che  il  piano  che  proietta  OP  sul  piano  dell'eqnatore  fa  con 
un  piano  fisso  (primo  meridiano),  al  quale  angolo  si  da  il 
nome  di  longitudine.  Il  luogo  dei  punti  corrispondenti  ad 
uno  stesso  valore  di  a  è  un  parallelo  ;  il  luogo  di  quelli  cor- 
rispondenti ad  uno  stesso  valore  di  p  è  un  meridiano.  Se 
si  fa  variare  a  di  da,  mantenendo  fisso  p,  il  punto  P  de- 
scrìve un  arco  di  meridiano^  di  lunghezza  r  da.  Se  si  fa 
invece  variare  p  di  dp,  essendo  fisso  a,  il  punto  descrìve  un 
arco  di  parallelo,  cioè  di  cerchio  avente  per  raggio  r cosa 
e  di  angolo  al  centro  dp;  la  lunghezza  di  quest'arco  vale 
rcosadp.  Quindi  il  parallelogrammo  compreso  fra  questi 
spostameuli,  che  nel  nostro  caso  è  un  rettangolo,  ha  per 


»  '.J'-.-' 
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area  r^cosadad^^  e  l'area  di  ana  porzione  qualunque  di 
sfera  sarà  espressa  da 


u=^r^  j  Tcosadadp. 


Delle  due  integrazioni  che  qui  figurano,  la  prima,  sia  rispetto 
ad  a  che  rispetto  a  p,  si  eseguisce  immediatamente. 

Se,  p.  ea  si  fa  variare  a  da  —  -^  a  -*-  h->  ^  P  da  0  a  2ii, 
il  punto  P  descrive  l'intera  sfera,  e  si  avrà 

u  =  r^  f       cosa  da  /      dp  =  4%r^. 

J  -w/2  •/  0 

Se  si  considera  la  porzione  di  superficie  sferica  descritta 

dal  punto  P,  ove  p  varii  da  0  a 5?  6  a  da  0  a  p,  la  sua 
area  varrà 

u='r^l        dp/     cosa  da  =  r* 

ossia  vale  il  quadrato  del  raggio. 

§  403.  Superficie  di  rivoluzione.  —  Una  linea  qualunque 
nello  spazio  ruoti  attorno  ad  un  asse  fisso  Ox  ;  essa  genera 
una  superficie  di  rivoluzione.  I  singoli  punti  di  questa  linea 
descrivono  circonferenze  dette  paralleli.  Le  sezioni  fatte  con 
piani  passanti  per  l'asse  diconsi  meridiani.  La  superficie  si 
può  immaginare  descritta  da  un  meridiano  che  ruota  at- 
torno all'asse.  Chiamiamo  a  l'angolo  di  cui  è  ruotato  il  me- 
ridiano per  passare  da  una  sua  posizione  iniziale  ad  una 
posizione  qualunque  ;  sia  x  una  variabile  da  cui  dipende  la 
posizione  del  punto  sul  primo  meridiano.  Allora  la  posizione 
di  un  punto  P  su  questa  superficie  è  data  dai  due  numeri 
07  ed  a;  il  secondo  determina  il  meridiano^  il  primo  il  pa* 
rallelo  su  cui  si  trova  il  punto  della  superficie. 

Le  linee  coordinate  sono  fra  loro  ortogonali,  e  dividono 
la  superficie  in  rettangoli  infinitesimi.  Se  às  è  un  elemento 
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d'arco  di  meridiano,  2^  è  la  distanza  del  punto  considerato 
dall'asse  di  rivolozione,  da  è  l'incremento  infinitesimo  di  a, 
l'arco  di  parallelo  vale  y  da,  e  l'area  compresa  fra  le  due 
coppie  di  linee  coordinate  infinitamente  prossime  varrà 
^dsda;  e  Tarea  d'una  porzione  della  superficie  di  rivolu- 
zione vale 

u  =  J[f  yAsi<x. 

L'integrazione  rispetto  ad  a  si  può  eseguire  immediata- 
mente. Se  si  suppone  che  a  varii  fra  0  e  27c,  ossia  si  vuol 
determinare  l'area  descritta  dall'arco  AB  di  curva  in  una 

/Sic 
da  =  2ic ,  si  avrà 

w==2TC/yd5, 

e  un  elemento  di  area  àu  =  2'nyi8  vale  il  prodotto  della 
circonferenza  2ny  descritta  dall'elemento  considerato  di 
curva  rotante  per  la  lunghezza  is  di  questo  elemento. 

Esempi  1®.  —  Sia  y^  =  2px  l'equazione  d'una  parabola 
conica  riferita  all'asse  e  alla  tangente  nel  vertice.  Si  ha 

quindi  l'area  descritta  da  un  arco  di  parabola  di  cui  un 
estremo  è  il  vertice  e  l'altro  estremo  è  un  punto  di  ordi- 
nata y^  ove  questo  arco  ruoti  attorno  all'asse  della  para- 
bola, è  dato  da 

u  =  27zf^yds  =  -^f^\y^'^p'ydi/, 

ossia,  eseguito  il  calcolo. 


u 


=  l^[{t/'*P')]/l-*'^-3^ 


P.  —  Anàliai  inflnittsimaU,  —  YOL.  n.  -  16. 


' 


m-. 


^> 


» 
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ovvero,  espresso  in  funzione  di  a?  : 

2  r 


*>     L 


2^.  Missoide  di  rivoluzione.  —  L'ellisse  di  equazione 

roti  attorno  all'asse  O^r  ;  essa  genera  un  elissoide  di  rivolu- 
zione, che  dicesi  allungato,  se  a  >  &,  ovvero  schiacciato  se 
a  <  6.  Si  vuol  misurare  la  superficie  totale  u  di  quest'el- 
lissoide. 
Si  ha: 


Per  avere  l'area  u  basta  integrare  2nyds  fra  i  limiti  0 
ed  a,  e  raddoppiare:  onde 


u 


=  47t  /""^^  Va'  -  («*  —  ^*)  ^  àx. 

J  ^    Or 


Questo  integrale  si  può  calcolare  colle  regole  note.  Se 
a  >  6,  e  posto  e  =  Va*  —  6*  /  a,  si  ha  : 


t« 


=  27ca6(VT^ 


6* 


sene\ 


2w6*  -4-  . .  cos  - 


Se  a  <  &,  si  ha  : 


o  J.2         27ra*6    ,      6-^V&*-«* 


a 


§  404.  Le  coordinate  a?  ed  t/  da  cui  dipende  la  posizione 
di  un  punto  su  d'una  superficie  possono  essere  due  delle  tre 
coordinate  cartesiane  del  punto.  La  terza  z  sarà  funzione 
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di  X  ed  y.  Le  linee  coordinate  sulla  superficie  sono  le  linee 
aventi  per  proiezioni  sul  piano  xy  le  rette  parallele  agli 
assi  Ori;  ed  Q^  ;  vale  a  dire  sono  le  sezioni  fatte  nella  super- 
ficie con  piani  paralleli  ai  piani  ore  e  pz.  L'elemento  d'area 
compreso  fra  due  coppie  di  linee  coordinate  ha  per  proie- 
zione il  rettangolo  compreso  fra  due  coppie  di  parallele  agli 
assi  coordinati,  la  cui  area  vale  do?  dy;  quindi  detto  yI'&h- 
golo  che  il  piano  tangente  alla  superficie  nell'elemento  con- 
siderato fa  col  piano  xì/,  ossia  l'angolo  che  la  normale  alla 
curva  fa  coU'asse  0^,  l'elemento  di  area  oggettiva  è  eguale 
all'area  proiezione  da?dy  divisa  per  cosy;  onde  l'area  to- 
tale della  superficie  vale  : 


»=// 


da?  di/ 


cosY 
Ricordando  che 


(1) 


e-=V-(rJ*(IT. 


la  stessa  formula  si  può  pure  scrivere 


Se  l'angolo  y  è  costante,  si  può  portare  fuori  del  doppio 
integrale  1/cosy;  Vffdxdy  che  rimane  misura  l'area  pro- 
iezione della  figura  data;  onde:  se  è  costante  l'angolo  y  c'h^ 
il  piano  tangente  ad  una  superficie  fa  con  un  piano  fisso 
xy,  l'area  d'una  porzione  qualunque  della  superficie  è  eguale 
all'area  della  sua  proiezione  divisa  per  cos  y- 

Questa  costanza  si  presenta  nel  cono  di  rivoluzione  ri- 
spetto alla  sua  base.  Se  Z  è  il  lato  del  cono,  r  il  raggio  del 
cerchio  base,  sarà  cosy=*Wì;  onde  detta  S  l'area  di  una 
porzione  qualunque  della  superficie  conica,  e  S' la  sua  pro- 
iezione sulla  base,  si  avrà  S  =  —  S'.  Se  si  fa  S'  =  wr«,  si 

'  r 
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avrà  la  saperficie  laterale  del  cobo  S  =irfr.  Se  per  S' si  prende 
DQ  quadrato,  o  un  poligono  facilmente  quadrabile,  si  avrà  per 
S  una  porzione  di  saperficie  conica  perfettamente  qoadra- 
bile.  La  stessa  proprietà  si  ha  nella  saperficie  luogo  delle  tan- 
genti all'elica;  e  in  generale  nella  saperficie  inviluppo  di  un 
piano  mobile,  assoggettato  alla  sola  condizione  di  fare  col 
piano  ccy  un  angolo  costante  y. 

§  406.  Volumi.  —  Essendo  U,  V,  W  tre  vettori  nello  spazio, 
UVW  rappresenta  il  volarne  del  parallelepipedo  o  trivettore 
costrutto  su  essi;  ovvero  il  numero  che  lo  misura.  L'unità 
di  misura  è  il  cubo  IJE  costrutto  su  tre  vettori  egaali  in 
lunghezza  all'unità  di  misura,  a  due  a  due  ortogonali,  e  tali 
che  il  loro  trivettore  sia  positivo.  Quindi  si  ha  : 

UVW  =  mod  U  mod  V  mod  W  sen  (U,  V,  W), 

indicando  r^n  sen  (U,  V,  W)  il  seno  del  triedro  formato  dai 
tre  vettori  dati. 

Se  si  attribuiscono  &A  x  e  p  valori  fissi,  e  si  fa  variare 
2  fra  limiti  ?o  e  zi,  funzioni  di  rr  e  j/,  il  punto  P  descrive 
un  arco  di  linea  coordinata.  Se,  conservando  fisso  co,  si  fa 
variare  y  fra  i  limiti  yo  e  y\  funzioni  di  x,  questa  linea 
descrìve  una  porzione  di  una  superficie  coordinata.  Infine 
variando  x  fra  due  limiti  fissi  xo  e  xi,  questa  saperficie  coor- 
dinata descrìve  un  solido.  I  pnnti  dì  questo  solido  hanno 
quindi  le  coordinate  che  soddisfano  alle  condizioni 

aoo<x<Xi,     ya<y<y\,     eo<e<  Zi. 

Si  dimostra  in  modo  analogo  a  quanto  si  è  fatto  per  le  aree 
piane,  che  il  volume  del  solido  cosi  determinato  è  dato  da 

ove  le  integrazioni  sono  fatte  fra  i  lìmiti  detti. 


-  2i5  - 


CAPO  IX. 


equazioni    differenziali 


Separazione  ddle  variabili. 

§  406.  Dicesi  equazione  differenziale  ogni  equazione  fra 
alcune  variabili  indipendenti  xi ...  Xm,  delle  altre  variabili 
y\ ...  yn  considerate  come  funzioni  delle  prime,  e  alcune  delle 
derivate  delle  y  rispetto  alle  x. 

Risolvere,  o  integrare^  un'equazione  diiFerenziale,  o  un 
sistema  di  tali  equazioni,  significa  trovare  tutte  le  funzioni 
yi-'-Vn  delle  oci...Xm^  tali  che,  sostituendo  nelle  equazioni 
date  al  posto  delle  y  e  delle  derivate  i  loro  valori,  le  equa- 
zioni risultino  soddisfatte  per  tutti  i  valori  delle  variabili 
indipendenti  x. 

Se  una  sola  è  la  variabile  indipendente,  l'equazione  di- 
cesi differenziale  ordinaria.  Se  invece  il  numero  delle  va- 
riabili indipendenti  è  maggiore  dell'unità^  l'equazione  dicesi 
a  derivate  parziali. 

Un'equazione  differenziale  ordinaria  contenente  una  sola 
funzione  y  è  un'equazione  fra  x,  y,  e  alcune  delle  derivate 

saccessive  ^,g,...0.  Un'equazione  siffatta  dicesi  di 

ordine  n,  se  in  essa  comparisce  la  derivata  n<*,  e  non  com- 
paiono le  derivate  d'ordine  superiore. 

Quindi  ogni  equazione  differenziale  dì  primo  ordine,  dal 
cui  studio  comiUcieremo,  è  della  forma 


f(»,,,|)=o, 


ove  possono  anche  mancare  la  a?  e  la  y,  ma  vi  comparisce 
necessariamente  il  di//da?.  Supposto  di  poterla  risolvere  ri- 
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spetto  a  AylAcc,  essa  assume  la  forma: 

Fa  dimostrato  che,  sapposta  la  continaìtà  di/* (a;, j^),  esi- 
stono infinite  funzioni  ^  della  variabile  a;,  definite  in  con- 
venienti intervalli,  che  soddisfano  all'equazione  differenziale 
proposta.  Però  l'esprìmere  siffatte  funzioni  coi  segni  finora 
noti,  è  problema  che  si  sa  risolvere  solo  in  casi  particolari. 

§  407.  Supponiamo  che  l'equazione  differenziale  non  con- 
tenga esplicitamente  la  y,  essa  avrà  la  forma 

t=m,  (1) 

la  cui  integrazione  fu  l'oggetto  dei  capitoli  UI  e  IV.  Sup- 
posta la  f  {oo)  continua,  si  sa  pertanto  che  esistono  infinite 
funzioni y  dico  che  soddisfano  all'equazione  (1) ;  e  indicando 
con  ff{oo)àx  una  di  esse,  ogni  funzione  che  vi  soddisfa  è 
data  dalla  formula  : 

y  =  ff{x)i^^G  (2) 

.  ove  C  è  una  costante  arbitraria.  Havvi  una  ed  una  sola  solu- 
zione della  equazione  (1)  che  per  x=^a  assume  il  valore  l^ 
ed  è  data  da 

y  =  b^  ff{co)i(c.  (3) 

Adunque  la  funzione  y  determinata  dalla  (1)  si  esprime  me- 
diante un  integrale,  o,  come  si  suol  dire,  mediante  una  qua- 
dratura. 

§  408.  Se  l'equazione  differenziale  non  contiene  esplicita- 
mente la  variabile  indipendente  a?,  essa  si  può  ridurre  alla 
forma 


Essa  è  evideotemente  soddisfatta  supponendo  y  costante  e 
taleche/'(y)=O.Sappostomvece/'{i/)50,  l'equazione  prece- 
dente si  può  pure  scrivere 

e  ìnt^rando  i  due  membri 


f-, 


Si  ha  cosi  una  relazione  fra  ^  ed  a;;  risolvendola  rispet 
ad  y,  si  avrà  y  in  fanzìone  di  x.  Adunque  le  funzioni  che  so 
disfano  alla  (1),  o  rendono  f  {y)  =  0,  o  soddisfano  alta  (3) 

§  409.  Vogliamo  dìscatere  più  attentamente  la  natu 
delle  funzioni  che  soddisfano  alla  (1).  Sia  perciò  aro  un  v 
lore  qualunque  di  x,  e  y^  un  valore  di  y  per  cui  /'  iy^  ; 
Si  vuol  determinare  la  funzione  che  soddisfa  alla  (1)  e  ci 
per  x=-Xo  assume  il  valore  ya.  Questa  funzione,  nelle  vì( 
nanze  di  oo=:X(,,  soddisferà  alla  (3);  e  prendendo  gli  ìnt 
grali  a  partire  dai  valori  x^j^y^^^ìx^  di  y,  essa  diventa 

Sia  yi  il  più  grande  (limite  superiore)  dei  valori  di  y  ti 
che  nell'intervallo  y^yi  la  funzione  f(y)  sia  continua 
non  si  annulli  mai.  Supposto  per  semplicità  la /"(j/)  semp 
continna,  allora  y\  sarà  la  più  piccola  delle  radici  dell' 
quazione  f(y)  =  0,  maggiori  di  yo,  se  effettivamente  esisto) 
siffatte  radici;  altrimenti  sarà  ^1  =  00.  Sia  yt  il  minili 
dei  valori  di  y  tali  che  nell'intervallo  yt^yo  la  f{y)  sia  co: 
tinna  e  non  si  annulli  ;  questo  y»  può  essere  finito,  0  vale 
—  00.  Allora,  nell'interno  dell'intervallo  yi~y(„  la  funzioi 
Vf{y)  è  continua,  e  si  può  integrare.  Pongasi 


f.j 


a;,  s=  cco  +  /   '  Ay!f(y),       oca  =  sco  —  /    "  (iylfiy) 
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^te  quantità  xì  e  Wt  possono  essere  finite  o  infinite, 
ì  gli  integrali  che  qni  compaiono,  in  cni  la  fbnzione 
igrarsi  ha  nn  segno  costante,  non  possono  essere  in- 
ninati. 
}ra  la  funzione  ìe  di  ^  data  dalla  (4) 

!c  =  ah-h/y^àylf(^)  (4') 

aita  per  tatti  i  valori  di  y  nell'intervallo  y~yi  ;  essa 
sempre  nello  stesso  senso,  perchè  la  saa  derivata  ha 
!gno  costante;  e  col  variare  di  y  da  ys  a  ^o  e  a  yi, 
varia  da  ccb  a  (Co  e  a  xi.  Quindi  essa  si  può  invertire 
vale  a  dire  l'eqaazione  (4')  determina  nna  ed  una  sola 
ne  y  di  m,  contìnua,  definita  nell'intervallo  aH~wi, 
er  x  =  a}a  assume  il  valore  yo,  e  che  soddisfa  all'eqna- 
differenziale  data.  L'ampiezza  dell'intervallo  Wt~Xì, 
Ci  —  ^  si  ricava  dalle  formule  (5) 


071- 


-^=y*^'  Ay!f(jf)- 


10.  Esaminiamo  alcuni  casi  particolari.  Se  la  funzione 
Qon  si  annulla  per  alcun  valore  di  y,  allora  sari, 
30,  e  ^j  =  —  co.  Supponiamo  inoltre  che  le  quantità 
xt  siano  pure  infinite;  allora  la  relazione  (4')  deter- 
infinite  funzioni  y  di  x,  definite  per  tatti  ì  valori  di  x, 
col  variare  di  »  da  —  co  a  -•-  oo  variano  pare  da 
a  -I-  co.  Soddisfa  a  queste  condizioni  l'equazione 

si  ricava  y  =  [e' ^* — e -'•~'']/2,  funzione   definita 
gni  valore  di  a;. 

essendo  ancora  yi  ^  co  e  ys  ^=  —  co,  gli  integrali  xi 
sono  finiti,  allora  l'intervallo  ctn^sci  in  cai  è  definita 

è  finito,  ed  ha  per  ampiezza  /       f^lfiy)-    Col  ten- 
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dere  di  oo  agli  estremi  di  questo  intervallo^  la  funzione  y 
tende  all'oo.  Quindi  le  soluzioni  della  equazione  proposta 
sono  funzioni  continue  e  finite  solo  in  un  intervallo  finito. 
Ad  es.  l'equazione 

1  =  1*^  (2) 

definisce  p  funzione  continua  di  ix?  solo  in  intervalli  di  am* 

/+»  dv 
.,    ^  g = n.  Si  ricava  y  =  tang  {x  —  e). 

Supponiamo  ora  che  f{y)  si  annulli  per  qualche  valore 
di  y.  Sia  ad  es.  l'equazione 

Essa  è  soddisfatta  da  ^  =  0.  Supposto  y  non  nullo^  essa 
si  può  scrivere  Ayly  =  do?,  da  cui  log  y  =  a?  -+-  e,  e  y  =  e* + *, 
0  ancora  y  =  e*  e* ,  ove  e  è  una  costante  arbitraria.  Al  posto 
di  e*  possiamo  scrivere  C;  e  C  sarà  pure  una  costante  il 
cui  valore  è  arbitrario,  purché  non  nullo,  poiché  e^'  non  è 
mai  nullo.  Dunque  le  soluzioni  dell'equazione  proposta  sono 

y  =  o 

e 

y=Ce'  ove  C^O. 

Ma  la  prima  di  queste  soluzioni  si  ottiene  dalla  seconda 
facendo  C  =  0  ;  dunque  tutte  le  soluzioni  dell'equazione  data 
sono  date  dalla  formula  y  =  C  e*,  ove  C  é  una  costante  ar- 
bitraria. 
Sia  l'equazione 

Essa  é  soddisfatta  da  y  =»  0  ;  per  y  non  nullo,  essa  equivale 
a  dy/y2  =  do;,  ossia  1/y  =  e  —  a?,  y  =  l/(c  —  co).  Siffatta  fun- 
zione é  continua  solo  da  —  oo  a  e,  ovvero  da  e  a  h-  oo.  La 


l 

I 

ì 

f 
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soluzione  y  =0  non  si  ottiene  dalla  y=l/(c — oj),  qnalnnqne 
sia  il  valore  che  si  attribaisca  a  e;  però  facendo  tendere 
e  ad  00,  si  ha  al  limite  y=0. 
Sia  l'equazione 

d^  =  3y«/3.  (5) 

Supposto  y  non  nullo,  essa  equivale  a  y  =  (a?  —  a?o)^  ove 
a;o  è  una  costante  arbitraria.  Le  soluzioni  dell'equazione 
proposta  sono  adunque  tutte  le  funzioni  che  si  possono  for- 

1^^  mare,  in  guisa  che,  quando  non  sono  nulle,  siano  della  forma 

1;  {x  —  xoy.  Esse  sono  le  seguenti: 

I  a)  La  funzione  y  =  0. 

I  6)  La  funzione  y  che  da  —  oo  ad  un  valore  Xo  ha  il 

valore  0,  e  da  oco  ad  oo  ha  il  valore  y  =  (a?  —  xoY. 

e)  La  funzione  y  che  da  —  oo  ad  un  valore  a;o  ha  il 
valore  y  =  {x  —  oooY  ==  —  (a?o  —  cof,  e  da  xo  ad  oo  ha  il 
valore  0. 

I  d)  La  funzione  y  che  nell'intervallo  da  —  oo  ad  xo  vale 

(a?  —  a7o)^  nell'intervallo  da  xo  ad  a?i  >  <Co  vale  0  ;  nell'in- 
tervallo da  XI  ad  oo  vale  (a;  — a?i)l 

I  e)  La  funzione  y  =  (x  —  a?o)^. 

y  Si  consideri  ancora  l'equazione 


tr. 


^  ■ 


t=|.'".  (6) 

Soddisfano  ad  essa  tutte  le  funzioni  che,  quando  non  sono 
nulle,  sono  della  forma  y = ±  (a?  —  Xq)  */•.  Le  soluzioni  del- 
l'equazione proposta  sono  adunque: 

a)  y  =  0. 

6)  2/  =:  0  nell'intervallo  da  —  oo  ad  rro,  e  y  =  (a?  —  aro)*/* 
da  xq  ad  oo. 

e)  t/=0  nell'intervallo  da  — oo  adiCa,  ey= — (a?— jto)*/- 
da  a?o  ad  oo. 


§  411.  L'eqaazione 


^=f{^)viy), 


.A 


ove  il  T^  è  il  prodotto  d'una  funzione  di  x  per  una  funzione 

di  y,  comprende  come  caso  particolare  le  due  precedenti 
dyjiiJo=f{x),  e  ày!àa!=rf{^).  Essa  è  soddisfatta  dai  va- 
lori di  y  che  rendono  qi  (y)  =  0;  sopposto  (p  (y)  5  0,  essa  si 
può  scrivere: 

e  sotto  questa  forma  dicesi  che  le  varìahili  sono  separate, 
poiché  in  un  membro  e'  è  la  sola  y  con  d^,  e  nell'altro  la 
sola  ic  con  dx.  Integrando  si  avrai: 


A 


'-%=/fW '!«*':■ 


Esempio.  Sia  l'equazione 


ove  P  è  una  data  funzione  di  se.  Essa  è  soddisfatta   da 
da^=0.  Sapposto  ^^0  si  avrà: 


e  ponendo  C  al  posto  di  e\  si  avrà 

y=.Ce/"-. 

Se  qui  a  C  si  attribuisce  il  valore  0  sì  ha  la  soluzione 
^  —  0;  dunque  ogni  soluzione  dell'equazione  proposta  è 
data  dalia  formula  y  =  Ce^''<^,  ove  C  è  una  costante  ar- 
bitraria. 
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§  412.  Esempii.  —  1.  Vogliasi  la  curva  per  cui  la  sotto- 
normale cartesiana  ha  un  valore  costante  a. 
Si  avrà  l'equazione  diflferenziale 

Ay 

Separando  le  variabili, 

y  di/  =  a  àr  ; 
integrando  i  due  membri, 

ossia  0/*  =  2(w;  -♦•  C. 

Quest'equazione  rappresenta  infinite  parabole  aventi  lo 
stesso  parametro  2a,  e  per  asse  l'asse  delle  x  ;  il  vertice  è 
un  punto  arbitrario  dell'asse  delle  a?. 

2.  Trovare  la  curva  la  cui  sottotangente  cartesiana  è 
costante  : 

Le  linee  cercate  sono  curve  logaritmiche. 

3.  Trovare  la  curva  per  cui  la  sottonormale  è  proporzio- 
nale all'ascissa: 

y  ^  =  fl^.  =.  y«  =aa;2  -^  e 

(ellisse  0  iperbole  riferita  agli  assi). 

4.  Trovare  la  curva  per  cui  la  sottotangente  è  propor- 
zionale all'ascissa: 

^^  n    1/- 

^dy  ^^^-  ^'  y  =  ^^^ 
(parabole  dei  varii  ordini). 
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5.  Trovare  la  curva  per  cai  è  costante  =  a  la  lunghezza 
della  normale. 
L'equazione  differenziale  delle  curve  cercate  è: 


y 


V>*(al)"--  <•) 

Elevando  a  quadrato,  col  che  non  si  altera  l'eguaglianza^ 
perchè  essa  va  intesa  fra  i  valori  assoluti  dei  due  membri  si  ha  : 

ydy 
w*  =  a^  ovvero  +  ^/  o        »  =  do?. 

L'equazione  ì/*  =  a^  ossia  y  =  + a  rappresenta  due  rette 
parallele  all'asse  delle  a?,   alla  distanza  a.   L'equazione 

+  Hz-g^^-g  =  da?  vale  +  V»*  —  y*  =^  —  e»  ossia  (a?—  c)^  -h 

4-  y2  —  ^2  Essa  rappresenta  i  cerchi  di  centro  un  punto  qua- 
lunque dell'asse  delle  x^  e  di  raggio  a.  Le  linee  più  generali 
che  soddisfano  alla  condizione  imposta  sono  le  linee  continue 
che  si  possono  comporre  con  quelle  rette  e  questi  cerchi. 

6.  Trovare  la  curva  per  cui  è  costante  la  lunghezza  della 
tangente.  Si  ha  Tequazione  differenziale 

la  quale  contiene  ^  e^,  ma  non  contiene  x\   quindi  si 

può  integrare. 

Si  elevi  a  quadrato^  col  che  non  si  altera   l'equazione. 
Si  avrà: 

=y8  =,  1^  =  0,  ovvero  ±  -^ ^  dy  =  da?. 


; 


—  ^4  - 

Soddisfa  effettivamente  all'equazione  (a)  la  solazione  ^  =  0, 
che  rappresenta  l'asse  delle  x.  L'altra  solazione  dà 


^  dy  =  a?  — e, 


y  

ossia         ±{x  —  e)  =  Va*  —  ^ — alog ^ — ^^^^^ . 

Questa  equazione  rappresenta  infinite  curve,  che  si  otten- 
gono da  una  di  essa,  p.  es.  da  quella  corrispondente  a  e  =  0^ 
trasportandola  lungo  l'asse  delle  a?.  Questa  curva  dicesi  la 
trattrice. 

7.  Trovare  la  curva  per  cui  è  costante  l'angolo  8  che  il 
raggio  vettore  fa  colla  tangente.  Posto  tang  6  =  a  si  ha  : 

^--^  =  a .  = .  p  =  e  e^/«  (spirale  logaritmica). 

dP 

8.  Trovare  la  curva  per  cui  è  costante  la  sottonormale 
polare  : 

zP=a.  =  .p  =  acp-»-c        (spirale  d'Archimede), 
dtp 

9.  Trovare  la  curva  per  cui  è  costante  la  sottotangente 
polare: 

?-^  =  a.  =  .p(cp-4-c)  =  —  a  (spirale  iperbolica). 

10.  Trovare  la  curva  per  cui  è  costante  la  lunghezza  della 
normale  polare: 


La  prima  solazioue  p^=:a',  ossìa  ^  =  a,  rappresenta  il 
cerchio  di  centro  l'origine  e  di  raggio  a;  la  seconda  vale 


g2. 


tr' 
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yT/^a !_  pg  =  9  -*-  e .  = . sen|  =  cpH-  e .  = . p  =  asen((p  -i-c), 

e  rappresenta  tutti  i  cerchi  passanti  peil'origine,  e  di  dia- 
metro a. 

11.  Trovare  una  curva  di  equazione  y  =  f{x)  in  assi  or- 
togonali, tale  che  l'area  descritta  dall'ordinata  della  curva 

mentre  l'ascissa  varia  da  a  ad  x^  cioè  /     y  ^y  sia  pro- 
porzionale all'arco  della  curva,  mentre  l'ascissa  varia  fra  gli 

stessi  limiti,  cioè  a  /      y  1  ■*■  (  j^  )  ^-  Detto  m  il  coef- 
ficiente di  proporzionalità,  si  avrà  Tequazione: 

/Vd.=«./;i/i*(^)'d«,.     (.) 

Questa,  differenziata,  dà: 

yix  =  m  Vdo?^  -♦-  df  (P) 

e  viceversa  la  (P),  integrata  fra  a  ed  a;  dà  la  (a),  sicché 
(a)  =  (p).  Si  ha: 

wdy 


ovvero  da?  ='  4- 


Yy2_^2 


La  prima  soluzione  y*  =  w2,  ossia  i/  =  +w,  rappresenta 
due  rette  parallele  all'asse  delle  x  alla  distanza  m.  La  se- 
conda dà: 

05  —  e  =  wi  log  (i/  -♦-  Vy*  —  w*  j .  =  .  y  -+-  Vy^  —  w^  = 
la  quale  rappresenta  la  catenaria  avente  per  vertice  il  punto 
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12.  Trovare  la  curva  y  =  f{(c),  in  guisa  che  U  volarne  di 
rivoluzione  ni  y^ix  sia  proporzionale  alla  corrispon- 
dente superficie  di  rivoluzione 


^f^V'<^h 


Detto  m  il  coefficiente  di  proporzionalità^  si  avrà,  come 
prima,  l'equazione  differenziale 

Essa  ha  per  soluzione  y  =  0.  Astraendo  da  questa,  e  divi- 
dendo per  ny  si  trova  l'equazione  differenziale  (P),  ove  al 
posto  di  m  si  metta  2m. 

13.  Trovare  la  curva  descritta  dal  punto  di  coordi- 
nate polari  (p,  cp),  tale  che  l'area  descritta  dal  raggio  vet- 
tore sia  proporzionale  all'arco  corrispondente.  Si  avrà: 


/'!...=»  r|/..(l)'.. 


ossia 


p2  d?  =  2m  Vp2  dcp2  ^  dp2 .  =  ; 
•  =  •  (P*  —  4w^  p^)  d9*  =  4w*  dp*  .== . 

2mdp 


p  =  0 .  ^-^ .  p^  —  4m'  ==  0 .  - .  d?  = 


p  Yp*  —  4wi^ 


Trascurando  la  soluzione  p  ==  0,  che  non  dà  alcuna  curva, 
la  soluzione  p^  —  Anfi  =  0,  ossia  p  =  2m  rappresenta  il  cer- 
chio di  centro  l'origine,  e  di  raggio  2m.  L'ultima  soluzione 

2f9i 
dà  p  =  — T TvT,  e  rappresenta  tutte  le  rette  la  cui  di- 
stanza dall'origine  è  2m. 


Equazioni  omogenee. 

§  413.  Dicesi  omogenea  ana  eqaazioDe  differenziale  della 
forma 

ove  -p-  è  fanzione  omogenea  di  grado  zero  di  ce  ed  y.  Sono 
rìdattibili  alla  forma  precedente  le  equazioni   della  forma 

(p  (x,  y)  da;  +  <J>  {x,  y)  dy  =  0, 
ore  cp  6  «t*  siano  funzioni  omogenee  in  a;  ed  y,  e  dello  stesso 
grado  n;  invero  sarà  <p{x,y)  =  afif(l,  -^),  <Kx,y)  = 
=  *"'"  +  (  Ij  -^  )  ;  quindi  sostituendo,  si  ricava  appnnto  ^  in 
fanzione  di  -^. 

10 

Supposto  nella  (1)  x  non  nullo,  facciasi  y"»(ic;  se  y  è 
noa  funzione  qualunque  di  x,  sarà  parimenti  t  nna  fanzione 

qualunque  ;  e  sarà  jj  =  f^  -g^  *  '■  Sostituendo,  l'equazione 

differenziale  diventa 

ovvero 

(2)  Bodt-t-[t-fit)]dx  =  0. 

In  quest'equazione  le  variabili  si  possono  separare  La 
eqnazione  è  soddisfatta  da  tutti  ì  valori  costanti  di  t  che 
soddisfano  all'equazione  t  —  f{t)=0.  Pei  valori  di  t  che 
non  soddisfano  a  questa  condizione,  l'equazione  (2)  sarà 

P.  —  Jmaitì  i<lfiK»ttimqU.  —  TOL.  n.  -    17. 
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equivalente  alla 

(3) 


d^  àx 


f{t)  -  t         X 


ovvero 


ex. 


Le  yariabili  si  possono  pare  separare  col  cambiamento 
di  yariabili  a;  =  p  cos?,  y  =  9  senf . 
Esempio  V.  —  Sia  l'equazione 

{aoD  ■*■  Ip)  dx  •*■  {a'x  •*■  Vy)  dy  =  0. 

Posto  y  =  to,  si  ricava  : 


a -\- {h  ■*■  a')  t  *  V  t^  ■*- X  (o'  -».  h't)  -^  =  0. 


onde 


da?  {a'  -f  h't)  àt         _  ^ 

X    "*"  a  -I-  (6  -H  a')  <  •*-  i*'  <*  ~    ' 

,  Z'      {a'-*-h't)At  ^ 


Ioga;  H-  i  log[a  -h  (6  •*-  o')<  +  6'<*] 
a'  —  hr  àt 


'  /"  <"  — r 

7  a-*-(6-*-o')f-^«''<''~'    ' 


che  si  paò  anche  leggere  : 

log  («flc*  -4-  (fc  H-  a')  a^y  -4-  &'y*)  -♦- 

Esempio  2\  —  Vogliasi  la  curva  tale  che  il  raggio  vet- 
tore condotto  dall'origine  delle  coordinate  ad  ano  qualunque 


dei  aaoì  punti  sia  eguale  alla  porzione  dell'asse  delle  y  e 
preso  tra  l'orìgine  ed  il  punto  in  cai  la  tangente  inco 
quest'asse. 

Sia  P(v,  y)  un  pnnto  della  curva 
cercata;  sia  T  il  pnnto  in  cai  la 
tangente  in  P  alla  carva  incontra 
l'asse  Oy;  supposti  ortogonali  gli 
assi,  dal  triangolo  QPT  si  ha 

e     OT  =  QT-OQ  =  ay-y; 

osservando  poi  che  OP  =  \:ì'  -t-  y*, 
essendo  P  per  ipotesi  un  punto  della 
curva  cercata,  sarà 

OT  =  OP,     ossia     o!^  —y^ yx^  -*■  y", 


Ay    _  Va?*  -t-  y*  -H 


che  è  un'equazione  differenziale  omogenea  ia  hd  e  y. 
Ponendo  y  =  xz,  l'equazione  precedente  si  trasform 


e  separando  le  varìahili 
do; 


Integrando,  si  ha 

log»  —  log(^  +  Vi  •*•  ^*) = logC. 


"i.^^  ■  j  f^;  w 


'^r^^mm 
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ovvero 

ove  C  indica  una  costante  arbitraria;  riponendo  per  z  il 

suo  valore  —  si  ha  infine 

co 

e  qaesta  equazione  ci  dice  che  il  luogo  cercato  è  costituito 
da  infinite  parabole  aventi  per  asse  l'asse  delle  y  e  per  il 
fuoco  il  punto  (oj  =  0,  y  =  0)  da  cui  partono  i  raggi  vettori. 

§  414.  Le  equazioni  della  forma. 


ày  _  Jaoo  -^hy  -^  c\ 
da;-      '  Va'a;-+-6'y-»-c7 


si  possono  ridurre  alla  forma  ultimamente  considerata,  e 
quindi  integrare.  Invero,  se  ab'  —  a'h  non  è  nullo,  esistono 
due  numeri  oo'o  ed  yo  che  soddisfano  alle  equazioni: 

aa?o  -H  6yo  -♦-  e  =  0,        a'a?o  -♦-  Vy^  -*-  e'  ==  0. 

Posto  07  =  a?o  H-  X,  y  =  yo  -H  Y,  ad  ogni  coppia  di  valori 
di  0?  ed  y  corrisponde  una  coppia  di  valori  di  X  ed  Y,  e 
viceversa;  e  si  avrà 


dY_./_aX 
dX~' Ux 


dY  Y 

ossia  -Txr    è  una  funzione  di 


Si  arriva  allo  stesso  risultato  facendo  ew;  -♦•  Jy  -»•  e  =  w, 
a'a?  -4-  6'y  -f-  e'  =- 1;  ;  se  db'  —  a'h  non  è  nullo,  si  possono  ri- 
cavare 0?  ed  y  in  funzione  di  e*  e  t;,  e  sia  a?  —  a«^  -h  pi;  H-  y. 
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y=o'a  +  p'f  -+-  i.  Sostitaendo  si  ha 

adw  -«-  pd«   ~     \  V  )' 

la  quale  è  omogenea. 

I  due  procedimenti  indicati  non  sodo  applicabili 
ab'  —  a'b  =  0.  In  qaesto  caso  si  possoao  determinare  due  e 
meri  »t  ed  n,  non  amendae  Dalli,  che  soddisfino  alle  condizi( 

ma  -f-  7i6  ^  0,       ma'  •*•  nV  =  0, 

e,  se  si  vnole,  tali  che  m'  -t-n^  =  1. 

Allora  pongasi  X  =  man  ■*■  ny,  Y=  — nx  -t*  wy;  si  ricavt 
flj^mX  —  nY,y  =  nX -h  mY ;  oar -*•  iy  -h  e  =  {am-^  hn 
•*•  {—an  +6m)Y  -i-  c  =  (6»»  — an)  Y  +  e,  a'ae  -i-b'y 
-•-c'  =  (6'm-o'n)Y-t-c': 

mdX  — wdY  _  .  /  {&m  —  an)Y  ■*-c\ 
nàX  -t-  mdY  "  '  ^6'»»  —  a'n)Y  ■*•  dj 

onde  si  ricava  -5^-  w  fanzione  della  Y.  Quindi  basta  m 

tiplicare  per  dY  ed  integrare. 

Se  ir,  y  sono  le  coordinate  cartesiane  ortogonali  di 
ponto  del  piano,  il  cambiamento  di  variabili  fatto  eqoìvi 
ad  una  rotazione  degli  assi  coordinati  attorno  alla  origii 


E/juazioni  lineari. 

§  416.  Dicesi  eguazioiie  differenziale  lineare  on'eqaazio 
di  primo  grado  rispetto  alla  funzione  y  e  alle  sae  derivai 
Un'equazione  lineare  di  primo  ordine  si  pnò  ridurre  alla  fon 

ove  F  e  Q  sono  funzioni  di  a;. 
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Nel  caso  particolare  in  cui  Q  =  0^  l'equazione  si  ridace  alla 

forma  -p-  =  Py  nella  quale  le  variabili  si  possono  separare 

e  si  è  trovato  (§  411)  y  =  e  e^"^^*. 
Per  integrare  l'equazione  (1)  pongasi 

y^g  e/P^*  (2) 

Sarà 

^  =  Ìf  Qf^^'^z^f^^V. 
or        da; 

Sostituendo,  in  virtù  della  (2),  sarà 
(1) .  =  .       ^  ^f^à-  H-  z  e/P^*  V  =  Vz  e/P^'  -♦-  Q 

Semplificando  si  avrà 

(1).  =  .       ^e/---  =  Q.  =  4^  =  e-/^<^Q.  =  ..= 

=/e-/P<»*Qdaj-t.C. 

Quindi,  in  virtù  della  relazione  (2)  si  deduce  (1).  =. 

y  =  e/P^  [/e-/P^*  Q  da?  H-  C].  ...(3) 

Si  può  arrivare  allo  stesso  risultato  moltiplicando  l'equa- 
zione (1)  pel  fattore  mai  nullo  e-^^^*.  Si  avrà 

(1).  =  .      ^-Py  =  Q.  =  .^e-/P<^--Pye-/^'^'  = 

=  e-/P^*  Q  do? .  = .  ^  (y  e-/Pd*)  =  e-^^^*  Q da? .  = 
=  .  y  e-/w*  =  fQ-rvàx  Q  da;  -♦-  C  .  =  .  (3) 

§  416.  Se  si  conosce  un  integrale  y\  dell'equazione  (1), 
cioè  una  funzione  yi  di  x  che  soddisfa  all'equazione 

^=IV.*Q,  (4) 
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sottraendo  la  (4)  dalla  (1)  si  deduce: 

«<S:^  =  P(y-yO,  (5) 

la  qnale  ha  la  forma  deireqaazione  trattata  al  §  411.  Si  dedace 

y—yi  =  ce-^P^  (6) 

Se  yt  è  un  secondo  integrale  dell'equazione  (1),  esso  sod- 
disferà alla  condizione 

y2  — yi  =  co  e^P^.  (7) 

Supposta  la  funzione  P  sempre  finita,  la  funzione  e^"^^ 
non  è  mai  nulla;  perciò  due  integrali  dell'equazione  pro- 
posta che  per  un  valore  di  x  sono  eguali,  sono  eguali  per 
tutti  i  valori  di  x. 

Supposti  yi  e  y%  due  integrali  dell'equazione  (1),  che  per 
un  valore  di  rr,  e  quindi  per  tutti  i  valori  di  a?,  non  siano 

eguali,  dividendo  le  equazioni  (6)  e  (7),  e  posto  C  =  — , 

Co 

sarà 

l~ l]  =  C,        ossia       y = y i  -^ C(i/2 -  y\\ 
y^  —  y\ 

la  quale  formula  dà  l'integrale  generale  della  equazione 
differenziale  proposta,  ove  si  conoscano  due  integrali  parti- 
colari; in  questa  non  compaiono  segni  di  integrazione. 
Esempi  : 

'^  =  —  y-hCG^.  =  .y  =  e-*  [  /  e*a7^da;  -h  e]  = 
=  ce-*  -I-  a?3  —  3a?«  -I-  6a7  —  6     . 

(l-4-a^)-|^=a?yH-a.  =  .y  =  aa?H-c  VT^T^. 

dy  2y       r^  sen  x  , 

da;  X     J  Q       X  ^ 

C       »2  —  2  2  sena;      x  r*  sena?  , 

=  ::3  "*■    Q  2    coso?  —  5 ►-  o  /     do:. 

a?         3a;2  3    a?         3^o       x 


•    / 


—  264  — 

§  417,  Uequazione  {di  Bernoulli), 

ove  P  e  Q  sono  fanzioni  soltanto  di  x^  si  può  ridarre  ad 
essere  lineare. 
Dividendo  i  due  membri  per  y~ ,  si  ha 


y-"g|  =  Py^-^-^Q; 


e  posto 


onde 


J/*"-**  =  2f, 


T-  =  {I—m)  y-»»  x^  j  y-«  -=^  =  -=—  = > 

do?       ^          ^^       daj  ^       dw       da?  1— w 

si  avrà  l'equazione 

ali4i^  =  P^*Q'    "^^  ^=(l-m)P.*(l-m)Q, 

la  quale  è  lineare. 

Si  può  pure  fare  y  =  z  e^^^;  allora  si  separano  le 
variabili. 


Equazione  di  Biccati. 

§  418.  Porta  questo  nome  l'equazione  differenziale  della 
forma 

ove  P,  Q,  R  sono  funzioni  date  della  variabile  x.  Il  dy/do? 
è  quindi  funzione  intera  di  secondo  grado  di  y.  Essa  ha 
notevoli  proprietà. 
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l"*  Facciasi  il  cambiamento  y  ^yi^^  z^  ove  yi  è  ana  fan- 
zione  arbitraria  di  x\  reqaazione  si  trasforma  in 

^=(p+Qy,-*.Ry«,-^)  +  (Q4.2%,)^-*.R.«,    (2) 

che  ha  la  stessa  forma  della  proposta. 

2""  Si  deduce  che  se  yi  è  una  soluzione  dell'equazione 
data,  fatto  y  =  yi  -h  ;8r,  l'equazione  diventa 

^  =  (Q  +  2Ry,)  ^  +  R.«  (3) 

la  quale  è  del  tipo  delle  equazioni  trattate  nel  §  precedente 
e  si  riduce  ad  essere  lineare  prendendo  per  nuova  funzione 

—  ;  l'integrale  generale  si  ottiene  con  due  integrazioni. 

3°  Sostituendo  ò.  z  ì\  valore  y  —  yi,   e  dividendo  per 
z^  l'equazione  (3)  diventa 

dlog(y-t/^)  _  ^Q  ^  2Ry^^  +  R (y - yi).  (4) 

Se  y2  è  un  secondo  integrale  dell'equazione  (1),  sarà 

Sottraendo  la  (5)  dalla  (4)  si  deduce  : 

Se  ys  è  un  terzo  integrale  dell'equazione  proposta,  sarà 
pure  soddisfatta  l'equazione  che  si  ricava  dalla  (6)  ponendo 
ys  al  posto  di  yi  ;  cioè 

^  log  y-y^    =  R  (y  —  y^\  (7) 

do?     ^y2  — y3  ^^      ^  f  V  / 

Sottraendo  la  (7)  dalla  (6),  si  avrà  fra  quattro  integrali 


.  jr  :->.'— -a»ir9«^ 
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y  y\  y^  1/3  dell'equazione  (1)  la  relazione 
onde  si  ricava 

(y  —  yi)  (y2  -  ys)  _  q 
(y»  -  yO  (y  —  ys) 

Da  qaesta  relazione  si  può  ricavare  y  in  funzione  di  yu 
yz,  ys.  Qaesta  relazione  dice  che  il  rapporto  anarmonico  di 
quattro  integrali  dell'equazione  proposta  è  indipendente  da  rr. 
4^  Facciasi  il  cambiamento  y  =y^Zj  ove  y^  è  una  fun- 
zione data  ad  arbitrio;  l'equazione  diventa: 

che  ha  ancora  la  stessa  forma  della  proposta. 

5'  Ne  risulta  che  si  può  far  sparire  il  termine  conte- 
nente z  alla  prima  potenza;  basterà  fare  y  ^y^z^  e  sce- 
gliere y^  in  guisa  che  sia 

da  cui 

6*  Se  si  fa  il  cambiamento  y = —  l/je?,  l'equazione  di- 
venta 

della  stessa  forma  della  proposta,  salvochè  è  invertito  l'or- 
dine dei  coefficienti 

7^  Poiché  un'equazione  di  Riccati  si  trasforma  sempre 
in  un'  altra  della  stessa  forma  colle  sostituzioni  y  =  y,  -«-  ^, 
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y  ^Vx^^  y  ^V^)  si  dedace  che  essa  si  trasforma  in  altra 
avente  la  stessa  forma  mediante  ana  trasformazione  lineare 

_A^-f-B 
essendo  A,  B,  C,  D  funzioni  arbitrarie  di  x. 


Equazioni  non  risolte  rispetto  a  àyjAx. 

§  419.  Se  l'equazione  generale  F  (  a?,  y,  ^^  j  =  0  si  sa  ri- 
solvere rispetto  a  -r^  si  avrà 

e  questa  si  sa  integrare  se  il  secondo  membro  è  il  prodotto 
di  una  funzione  di  x  per  una  di  y,  ovvero  se  è  funzione  di 

-^ ,  ovvero  se  è  una  funzione  di  primo  grado  in  y,  ecc. 

Se  l'equazione  proposta  si  sa  risolvere  rispetto  ad  y  si 
avrà: 


e  posto 


g  -  *         (=) 


si  avrà 

y=mp\  (3) 

e  precisamente  (1)  (2)  o  (3),  e  (2)  (3)  o  (1).   Differenziando 
la  (3),  e  sostituendo  a  ày  il  valore  p^x  dato  dalla  (2)  si  ha 

l>da;  =  ^da^H.Ì/di),  (4) 
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e  si  ha  (2)  (3)  o  (4),  e  (3)  (4)  o  (2)  ;  onde  (1)  (2)  =  (3)  (4). 
L'equazione  (4)  è  un'equazione  dìfiferenziale  di  primo  ordine 
fra  le  variabili  a;  e  jp  se  si  sa  integrare,  ossia  se  si  sanno 
trovare  tutte  le  funzioni 

V  =  t(^)  (5) 

che  vi  soddisfano,  sicché  sia  (4)  =  (5),  si  avrà  (1)  (2)  =  (3)  (5), 
ed  eliminando  p  fra  (3)  e  (5)  si  avrà  : 

y  =  fio^>  t(^)]  (6) 

e  sarà  (1)  =  (6). 

§  420.  Si  consideri  Tequazione  differenziale  di  primo  grado 
in  07  e  y: 

y  =  ^fij?)  -^t(p)  (1) 

ove 

Differenziando  la  (1)  e  sostituendo  a  d^  il  valore  dato  dalla 
(2)  si  avrà: 

|)daj  =  /'(|>)daj  +  xf\p)àp  h-  v'{p)ip  (3) 

e  si  avrà  (1)  (2)  =  (1)  (3).  L'equazione  (3)  si  paò  scriTére 

[p  -  fipmx  =  [af'ip)  *  ^'(p)]  dp  (4) 

Sapposto  dapprima  p — f{p)  non  nullo,  poiché  àa>  non  è 
nullo,  sarà  anche  àp  diverso  da  zero  ;  e  l'equazione  (4) .  =. 

d*    _  ^        f'(P)         +        9'(P)  (K^ 

àp~     P-fiP)       P-f{P)  ^' 

la  quale  è  lineare,  e  si  sa  integrare.  Si  ricavano  cosi  infi- 
nite funzioni  x  ài  p 

x^Hp)  (6) 


v« 
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che  vi  soddisfano,  e  si  avrà  (1)  (2)  =  (1)  (6).  In  tal  modo 
la  variabile  indipendente  cr  e  la  funzione  y  sono  espresse 
in  funzione  d'ana  terza  variabile  p. 

L'eqaazione  proposta  è  pur  soddisfatta  sapponendo  che 
p  sia  un  valore  costante,  radice  dell'eqaazione 

p-f{p)^0  (7). 

§  421.  Se  l'equazione  (7)  è  un'identità,  l'equazione  diffe- 
renziale diventa: 

e  dicesi  di  Clàiraut.  Essa  differenziata,  tenendo  conto  della 
(2),  dà: 

[a? -H  (p'(p)]  dp  =  0  (4% 

Questa  equivale  o  a  dj)  =  0,  che  ci  dà  2>=  costante,  o  a 

Le  equazioni  (1')  e  (5')  contengono  y,oo,p;  ricavando  y 
in  funzione  di  x  si  ha  una  nuova  funzione  che  soddisfa 
all'equazione  differenziale  proposta. 

Si  arriva  all'equazione  di  Clàiraut  tutte  le  volte  che  si 
vuol  determinare  una  curva  piana  conoscendo  una  proprietà 
della  tangente. 

Infatti  l'equazione  della  tangente  ad  una  curva  piana, 
posto  p  =  dy/da?,  è 

Y-y=p{X-x), 
ossia 

Y=pX'¥'(y—px), 

e  la  tangente  dipende  dai  due  numeri  p  e  y  —  pco.  Dare 
una  proprietà  della  tangente  equivale  a  dare  una  relazione 
tra  p  e  y—px^  e  sia 

F(i),y  — 2)a?)=0; 

risolvendo  questa  equazione  rispetto  ad  y  —  px  avremo 


I    » 
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un'altra  equazione  y — 2>a7  =  9(p),  ossia 

la  quale  è  precisamente  l'equazione  di  Clairaut. 

Sono  integrali  di  questa  equazione  tutte  le  funzioni  y  che 
si  ottengono  dalla  (1')  ponendo  per  p  una  costante  qua- 
lunque. Queste  funzioni  rappresentano  infinite  rette.  É  pure 
un  integrale  la  funzione  che  si  ottiene  eliminando  p  fra 
l'equazione  {V)  e  la 

X  *  iip)  =  0  (5'), 

la  quale  si  ottiene  derivando  la  (1')  rispetto  a  p.  Questo  in- 
tegrale rappresenta  l'inviluppo  di  quelle  rette. 

Esempio  1.  —  Vogliasi  trovare  la  linea  tale  che  il  prodotto 
delle  distanze  di  due  punti  fissi  dalle  sue  tangenti  sia  co- 
stante. Soddisfano  a  questa  condizione  tutte  le  rette  aventi 
la  proprietà  che  il  prodotto  delle  loro  distanze  dai  punti 
dati  sia  eguale  alla  costante  data.  Soddisfa  pure  l'inviluppo 
di  quelle  rette,  che  è  un  ellisse  o  un'iperbole  avente  i  fuochi 
nei  punti  dati. 

2.  Vogliasi  la  linea  tale  che  la  porzione  di  ogni  sua  tan- 
gente compresa  fra  gli  assi  cartesiani  sia  costante.  Soddi- 
sfano a  questa  condizione  tutte  le  rette  tali  che  la  porzione 
di  esse  compresa  fra  gli  assi  sia  eguale  alla  costante  data 
a;  vi  soddisfa  pure  il  loro  inviluppo  di  equazione 

0,3/*  ^  y3/2  _  ^8/2^ 


Applicazioni  geometriche. 

§  422.  Abbiasi  un  sistema  di  linee  su  di  una  superficie; 
piana  o  non,  tali  che  per  ogni  punto  d'una  certa  regione 
della  superficie  passi  una  sola  linea  del  sistema.  Diconsi 
traiettorie  ortogonali  delle  linee  date  quelle  altre  linee  che 
tagliano  le  prime  ad  angolo  retto. 
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Così,  in  assi  cartesiani  ortogonali  nel  piano,  le  traiettorie 
ortogonali  delle  parallele  all'asse  Oco  sono  le  parallele  al- 
l'asse Oy  ;  le  traiettorie  ortogonali  delle  rette  passanti  per 
un  punto  0  sono  le  circonferenze  di  centro  0  ;  le  traiettorie 
ortogonali  delle  ellissi  omofocali  sono  iperboli  aventi  gli 
stessi  fuochi.  Su  d'una  superficie  cilindrica  le  generatrici 
rettilinee  e  le  sezioni  rette  si  incontrano  ad  angolo  retto. 
Su  d'una  superficie  conica  si  tagliano  ad  angolo  retto  le 
generatrici  e  le  sezioni  fatte  con  sfere  di  centro  il  vertice 
del  cono.  Le  traiettorie  ortogonali  dei  meridiani  d'una  sfera, 
0  d'una  superficie  di  rivoluzione  sono  i  paralleli. 

Alcune  volte  si  considerano  anche  le  traiettorie  oblique, 
che  sono  le  linee  che  incontrano  le  linee  date  sotto  angolo 
costante  0.  Cosi  le  linee  che  tagliano  le  rette  di  un  fascio 
sotto  angolo  costante  sono  spirali  logaritmiche. 

§  423.  In  coordinate  cartesiane  ortogonali  nel  piano^  se 
J^  è  la  costante  angolare   della  tangente  ad  una  curva 

del  sistema,  e  ^  è  quella  della  tangente  alla  traiettoria 

ortogonale,  nello  stesso  punto,  si  avrà  la  relazione  di  per- 
pendicolarità 

dy  d>__  j 

do?  d'a? 

Il  -p  è  una  nota  funzione  delle  coordinate  {x ,  y)  del  punto 

considerato,  e  sia  dy/do;  =  cp  (a; ,  ^)  ;  allora  i  differenziali 
à!x  e  ò!y  corrispondenti  alla  traiettoria  ortogonale  soddi- 
sfano alla  relazione  9{co,y)  tt^  ==  —  l ;  ovvero,  leggendo 

dx  e  ày  al  posto  di  d'x  e  d'y,  l'equazione  differenziale  delle 
traiettorie  sarà 

tp  (ir ,  y)  dy  -H  da?  =  0. 

L'equazione 

f{x,y)=c,  (1) 
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col  variare  di  e,  rappresenta  infinite  linee  nel  piano.  Il 
dylàx  corrispondente  alla  linea  (1)  si  ottiene  differenziando 
l'eqaazione  precedente,  e  si  ha: 

%^-^^àt,=  0.  (2) 

Il  Ayidx  corrispondente  alla  traiettoria  ortogonale  dovrà 
essere  il  reciproco,  cambiato  di  segno,  del  dy/do?  corrispon- 
dente alla  linea  data  ;  qaindi  verificherà  all'equazione 

^dy-l'da.^O  (3) 

che  si  ottiene  dalla  (2)  scambiando  àx  in  dy,  e  dy  in  —  do;. 
La  (3)  è  l'equazione  differenziale  delle  traiettorie. 

Esempi  —  1.  L'equazione  y  =  aa:^  rappresenta  una  pa- 
rabola d'ordine  n;  variando  a  si  ha  un  sistema  di  infinite 
parabole.  Si  scriva  l'equazione  sotto  la  forma  y/a?*  =  a  ; 
differenziando  si  avrà 

xdy  —  nyix  =  0] 

scambiando  dy  in  àx,  e  da?  in  — dy,  si  avrà  l'equazione 
differenziale  delle  traiettorie  ortogonali  di  quelle  parabole  : 

xdx-^nyiy  =  0, 
che  integrata  dà 

a;«  -I-  ny»  =  C. 

Essa  rappresenta  infinite  coniche  a  centro  (ellissi  se  n  >  0, 
iperboli  se  n<0),  omotetiche. 

2.  Le  traiettorie  ortogonali  delle  curve  a?^  -h  y^  =  e  sono 
le  curve  cxy^x—y  (iperboli  equilatere). 

3.  Le  traiettorie  ortogonali  delle  iperboli  equilatere  co*  — 
—  y^z=c  sono  le  altre  iperboli  equilatere  ccy  =  e. 

4.  Le  parabole  rappresentate  dall'equazione  y^  =  2px  •♦- 
-*-  e,  ove  vari  e,  le  quali  sono  tutte  eguali  fra  loro,  ed 


inTT»- *  -■^ 
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hanno  per  asse  Ox,  hanno  per  traiettorie  ortogonali  le  carve 
y  =  ce"*/p,  che  sono  curve  logaritmiche. 

5.  L'equazione  j/  =  /*  (^)  -♦•  e,  col  variare  di  e,  rappre- 
senta infinite  curve,  che  si  ottengono  da  una  di  esse,  p.  es. 
dalla  j/  =  A^)>  facendola  scorrere  lungo  l'asse  Oy  di  un  vet- 
tore di  lunghezza  e.  Differenziando  si  ha  iy  =  f  (a?)  do?  ; 
onde  l'equazione  differenziale  delle  traiettorie  ortogonali  è 
daj-f-/^(a?)d^  =  0;  separando  le  variabili  ed  integrandosi 

avrà  / /vT-T  -*-  y  =*=  e,  ossia  y  =  e  —  /7n^\  •  Q^^ste  infi- 
nite curve  si  ottengono  parimente  da  una  di  esse,  facendola 
scorrere  lungo  l'asse  delle  y.  Inoltre  si  hanno  le  soluzioni 
f{x)=^Oy  che  sono  rette  parallele  all'asse  delle  y, 

6.  Le  traiettorie  ortogonali  delle  circonferenze  y  =  C'+- 
-H  V«'  —  ^^  ove  varia  e,  ordinata  del  centro,  sono  le  trattrici 


y  z=  e  -*-  v^  —  a;2  —  a  log 


X' 

X 


§  424  Dette  p  e  cp  le  coordinate  polari  di  un  punto  nel 
piano,  e  indicando  con  dp  e  dcp  i  differenziali  corrispondenti 
alla  curva  del  sistema  dato  passante  per  il  punto  conside- 
rato, e  con  d'p  e  d'cp  quelli  corrispondenti  alla  traiettoria 
ortogonale,  allora  gli  angoli  che  queste  curve  fanno  col 
raggio  vettore  hanno  per  tangenti  rispettivamente 

dcp  d'qp 

e  la  condizione  delle  loro  ortogonalità  è 

dcp  d'cp  , 

Pd?  ^Pd7  =  "^- 

Sostituendo  a  d<T>/dp  il  suo  valore  in  funzione  di  p  e  <f ,  e 
poi  leggendo  dp  e  d<p  invece  di  d'p  e  d'cp  si  avrà  l'equazione 
differenziale  delle  traiettorie  ortogonali. 

Esempio.  —  L'equazione  p  =  a  cp  -+-  e,  col  variare  di  e 
rappresenta  infinite  spirali  d'Archimede,  collo  stesso  polo 

P.  —  Analin  ÌHflniUHmaJ&.  —  VOL.  li.  -  18. 
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che  è  l'origine,  ed  eguali  fra  loro.  Si  ha  che  il  P  t^  cor- 
rispondente ad  esse  vale  -  ;  quindi  il  p  d?/dp  corrispondente 
alle  traiettorie  ortogonali  varrà 

P  dtjp/dp  =  a/p 

che  è  l'equazione  differenziale  delle  traiettorie  cercata  Se- 
parando le  variabili  si  ha  dcp  =  a  dp/p*,  onde  cp  -i-  e  =  —  a/p, 
che  rappresenta  spirali  iperboliche  eguali  fra  loro. 

§  426.  Linee  di  livello  e  di  massima  pendenza.  —  Ab- 
biasi nello  spazio  una  superficie  ;  si  immagini  un  piano  fisso 
Oxy^  la  cui  giacitura  si  chiami  orizzontale  ;  allora  le  sezioni 
fatte  nella  superficie  con  piani  orizzontali  diconsi  linee  di 
livello  della  superficie.  Le  linee  tracciate  sulla  superficie^  e 
che  tagliano  ortogonalmente  le  linee  di  livello  diconsi  linee 
di  massima  pendenza. 

É  chiaro  che  le  proiezioni  sul  piano  orizzontale  delle 
linee  di  livello  sono  curve  eguali  alle  linee  proiettate,  e  che 
le  proiezioni  delle  linee  di  massima  pendenza  sono  le  tra- 
iettorie ortogonali  delle  proiezioni  delle  lince  di  livello. 

L'equazione  d'una  superficie  sia  ;8r  =  f  (a?, y).  Quest'equa- 
zione, interpretata  nel  piano  (cy,  variando  z,  rappresenta 
infinite  curve,  che  sono  le  proiezioni  delle  linee  di  livello. 
Le  loro  traiettorie  ortogonali,  cioè  le  proiezioni  delle  linee 
di  massima  pendenza,  avranno  per  equazione  differenziale 

Es.  Sia  il  paraboloide  z  =  ax^  -h  h/^.  Le  proiezioni  delle 
linee  di  massima  pendenza  hanno  per  equazione  differen- 
ziale axiy  —  byàx  =  0,  ossia  y^  =  C  Xb. 

Le  proiezioni  delle  linee  di  massima  pendenza  della  su- 
perficie di  second'ordine  a  centro  ax^  h-  6^  -»•  C0*  =  1  coin- 
cidono con  quelle  dell'esempio  precedente. 


i^^Stiùi-m^ 
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§  426.  Traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  d'una  su- 
perfide  rigata.  —  Il  punto 

P  =  A-i-wV,  (1) 

ove  A  e  V  siano  un  punto  ed  un  vettore  variabili,  funzioni 
d'una  variabile  numerica  t  e  ove  u  sia  una  variabile  nume- 
rica, variando  f  ed  w  descrive  una  superficie  rigata  (§  336). 
Differenziando  la  (1)  si  ottiene: 

dP  =  dA-^wdV-^Vde^.  (2) 

Volendo  che  la  direzione  di  dP  sia  normale  alla  generatrice. 
V,  dovrà  essere  V|dP  =  0,  ossia  : 

V|dA  -»-  «V|dV  -H  V|V  Au  =  0.  (3) 

Questa  equazione  è  lineare  in  u  e  -jt  ;  quindi  si  sa  in- 
tegrare. 

Si  può  supporre,  senza  ledere  alla  generalità^  che  il  vet- 
tore V,  la  cui  direzione  è  quella  della  retta  mobile,  sia  co- 
stantemente in  grandezza  eguale  all'unità  di  misura.  Allora 
sarà  V|V  =  1,  onde  differenziando  V|dV  =  0.  L'equazione 
(3)  diventa: 

V|dA  -H  de*  =  0,  ossia  /  V|dA  -*-  e^  =  e.  (4) 

Se  il  punto  A  descrive  già  una  traiettoria  ortogonale 
delle  generatrici,  sarà  VldA  =  0,  e  l'altra  equazione  scritta 
diventa  «*=  e.  Essa  dice  che  se  due  punti  A  e  P  descri- 
vono due  traiettorie  ortogonali  delle  generatrici  della  su- 
perficie rigata,  la  loro  distanza  u  rimane  inalterata. 

Già  si  è  visto  (§  422)  che  le  traiettorie  ortogonali  delle 
generatrici  d'una  superficie  cilindrica  sono  le  sezioni  rette 
della  superficie;  e  che  quelle  d'una  superficie  conica  sono 
le  sezioni  della  superficie  con  sfere  di  centro  il  vertice 
del  cono. 

Se  la  superficie  rigata  è  generata  da  una  retta  che  si  ap- 
poggia ad  una  retta  fissa^  mantenendosi  ad  essa  normale, 


i 
/ 
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I  qaesta  retta  fissa  sarà  una  traiettoria  ortogonale  delle  ge- 

neratrici della  superficie.  Tutte  le  altre  traiettorie  ortogo- 
nali saranno  quindi  le  sezioni  fatte  nella  superficie  con  ci- 
lindri di  rivoluzione  aventi  per  asse  questa  retta  fissa. 

La  superficie  rigata  sia  formata  dalle  tangenti  ad  una 
curva  gobba.  Potremo  prendere  per  variabile  indipendente 
Parco  s  di  curva,  contato  a  partire  da  un  punto  fisso  ;  po- 
tremo supporre  che  il  punto  A  descriva  questa  curva,  e  si 

^,  può  fare  V  ==  -p.  Sarà  appunto  V  in  grandezza  eguale  al- 

l' l'unità;  e  la  formula  (4)  diventa 


>i 


/ds-t-ic  =  c. 

ossia,  integrando  fra  i  limiti  so  ed  s,  e  detti  ^o  ed  a;  i  valori 
corrispondenti  di  oc,  sarà  : 

s  —  5o  =  —  (x  —  xo)        ,        x  =  oro — (s  —  So) 

r- 

^-  la   quale  dice  che  la  distanza  AP  fra  il  punto  A  che  de- 

•V  scrive  la  curva,  e  il  punto  P  che  descrive  la  traiettoria 

ortogonale  delle  tangenti  alla  curva,  è  eguale  alla  corrispon- 
dente distanza  Ao  Po  corrispondentemente  ad  una  posizione 
iniziale  degli  stessi  punti,  diminuita  dell'arco  di  curva  AoA. 
■^  In  altre  parole,  il  punto  P  si  muove  come  se  fosse  l'estre- 

mità di  un  filo  teso,  di  cui  una  estremità  ò  fissa  sulla  curva, 
una  porzione  è  disposta  lungo  la  curva,  e  l'altra  porzione 
è  tesa  tangenzialmente  alla  curva  nel  punto  in  cui  il  filo 
si  stacca  dalla  curva.  La  curva  descritta  dal  punto  P  dicesi 
evolvente  della  curva  descritta  da  A. 


Sistemi  di  equazioni  differenziali. 

§  427.  Dicesi  sistema  d'equazioni  differenziali  un  sistema 
di  equazioni  contenenti  una  variabile  indipendente  a;,  più 
funzioni  yi,  yj, ...  y»  della  a?,  e  alcune  loro  derivate  suc- 
cessive. 


Il  nomerò  della  equazioni  si  suol  supporre  eguale  a  qnc 
delle  funzioni  incognite. 

Se  nel  sistema  compaiono  derivate  d'ordine  superiore 
primo,  prendendo  come  nuove  funzioni  incognite  le  derìv 
d'ordine  meno  elevato,  il  sistema  si  può  ridurre  a  un  i 
mero  maggiore  di  equazioni,  ma  tutte  di  primo  ordì 
Così  l'equazione  differeaziale  d'ordine  n,  con  una  sola  f 
zione  y. 

\   '  *'  da'       da;» 
ove  si  ponga 

^_         — 

d-T       ^  '     àx 


w     '£  =  ^.  ^ 


diventa 

(3)         F  (aj,  tf,  y',  y", 


vale  a  dire  l'equazione  (1)  è  equivalente  al  sistema  di  eq 
zìoni  (2)  e  (3),  che  sono  n  equazioni  con  n  funzioni  incogi 
^1  y' y")— y '""''*.  e  queste  equazioni  contengono  solo 
derivate  prime  di  queste  funzioni.  Questa  riduzione,  di  i 
equazione  differenziale  d'ordine  n  in  »  equazioni  differenz 
di  primo  ordine,  è  sempre  vantaggiosa. 

Avendosi  un  sistema  di  n  equazioni  differraziali  sim 
tanee  di  primo  ordine,  se  lo  si  può  risolvere  rispetto  ali 
derivate  incognite,  lo  si  ridnrrìL  alla  forma: 

-£:  =/",(»,  yi ,  ys  ,■■  ■  3/-) 


d^n  j.  /  V 

-^  =f«{x,yi,yi,  .  .  .  yn), 


e  il  sistema  dicesi  ridotto  a  forma  normale. 


•  • 


m. 
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§  428.  Siano  le  due  equazioni  differenziali  di  primo  ordine 
fra  le  due  funzioni  y  e  ^  della  variabile  x  : 

^  =  n^,  y,z)       ;       ^  =  9  (a;,  y,  z). 

Non  c'è  alcan  metodo  per  integrare  le  equazioni  proposte, 
0  almeno  per  ridurre  la  loro  integrazione  a  quelle  pure  di 
primo  ordine  contenenti  una  sola  funzione.  Questo  riesce 
possibile  solo  in  casi  particolari. 

1.  Suppongasi  che  nella  prima  equazione  manchi  la  z^ 
ossia  si  abbiano  le  equazioni 

Allora  la  prima  equazione  è  un'equazione  differenziale  con- 
tenente una  sola  funzione  y  della  variabile  indipendente  x. 
Se  si  sa  integrare,  si  ricaveranno  tutte  le  funzioni  y  ài  x 
che  vi  soddisfano. 

Sostituendo  nella  seconda  equazione  al  posto  di  y  una 
qualunque  delle  funzioni  trovate,  si  avrà  un'equazione  diffe- 
renziale di  l""  ordine  contenente  una  sola  funzione  z  della 
variabile  x. 

2""  Suppongasi  che  nelle  equazioni  differenziali  proposte 
manchi  la  x\  ossia  si  abbiano  le  equazioni 

|  =  /"(y,^)  (1);     %-^iy^^)-         (2) 

àz 
Finché  -T— ■  non  è  nnllo,  si  può  prendere  per  variabile 

indipendènte  z  al  posto  di  x;  allora  dividendo  la  (1)  per 
l  la  (2)  si  ha  : 

t  diZ       ^iy,z) 


E»,. 


^- 


I 


ovvero 


9(y,  z)  dy  —  /"(y,  -j)  der  =  0  (3) 


e  si  ha  (1)  (2)  =  (2)  (3).  Ora  l'equazione  (3)  è  un'equaz 
differenziale  di  primo  ordine,  contenente  dae  sole  varii 
y  e  ?.  Se  si  sa  integrare,  si  ricaverà  y  in  funzione  di 

sostituendo  nella  (2),  che  si  può  leggere  da;  =  —. — r 

y  il  valore  trovato,  si  avrà  x  in  funzione  di  z  con 
qaadratnra  ;  onde  si  potrà  ricavare  z  in  funzione  di  £ 
quindi  anche  y  in  funzione  di  x. 

Si  arriva  alla  stessa  equazione  (3)  prendendo  y  come 
riabìle  indipendente,  il  che  è  lecito  finché  f{yyz)  no 
nullo.  Si  vede  poi  che  le  equazioni  differenziali  sono  so 
sfatte  se  si  suppongono  y  ^  z  costanti  che  soddisfino 
equazioni  f  (y,  z)  =  0,  ^(p,  z)  =  0. 

§  429.  Un'equazione  differenziale  di  secondo  ordine 
una  sola  funzione  y,  risolta  rispetto  a  d^y/dsc^  è  della  fo 

ed  equivale  al  sistema  normale 

Per  quanto  si  è  ora  detto,  qnesto  sistema  si  può  rid 
all'integrazione  dì  equazioni  differenziali  di  primo  or 
con  una  sola  funzione  incognita,  quando  nella  seconda  et 
zione  manca  la  y,  ovvero  manca  la  x. 

Nel  primo  caso  l'equazione  differenziale  proposta  ha 
forma 


ao 

' 

2'- 

=K-i). 

che 

equivale 

al  sistema 

(2-) 

--V, 

S=«- 

,jO.' 

Hill       m.wmm^g^mKm 
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La  seconda  è  un'equazione  differenziale  di  primo  ordine 
fra  le  variabili  y'  ed  a?  ;  se  si  sa  integrare  e  se  t/'  =  (f{x) 
è  una  qualunque  delle  soluzioni  di  questa  equazione,  sosti- 
tuendo nella  prima  delle  (2'),  si  avrà  Ayjdx  =  9  (a?),  onde 
y  =  /9(^)da7  -♦-  e,  è  determinato  con  una  quadratura 

Nel  secondo  caso  l'equazione  differenziale  proposta  ha  la 
forma: 

equivalente  al  sistema  normale: 
tla  cui  eliminando  il  ex,  si  avrà 

(3")  2^dv'  =  /-(y,i/0dy, 

equazione  differenziale  di  primo  ordine  fra  le  variabili^ e 
y\  Se  si  sa  integrare,  si  avrà  y'  in  funzione  di  y,  0  viceversa. 
Sostituendo  nella  prima  delle  equazioni  (2")  ady'  il  suo  va- 
lore in  funzione  di  y,  si  avrà  un  equazione  della  forma 

àylix  =  cp(y), 

in  cui  le  variabili  si  possono  separare. 

Inoltre  il  sistema  proposto  è  pure  soddisfatto  facendo 
^'=  0,  ed  y  costante  tale  che  sia  f{y,  0)  =  0. 

§  480.  Cosi  l'equazione 

B  =  M 

equivale  al  sistema 

àylàx  =  y,        dy'/da?  =  f{x)  ; 
dalla  seconda  si  hay' =/f  (a?)  do?  •♦•  e;  sostituendo  nella 
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prima  sì  avrà  y  =  /y'da?  -♦•  e,  ovvero 

y  =  fAx/f{x)àx  -+-  ca?  -f-  e'. 
Più  generalmente  l'equazione 

0 = /-w 

equivale  al  sistema 

dy/da?  =  y,    dy/doJ  =»y", ...  dy('»-«)/da?  =•  y' '•-^ ), 

dy<«-^Vda?-=/'(a?). 

Dall'ultima  con  una  quadratura  si  ricaverà  y(«-*)  in  funzione 
di  x\  dalla  penultima  con  una  nuova  quadratura  si  rica- 
verà y^^^\  e  così  via  ;  y  sarà  ottenuto  con  n  integrazioni 
Successive,  e  si  avrà  : 

y  =zfAxfdx  ...fàxfflx)  do? -H  Co  H-  Ci  -«-  C%X*  -+-  ...  -4-  Cn^lO(^-\ 

ove  le  Co  Cj...   Cn-i  sono  n  costanti  arbitrarie. 

Si  può  pure  ricorrere  alla  formula  di  Taylor,  sotto  la  forma 
del  §  229,  che  esprime  la  funzione  y  mediante  i  valori  che 
assume  essa  e  le  sue  prime  n  —  1  derivate  per  un  valore 
arbitrario  a;o  di  o;^  i  quali  valori  sono  n  costanti  arbitrarie, 
più  un  resto  in  cui  comparisce  la  derivata  n^  di  y^  che  qui 
è  nota. 

Esempio.  —  Vogliasi  determinare  il  moto  di  un  punto, 
sapendo  che  la  sua  accelerazione  è  un  vettore  costante  G. 
Si  avrà  l'equazione  d2P/dt'  =  Gr,  che  equivale  al  sistema 

dP/d<  =  V,        e       dV/d<  =  G  ; 
onde  si  ricava 

V  =  G«-^Vo, 

ove  Vo  è  il  valore  della  velocità  V  per  <  =  0  ;  e  integrando 
mia  seconda  volta, 

P=Ì-Gì2^.Vo«-hPo, 
ove  Po  è  la  posizione  di  P  per  t  =  0. 


'■^r—r 
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§  431.  L'equazione 


in  coi  mancano  la  a;  e  la  y^  appartiene  ad  amendae  i  casi 
esaminati  al  §  429.  Essa  equivale  al  sistema  normale 

àx     y  '  dx     ^^^' 

La  seconda  equazione  è  della  forma  considerata  al  §  408 
e  le  variabili  si  possono  separare. 

Ricavato  j/  in  funzione  di  x^  e  sostituitolo  nella  prima, 
si  avrà  y  =  /y'da?  -4-  e. 

Oppure,  eliminando  il  da?  fra  esse,  si  avrà  y'dy'  =  f{!/)àyj 
nella  quale  parimenti  si  possono  separare  le  varìabiU. 

Esempi,  —  1.  Sia  l'equazione  differenziale 

^  =  m^ 
dx^         dx 

ove  m  è  una  costante;  essa  equivale  al  sistema 

dy/da?  =  y\       dy'jàx  =  wy'. 
La  seconda  integrata  dH,t/=  ce^']  onde,  sostituendo  nella 
prima,  y  =  -^  -4-  e'. 


2.  Sia  l'equazione 


d^_ 


=W' 


equivalente  a  àyjAx  =  y',  dy'/do?  =  3  y**/' .  La  seconda  ha 
per  soluzioni  y'  =  {x  —  e)'  e  y'  =  0;  sostituendo  queste  nella 
prima,  si  avranno  le  soluzioni  dell'equazione  che  sono  della 

forma  y  =  -j-  (^  —  e)*  -♦-  (f,  ovvero  y  =  e,  ove  ce  e  sono 

costanti. 


§  482.  L'eqnazioQe 


S=A^) 


equivale  al  sistema 

Ayidx  =  y',  i^'lix  =  f{y) , 

ed  appartiene  al  secondo  dei  casi  esaminati  al  §  42 
è  soddisfatta  sapponendo  y'  =  0,  e  quindi  y  costanti 
che  f(t/)^0.  Escluso  questo  caso,  eliminando  da; 
dne  nltime  equazioni,  si  ha 

l/ày'  =  f(^)  dy 

che  integrata  dà 


y'«/2=/r(3')dy  +  c,  l/'  =  ±VWmF- 


%  =  ±\2ffÌp}Ay-*-c. 

Poiché  y'  non  è  nullo,  sarà  pare  diverso  da  zero 
condo  membro  ;  quindi  si  potranno  separare  le  varia 
integrare: 


h 


à.'f 


V277(OTm 


Si  badi  che  l'equazione  differenziale  (3)  ha  anco 
solazioni  i  valori  di  y  che  annullano  il  radicale  ;  vale 
a  causa  dell'arbitrarietà,  della  costante  e  che  vi  comi 
è  soluzione  dell'equazione  (3)  ogni  valore  costante 
però  questi  valori  non  sono  soluzioni  dell'equazioni 
posta,  salrochè  il  valore  di  y  soddisfi  alla  f(y)  —0 

Esempio.  —  Sia  l'equazione 
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SegaeDdo  il  procedimento  indicato  si  avrà 


2ydy  =  2(ii/«dy,  j 


^        m  -«- 1  ^  ^ 


^^ =a.H-c'. 


Nel  primo  membro  comparisce  l'integrale  d'an  dififerra- 
ziale  binomio.  L'integrazione  è  possibile  sotto  forma  finita, 
se  m  ha  la  forma 

n  —  l  2/1—1 

ove  n  sia  intero;  cioè  per 
_,  _1   _3        _q_5      _9_3        _1  _2 

§  483.  Trovare  la  curva  per  coi  il  raggio  di  curvatura  è 
una  data  funzione  f{x)  delPaccissa  x. 
Si  avrà 

Questa  equazione  differenziale  del  2^  ordine  non  contiene 
la  y.  Quindi  considerando  y'  come  funzione  di  a?,  e  ponendo 

y"  =  -^5^.  si  avrà 


do? 


(1  -♦.  y'^)3/«  =  ^  ^(o;), 


ovvero,  separando  le  variabili  (supposto  f{co)  non  nullo), 

do?  dy" 

Aa?)  ~  (1 -*- y'«)»/«  ' 
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ossia  integrando  : 

àx         _       y 


fax 

JfiS») 


In  questa  equazione  si  può  ricavare  y'  in  funzione  di  x  : 

sostituendo  nella  -^  =  y\  si  ricaverà  infine  y  =  fi/àx  -♦-  e. 

Esempio.  —  Vogliasi  il  raggio  di  curvatura  costante  =  R. 
Ponendo  nella  (2)  al  posto  di  f{x\  R,  si  ha: 

X        y' 

che  si  può  leggere 

_         {X  —  XqY 

~W  —  {x  —  XQf  ' 

=  -dy  =  +     .^Ll^^g — rgdg?.  =  .y  — yo  = 

\R^ —  {x—  XqY 

=  ±yB?-{x-x,f^.  =  .{x-x,Y^{y-y,Y=R^, 

che  rappresenta  un  cerchio  di  centro  arbitrario  e  di  raggio  R. 
Esempio.  —  Vogliasi  il  raggio  di  curvatura  inversamente 

proporzionale  all'ascissa.  Si  porrà  f{x)=  r—.  L'equazione 
(2)  diventa: 


/ 


2xix        y' x^-^  e y' ,  ^ 

=    ,    ^  .  =  .y=   I  ^f  ^      ^  dog  -*■  e . 

Va*  — (a?^H-c)2         ^       J  \a^  —  {^^  -^  c)^ 


Questo  ultimo  integrale  non  si  può  eseguire  sotto  forma 
finita.  La  curva  rappresentata  da  questa  equazione  dicesi 
la  curva  elastica. 
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§  434.  Vogliansi  le  curve  in  cui  il  raggio  di  carvatara  è 
proporzionale  alla  lunghezza  della  normale  cartesiana. 

Ricordando  l'espressione  del  raggio  di  curvatura  e  della 
normale  si  trova  subito  che  l'equazione  del  problema  è  la 
seguente  : 

^^  y  '  =  «y  (1  -♦-  yy , 

essendo  n  una  costante  positiva  o  negativa  secondochè  la 
curva  è  convessa  o  concava  rispetto  all'asse  delle  x.  Que- 
st'equazione si  può  ridurre  al  P  ordine  prendendo  y  come 
variabile  indipendente  e  y'  come  funzione.  L'equazione  tra- 
sformata sarà 

e  separando  le  variabili. 


integrando 


ny'  dy'  _  dy 
l4-y'«-   y     ' 

log  -^  =  log  (1  H-  y'2)»/2, 


ovvero 


g  =  (l^y>^       0       y'=]/[' 


essendo  C  una  costante  arbitraria.  Trovato  ora  y'  sì  avrà 
l'equazione  della  curva  integrando  dx  =  -^ ,  e  si  avrà 

L'integrale  che  qui  comparisce  è  l'integrale  di  un  diflFeren- 
ziale  binomio  ;  applicandovi  i  noti  criteri  esso  si  calcolerà 
sotto  forma  finita  quando  ^  è  un  numero  intero  positivo  o 
negativo. 


Se  si  prende  come  nuova  rariabile  l'aDgolo  « 
tangente  alla  carra  fa  con  Oo;  risalterà 

y  =  C  sen  -"  a 

ic  =  nC  /sen  -  "  a  da  -»-  C,. 

Se  si  fa  C|  =0  si  troverà  ana  soluzione  particolai 
qnale  si  potrà  ritornare  alla  soluzione  generale  p 
flc  —  C,  al  posto  di  X  ossia  facendo  scorrere  tutta  ìt 
lungo  l'asse  delle  x  d'un  tratto  arbitrario  C,. 

Se  si  fa  C  ^  1,  si  troverà  una  solazione  particola! 
quale  si  potrà  riotteaere  l'integrale  generale  poneni 
e  yjG  al  posto  di  oa  ed  y,  cioè  facendo  una  figura  on 
alla  ottenuta  con  centro  d'omotetica  nell'origine  e  e 
porto  arbitrario  C.  Quindi  basterà  limitarci  alle  so 

a;:=/(y«/'-_l)->/*dy, 
ovvero 

p  =  sen-"  a,       03  =  ft/sen-"  a  da. 
Per  w  =  1  si  avrà 

da  cni 

y  =  (e*  +  e-')/2, 
che  è  la  catenaria. 
.Per  n  =  —  1  si  avrà 


ossia  a^  -•-  ^  ^  1,  che  rappresenta  una  circonfere 
centro  l'origine  e  di  raggio  1  ;  facendone  la  figura  sin 
rapporto  di  similitndine  C,  e  poi  trasportando  la  figu 
tratto  arbitrario  lungo  l'asse  Or,  si  avrà  la  soluzic 


"J-.' 
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neral§  nel  caso  di  n  =  —  1,  che  è  una  circonferenza  il  cai 
centro  sta  sull'asse  Ox. 
Per  /i  =  2  si  ha 

X  =  Ctt^^—^  =  2  W^nr,     onde    fl?«  =  4(y— 1). 
^  Vy  —  1 

equazione  d'una  parabola  d'asse  l'asse  delle  y^  di  parametro 
4,  e  il  cui  vertice  ha  per  ordinata  1  ;  quindi  l'asse  delle  x 
è  la  direttrice  della  parabola.  L'integrale  generale  è  rap- 
presentato dalle  parabole  aventi  per  direttrici  l'asse  Ox. 
Per  w  =  —  2  si  avrà  la  cidoidej  e  così  via. 

§  436.  Vuoisi  trovare  la  curva  per  cui  il  raggio  di  cur- 
vatura vale  n  volte  la  lunghezza  della  normale  polare. 

Potremmo  ricordare  l'espressione  del  raggio  di  curvatura 
in  coordinate  polari  (§  328)  e  quella  della  normale  polare;  si 
avrà  cosi  un'equazione  differenziale  di  secondo  ordine  fra 
le  coordinate  p  e  cp  di  un  punto  della  curva  che  occorre- 
rebbe ridurre  a  forma  normale  e  poi  integrare. 

Più  brevemente,  sia  6  l'angolo  che  la  tangente  fa  col  raggio 
vettore,  sicché 

tange  =  ^  •  (1) 

L'angolo  che  la  tangente  fa  coU'asse  polare  vale  0  -4-  9; 
onde  (§  331,  2)  il  raggio  di  curvatura  vale 

r  =  d5/(de  ^  dcp)  (2) 

La  lunghezza  della  normale  polare  vale  ds/d^  ;  onde  l'equa- 
zione del  nostro  luogo  sarà 

ds/(d9  +  dcp)  =  ndsld% 
0  semplificando 

dcp  =  w(de  -H  d?).  (3) 

Le  equazioni  (1)  e  (3)  sono  due  equazioni  differenziali  di 
primo  ordine  fra  le  tre  variabili  p,  9  e  ?,  che  ora  integre- 


■ '"•>-«;**" 
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remo.  La  (3)  si  può  scrivere 


n 
e  integrando 


de  =  i ^  dcp,  (4) 


e=i^cp^9o  (5) 

ove  6o  è  una  costante  arbitraria.  Cominciamo  a  conside- 
rare il  caso  di  w  =  1,  cioè  in  cui  il  raggio  di  curvatura  coin- 
cide colla  normale  polare;  si  avrà  in,  questo  caso  8  =  60, 
cioè  l'angolo  6  che  la  tangente  fa  col  raggio  vettore  è 
costante.  La  curva  è  in  tal  caso  la  spirale  logaritmica 
(§  412,  7«). 

Se  n  è  diverso  da  1,  si  può  porre  60  = 90,  e 

l'equazione  (5)  diventa 

e  =  ^^(T-To),  (6) 

ove  cpo  è  un'altra  costante  arbitraria  Se  si  fa  <po  =  0,  si 
avranno  soluzioni  particolari, 

e=:i^T  (7) 

n 

da  cui  si  rìotterrà  la  soluzione  generale  ponendo  al  posto  di 
9  la  differenza  cp  —  cpo,  vale  a  dire  facendo  rotare  le  curve 
ottenute  dell'angolo  %  attorno  al  polo. 

Ponendo  nella  (1)  al  posto  di  6  il  valore  ora  trovato  si 
avrà  la  equazione  differenziale  di  primo  ordine 

d?        .        1  —  n  /Q\ 

separate  le  variabili  si  ha: 

dcp  ù  p 


tang qp         ^ 


i 


P.  —  Amtliai  infinitesitnaU.  —  vol.  n.  -  19, 


integrando 


Sì  pnò  fare  C  =  l,  e  si  avrà  la  sola2ìone  particolare 

p[l-nl/n  :=;  gen <f  ,  (9) 

n        ' 
I  cui  si  riottiene   la  soluzione  generale  ponendo   Cp   al 
)sto  di  p,  ossia  facendo  una  figura  simile  alla  (9),   con 
atro  di  similitudine  nel  polo. 

Se  si  fa ■  =  «i,  si  ricaverà  n  =  — — ^  e  l'equazione 

')  diventa 

P"  =  senm?.  (10) 

In  questa  carva  il  raggio  di  curvatura  vale  la  Inogliezza 
■Ila  normale  polare  divisa  per  m-«- 1.  Se  si  fa  »i  =  l  si 
rrà  la  circonferenza 

p  =  sen(f, 
cui  il  raggio  di  curvatura  è  la  metà  della  normale  po- 
re  ;  se  si  fa  m  =  2  si  avrà  la  lemniscata 

p'  =  sen29, 

iUa  quale  (formula  7)  l'angolo  6  che  la  tangente  fa  col 
iggio  vettore  è  doppio  dell'argomento  9,  e  il  raggio  di 
irvatura  è  il  terzo  della  lunghezza  della  normale  polare. 
Per  m  -=  3  si  ha  la  curva  di  terzo  ordine  ac'  —  ^x^  =  1. 
Per  m  =  —  1  si  ha  la  retta  psemp  — 1,  in  cui  il  raggio 
i  curvatura  è  infinito. 

Per  m  =  —  2  si  ha  l'iperbole  equilatera  1  =  p*  sen2tp,  ossia 
:=2a!ff,  nella  quale  il  raggio  di  curvatura  è  uguale   ma 

1  senso  opposto  alla  normale  polare  Per  m  =  —  si  ossia 

=  2,  si  ha  la  parabola  col  fuoco  nellorigine,  e  così  via. 
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§  486.  Equazione  intrinseca  d'una  curva  piana.  — 
biasi  ana  curra  piana. 

Preso  sa  essa  an  pnnto  Po,  ogni  altro  ponto  P  è  d< 
minato  salla  carva  dall'arco  Po  P  :=  s  ;  quindi,  dato  s, 
noto  il  raggio  dì  carvatara  p: 

P  =/■(«)■ 
Qaest'equazione  dicesi  equazione  intrinseca  della  ci 
perchè  in  essa  non  compaiono  né  assi  coordinati,  né 
menti  estranei  alla  curva.  Ci  proponiamo,  data  la  eqaa2 
intrinseca  della  carva  (1),  trovare  l'espressione  del  punto 
la  descrive.  Perciò  si  ha  l'equazione  differenziale  di  seci 
ordine  (§  323): 

d^  P  ^  1   .  'dP 
ds*        p      ds 

che  equivale  al  sistema  normale 

dP_T        '^-   1   ìT 
ds  ~  ■^'         ds   ~   p  * 

L'ultima  è  una  equazione  differenziale  lineare  omog 
di  primo  ordine;  e  dà 

T  =  e'^<"/pTo, 

e  preudendo  l'integrale  a  partire  da  s  =  0,  Tq  è  il  T; 
di  T  per  s  —  0. 
Sostituendo  nella  prima,  e  integrando  si  avrà  : 

p  =  Po  +  To/e'/'^'Pds. 

Qaesta  formula  risponde  alla  questione  proposta. 

Eqitazìoni  d^erenziali  lineari. 

§  437.  Si  chiama  equazione  differenziale  lineare  an'i 
zinne  di  primo  grado  nella  funzione  incognita  y  e  nel) 
derivate. 


f 


\ 
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Se  -j-f  è  la  derivata  d'ordine  più  elevato  che  figura  nel- 
l'equazione, l'equazione  dififerenziale  lineare  risolta  rispetto  a 
■T^- ,  avrà  la  forma  : 

d^-^d^^^^^F^^^ -^  ly  -^  u,        (1) 

ove  P ,  Q , ....  T ,  U  sono  funzioni  conosciute  dalla  sola  x. 
Quindi  le  equazioni  differenziali  lineari  di  1^,  2^,  3°,  ecc. 
ordine  avranno  rispettivamente  la  forma: 

0  =  ^1-0^*''. 

di  cui  la  prima  fu  già  trattata  al  §  415. 

Nel  caso  speciale  che  U  sia  zero,  l'equazione  lineare  di- 
cesi oìnogenea,  e  siccome  vedremo  più  oltre  che  l'integrazione 
delle  equazioni  lineari  non  omogenee  si  può  ridurre  a  quella 
delle  equazioni  omogenee,  incomincieremo  a  trattare  il  caso 
delle  equazioni  lineari  omogenee,  della  forma 

d::^_pd::i^^^d;:::^         ^ 

Teorema.  —  Se  y\  è  tm  integrale  di  un'equazione  lineare 
omogenea,  anche  Cyi,  ove  C  è  una  costante  arbitraria^  è 
pure  mi  integrale  della  stessa  equazione.   • 

Infatti,  abbiasi,  p.  e.,  l'equazione  lineare  omogenea  di  2* 
ordine 

da2  — ^dic      ^^' 


V 


se  yi  è  una  soluzione  di  quest'equazione,  sarà 

moltiplicando  ì  due  membri  di  questa  per  ana  costi 
lunque  C,  e  osservando  che 

„  d^yi  _  d'(C!)i)  dy,  _  d(Cin) 

di»  ~     di'    '  dai  ~     do!    ' 


la  qaale  dice  che  Cj/i  è  pare  una  soluzione  dell' 
proposta. 

Teorema.  —  Sey\e  y%  sono  due  solusioni  ddl'e<iu 
neare  omogenea,  anche  yi-*-  y»è  una  soluzione  dell'i 

Infatti,  considerando  ancora  l'equazione  lineare 
di  2"  ordine 


se  yi  ed  yt  sono  due  soluzioni  di  essa,  si  avrà 
da;*  Ax       ^^  ' 


sommando  membro  a  membro  queste  due  equazi 
servando  che 

d'.tfi      d^g _  AHyi  -t- y^       djA      d^__d(yi 
dir*  "^  da;^  ~        da;*        '       dx       dee  "        ( 


'"^^^-Qto.H-y.), 


-i^lCT 
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che  dice  appunto  che  yi-^yz  è  una  soluzione  della  equa- 
zione data. 

Corollario.  —  Se  y\  ,y2, ...  yn  sono  n  soluzioni  di  un'e- 
quazione differenziale  lineare  omogenea,  anche  Ciyi  •♦-  Csg^s  -i- 
w.  -♦-  Cn^/n  è  una  soluzione  ddV equazione. 

§  488.  Teorema.  —  /Sfe  dell'equazione  lineare  omogenea 
di  ^  ordine  si  conosce  un  integrale^  l'equazione  si  può  ri- 
durre al  P  ordine. 

Infatti,  sia  l'equazione 


e  sia  t/i  una  sua  soluzione;  si  avrà 

ix^~^  àx      ^^'' 

eliminando  Q  tra  le  due  equazioni  precedenti  si  ottiene 
questa 

^^drr^      ^  àx^       ^  \^'dx      ^  dxj' 
e  posto 

dy         dyi  ,  d^         d^i       dv 


si  ha 


ex     ^^' 


che  è  di  prim'ordine,  e  il  cai  integrale  sappiamo  essere 
ove  G  è  una  costante  arbitraria.  Quindi  si  ha 
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Ora  questa  è  nna  equazione  lineare   (non  omogenea)  di 
P  ordine;  resta  quindi  dimostrato  il  teorema. 

Teorema.  —  Se  di  un'equazione  lineare  omogenea  del 
^  ordine  si  conoscono  due  soluzioni  y\  e  y%  taliy  che  il  de- 
terminante 


y\       y^ 

dyi        dy2 
do?        do? 


non  sia  identicamente  nullo^  qualunque  sia  x,  la  soluzione 
generale  delV equazione  sarà 

y  =  ciyi  -I-  c%y% 

ove  c\  e  c%  sono  costanti  arbitrarie. 

Infatti,  essendo  yi ,  y2  ed  y  soluzioni  dell'equazione  pro- 
posta, combinandole  due  a  due,  e  applicando  la  (1)  si  avranno 
le  3  relazioni: 


yi 
dyi 

da; 


1/8 

dya 
àx 


^Qq/?6x. 


y2 

ày2 
Ax 


y 

dy 
dic 


=  Cie/P^% 


y 

dy 
do; 


y^ 

dyi 
Ax 


=  C2e/P^% 


ove  le  costanti  C  ,  Ci ,  Gb  sono   arbitrarie,  ma  C  non  può, 
per  soddisfare  all'ipotesi  del  teorema,  valere  zero. 

Moltiplicando  rispettivamente   per  y,  yi ,  y2  le  tre  egua- 
glianze precedenti  e  sommando,  si  ha 


y  yi  y2 

y  y\  y2 

dy  dyi  dyg 

da?  da?  do; 


=  C  e^P^*y  -H  Ci  e^^P^'^yi  h-  C2  e^P^'y2  ; 


^^mm^mm 


a  essendo  il  primo  membro  di  questa  eguaglianza  egaale 
zero,  sarà; 

sia,  dividendo  per  la  quantità  Ce^'"'**  che  non  è  nulla, 


»—h'-uy- 

posto 

e,     _        e, 

'remo  infine 

=  cìpi  -*■  ctyt, 


e.  V.  d. 

§  439.  Esiste  per  le  equazioni  lineari  omogenee  d'ordine  qna- 
nqae  una  relazione  analoga  alla  (1)  del  §  precedente,  cioè: 
Teorema.  —  Se  dell'equazione  lineare  omogenea  d'ordine 
lahmque  n 


d"  jy 
dj^ 


-hQ 


d"-'^ 


-Ty 


da;-'       ^da;"-» 
conoscono  n  soluzioni  yy\...y„-i,  si  ha  la  reiasione: 


1  j,^(«-i 


^  Ce^*''^, 


•e  C  è  una  costante  arbitraria. 
Infatti,  avremo  le  «  equazioni: 


*  Ty,, 

'^=^'^i^- 

....  +  Ty,-,  ; 

eliminando  gli  n—l  coefficienti  Q, ...  T  tra 
zionì,  il  risaltato  sarà  l'equazione: 


i-V 
da- 

-P 

d-"j/ 
da?-'    ' 

da;"-'    ' 

d-yi 

-P 

A-'!/, 

d-y, 

da;" 

da;"-'    ' 

da;"-»    ' 

^ 

-P 

d"-'y.^i 
da;-'    • 

i-'y.-, 
da;-'    

d-y 
dac" 
d"y. 
da?' 

d"-»» 
da;-'   ■ 
d— «I/I 
da?-' 

-P 

d"-',, 

d"- 

da;-' 
d-'./, 

da; 
d- 

da;-' 
d-'!/.-, 

ix 

a"y.-, 

da;" 

d-'»._, 
da?-' 

...!;.-i 

i-< 

da;-' 

ix 

chiamiamo  v  il  coefficiente  di  P  in  questa  < 
Tandolo  rispetto  ad  x,  si  ha 


iv 
da;  ~ 

d"y 
da;"    ' 

da;-'   ■ 

....</ 

d"y, 
da."*    ' 

d-'y 
da;-'    ' 

....  y, 

d",,/,_, 
da;"    ' 

d-'ì-.-, 
da;-'    • 

■■■■y. 

do; 


ora  questa  è  nn'eqaazione   lineare  omogenc 


•S^J14««". 
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dine,  il  cui  integrale  è 


V  =  C  e  •'■•'"'* 


quindi/ ponendo  per  v  il  suo  valore,  si  ha: 


d''->y 


d"-«y 


d£c"-i    '       d»»-*    ' 


y 


d»->yn-i       d'-^yn-i 


=  Ce^''*'* 


ossia  : 


y 

y' 


y. 

2/'. 


y%-\ 
y'n-i 


y(n-l)y^(»-l)   y(»-l)„_i 


=  C  e^'P'*' ,    e.  V.  d. 


Teorema.  Se  di  un'equazione  lineare  omogenea  di  ordine 
n  si  conoscono  n  soluzioni  yiy^...  yn,  e  se  il  determiminte 


yy 


»/2 


yn 


yi(N-l)  ygC"-!) 


y^ 


(n-1) 


non  è  identicamente  nuUo,  cioè  è  diverso  da  zero  per  gualche 
valore  di  co,  l'integrale  generale  dell'equazione  proposta  è 


y  =  cj^i  -+-  (^2 


CnJ^n, 


ove  le  e  sono  costanti  arbitrarie. 

Infatti^  essendo  y  ,  y\ ...  yn  soluzioni  dell'equazione  pro- 
posta combinandole  ad  n  ad  n,  pel  teorema  precedente,  si 
avranno  le  »  -•- 1  relazioni  : 


yi 
yi 


yi 
yì 


yn 
yn 


-  e  e/»"'** , 


yi 


">-!)  y.in-l) 


yn 


(n-1) 
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y 
y' 

y 


yt  ' 


yn 
yn 


=  — Cie^P^,ecc. 


yn 


(n-l) 


ove  le  costanti  C  ,  Ci , ...  Cn  che  figurano  nei  secondi  membri 
sono  arbitrarie,  ma  C  non  può,  per  soddisfare  all'ipotesi 
del  teorema,  assumere  il  valor  zero. 

Moltiplicando  per  y  ,yi ,  yi ...  le  eguaglianze  precedenti, 
e  sommando,  si  ha 


y 

yi 

Vi 

...  yn 

y 

yi 

Vi 

...y« 

p' 

.    .   .   « 

•        a       .        « 

...  y'n 

y(»-J)  yi(«-i)  ygC»-^)  ...  y„(*»-^J 

ora  il  primo  membro  di  questa  eguaglianza  è  eguale  a  zero^ 
quindi 


e  dividendo  per  la  quantità  C  e^^^*,  che  non  è  nulla,  si  ha 


Ci 


Cn 


e  posto 


y  =  — (jyi  — -  0"^'*' 


Cl^  Cn 

Ci  p,    ,  .....  Cn  —  r\  ) 


avremo  infine 


y  =  cit/i 


Cn!/n 


c.  V.  d. 


§  440.  Gaso  in   mi  Veguazione  lineare  omogenea  ha   i 
coefficienti  costanti.  —  Sia  l'equazione  lineare  omogenea 


da?» 


da; 


dx' 


Sy 


(1) 


ove  P,  Q, ...  S  son  quantità  costanti. 
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Poniamo 


k'X 


y  =  e*% 


(2) 


ove  k  è  una  costante  a  determinarsi  in  guisa  che   questa 
sia  una  soluzione  dell'equazione  proposta. 
Osservando  che  si  ha 

y'  =  Jce'^,  y"  =  A:2e**,...y(«)=A-«e^*, 

affinchè  y  =  e  **  sia  un  integrale  dell'equazione  data  dovrà 
essere 


ossia 


Aj"eft*  =  P&'»-i  e*'  +  ...Se**, 


A;n  =  p  A;«-i  ^- Q  fc^ -8^.  ...  ^- S, 


(3) 


Questa  equazione  (3)  dicesi  equazione  caratteristica  della 
data;  essa  si  ottiene  dall'equazione  (1)  sostituendo  a  2^,  y', 
y, ... y  '^^  rispettivamente  1,  k,  A^ ...  A;'*. 

Segue  da  ciò  che  se  l'equazione  caratteristica  (3)  ha  tutte 
le  sue  radici  differenti,  e  queste  sono  feiA'^...  knj  l'equazione 
differenziale  data  avrà  gli  integrali  particolari  distinti 

e*»*,  e*«*, ...  e*«*. 

D'altra  parte,  il  determinante  relativo  a  questi  integrali  par- 
ticolari. 


g{t,  +  k^  ^■ 


k„x 


1 

ki 
k^i 


k2 
kh 


1 
kh 


1 

kn 
K  n 


/c«-^   k^'-h   k'^-h k''-^ 


è  diverso  da  zero  per  qualunque  valore  finito  di  x^  essendo 
eguale  ad  e***  moltiplicato  per  il  prodotto  di  tutte  le  differenze 
kr  —  ks  delle  radici  dell'equazione  (3),  le  quali  si  suppongono 
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tutte  tra  loro  differenti;  qaiodi  si  può  concludere  che 
quando  l'equazione  caratteristica  (3),  di  un'equazione  lineai 
omogenea  a  coefficienti  costanti  ha  tutte  le  sue  radi 
A'ìA-e...A:b  differenti  tra  Iwo,  le  equazioni y '=&'''', y=%*ì 
...  y  =  eV  costituiscono  un  sistema  di  integrali  particola' 
dell'equazione  stessa,  e 

y  =  Ci  e ''>'■*■  Ci  e '''"•*■  ...-*■  C„eV, 

ove  CiCe...Cn  sono  costanti  arbitrarie,  ne  è  l'integrale  g^ 
nerale. 

Esempi.  —  1.  Sia  l'equazione   lineare  omogenea  di  ; 
ordine 

La  sua  equazione  caratteristica  sarà 

k^  =  a% 

la  quale  dà  per  A;  i  due  valori  fc  =  a,  k  =  —  a;  quindi  di 
soluzioni  dell'equazione  proposta  sono 

Il  determinante  relativo  a  questi  integrali  particolari 
Il  1  \=^  —  2a 


è  diverso  da  zero,  quindi  l'integrale  generale  dell'equazioi 
data  è 

y=Ci&^'^C2e"", 

ove  Ci  e  Ci  son  due  costanti  arbitrarie. 
2.  Sia  l'equazione  lineare  omogenea  di  2"  ordine 


i;  ^^i^^'i 


-  302  - 

La  sua  equazione  caratteristica  è 

la  quale  dà  per  k  i  due  valori  A:  =  ia,  A;  =  —  ìa;   quindi 
due  soluzioni  particolari  dell'equazione  data  sono 

Il  determinante  relativo  a  questi  integrali  particolari 


1  1 

ia    —  ia 


=  — 2ia 


è  diverso  da  zero,  quindi  l'integrale  generale  dell'equazione 
data  è 

ora  e"'  =  cos  ore  •+•  i  sen  aa?, 

^-  ari  =  cos  aa?  —  i  sen  aa?, 

onde 

y  =  Ci  (cos  aa?  -♦-  i  sen  acc) 

+  Ca  (cos  acc  —  i  sen  aoo)  = 
=  (Ci  -fr-  Cg)  cos  (w?  -♦-  i  (Ci  —  Cg)  sen  ax^ 

e  posto       Ci  -♦-  Cg  =  A      ,     i  (Ci  —  Cg)  =  B, 

avremo  che  l'espressione  dell'integrale  generale  dell'equa- 
zione data  è 

y  =  A  cos  ao?  -^  B  sen  ax, 

ove  A  e  B  sono  costanti  arbitrarie. 

3.  Vogliasi  determinare  il  moto  d'un  punto  P,  sapendosi 

d*P 
che  la  sua  accelerazione  -rj^  è  diretta  verso  un  punto  fisso 

0,  e  proporzionale  alla  distanza  di  P  ad  0.  Si  avrà  l'equa- 
zione differenziale  lineare 
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^  =  -aMP-0), 


ossia 


^^^^^  =  -«'(P-0). 


che  integrata  dà 

P  —  0  =  Acosaf  -♦-  Bseuat 
ossia 

■ 

P  =  0  -+-  A  cosa  t  ■+■  B  sena  t, 
ove  A  e  B  sono  due  vettori  arbitrarii. 

§  441.  Resta  a  considerarsi  il  caso  in  cui  l'equazione  ca- 
ratteristica ha  delle  radici  multiple.  Se  la  radice  0  è  mul- 
tipla m  volte,  l'equazione  caratteristica  sarà 

A;n  =Pfc«-i  ^  QA;»-«  -4- ...  -#.  RA;« 
e  l'equazione  differenziale  sarà 

dit"  "     da?»*-!  -^  .-.-+-  it  ^^^ , 

ed  è  chiaro  che  essa  ammette  per  soluzione  un  polinomio 
intero  di  grado  m  —  1,  a  coeflSicienti  arbitrarii.  Se  h  è  una 
radice  multipla  m  volte  dell'equazione  caratteristica,  basta 
fare  y  =  e*i*^',  affinchè  l'equazione  differenziale  in  y  si  tra- 
sformi in  un'altra  in  g^^  nella  quale  l'equazione  caratteristica 
ha  la  radice  0  multipla  m  volte;  quindi  una  soluzione  in 
z  sarà 

;3f.— Co  -4-  CirC-^-...  -*-  Cm-l^'^^S 

e  una  soluzione  in  y  sarà 

y  =  e*.'  (Co  -h  Cia?  -♦- .. .  -♦-  C^  - 1  0?"»  -  ^), 

contenente  tante  costanti  arbitrarie  quanto  è  l'ordine  di 
moltiplicità  della  radice.  Sommando  queste  varie  soluzioni 
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corrispondenti  alle  varie  radici  multiple  o  non,  dell'equa- 
zione caratteristica,  si  avrà  l'integrale  della  equazione  pro- 
posta. 

§  442.  Un'equazione  differenziale  lineare  omogenea  si  può 
trasformare  in  un'altra  equazione,  non  più  omogenea,  ma  di 
ordine  minore  di  un'unità,  ponendo 

y  =  e^*^*,  ossia  z  =  -^, 
Derivando  si  ha: 


=  -'-^'^  '     al  =  «^"'  (di  *  ^)  '  ^-^ 


e  la  derivata  d'ordine  n  àx  y  ^\  esprimerà  mediante  il  fat- 
tore e^*^*  e  la  derivata  d'ordine  n  —  \  ^\z.  Dividendo  per 
e/p<J*  si  ha  l'equazione  trasformata.  Così  l'equazione  di 
secondo  ordine 

con  questa  sostituzione  diventa: 

che  è  l'equazione  di  Riccati  (§  418). 

§  443.  Equazioni  lineari  non  omogenee.  —  L'integrazione 
delle  equazioni  lineari  non  omogenee  si  ottiene  mediante  qua- 
dratura quando  si  conosca  l'integrale  dell'equazione  omo- 
genea che  si  deduce  da  quella  data  sopprimendo  il  termine 
indipendente  da  y  e  dalle  sue  derivate;  e  ciò  con  un  pro- 
cesso che  dicesi  variazione  delle  costanti. 

Sia  infatti  l'equazione  lineare  non  omogenea: 

^^^  da?*-^da?2-^^^da?^^^*^' 
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e  sia 

(2)  y  =  Ciì/i  •*■  Ctift  +  Csys 

l'integrale  generale  dell'equazione  omogenea 

vale  a  dire,  siano  yi,  y»,  ys  tre  integrali  particola 
equazione,  tati  che  il  determinante  formato  con 
derivate  prime,  e  colle  derivate  seconde  non  sii 
Gli  integrali  dell'equazione  non  omogenea  pò 
presentarsi  colla  formula  (2),  quando  in  essa  in 
porre  costanti  le  Ci  Ci  Ca,  sì  suppongano  fnnzio 
di  X  scelte  convenientemente;  e  poiché  invece 
funzione  incognita  y,  noi  ne  introduciamo  tre  Ci 
tremo  ancora  obbligare  qneste  funzioni  a  due 
in  guisa  che  le  Ci,  Gè,  Ca  risultino  determinati 
dizioni  di  soddisfare  alla  (1)  e  alle  equazioni  a{ 

le  assoggetteremo  alle  condizioni  che  i  valori 

dedotti   dalla  (2)  nell'ipotesi  di  Ci  C2  Ca  variab 
la  stessa  forma  che  avrebbero  quando  queste  q 
sero  costanti. 
Ora  nell'ipotesi  di  Ci  Ca  C3  variabili  la  (2)  ci 

di-^'dr*^dl^"*'^'dl*'cb^*       do,- 

e  se  assoggettiamo  le  C  alla  prima  condizione 

dCi         dC.         dCs 
(4)  ^y'-^H^y^-^rt^y«  =  »' 


si  ha 
(5) 


d^* 


dy  _  p  dyi      p  dt/a      p  Ayi 
da;  das  da'  ax 
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Derivando  quest'eguaglianza  si  ha: 


d*^_pd^p  d^.p  d^8  . 
da;2  "^^  da?2  '*'^  da?«      ^^  da?* 

dyidC      d^dCg      dysdCs 
da?  do?       do?  do?        da?  do?  ' 

la  quale  assoggettando  le  C  alla  seconda  condizione 

(6)  dyi  dC  ^  dyg  dCg  ^  dys  dCa  _.  q 

^  ^  da?  da?       do?  da?       do?  da?         ' 


diventa 


diS-^^d^'*"^'d^  '*'^'dii' 


la  quale,  derivata,  ci  dà 

d^  _  P  d3y        p  d3y2       p  d^3  ^ 

d»yi  dCi      ^  dCg       d^s  dCs . 
dx'^  dx        da»  da;        da;»  da:  ' 

quindi  sostituendo  ora  nella  (1),  e  osservando  che  essendo 
yiytys  integrali  particolari  della  (3),  questa  è  verificata 
per  uno  qualunque  di  essi,  si  potrà  conchiudere  che  l'equa- 
zione (2)  darà  gli  integrali  dell'equazione  non  omogenea  (1) 
tutte  le  volte  che  le  quantità  Ci  C2  C3  siano  determinate 
come  funzioni  di  a?  mediante  le  equazioni: 

(tj)         dy  1  dCi  ^^  dy2  dCa  ^  dya  dCs  _  ^ 
^  ^  da?  da?        da?  da;       da;  da;         ' 

(7)         d^i  dCi       d«y2  dCg       d^ys  dCa  __  g, 
^^         dofi  da?        da;2  da;        da;«  da?  ""    ' 


tat^-"*  ''*^.' 
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e  poiché  il  determinante 


y"8 


y"3 


degli  integrali  yi  1/2  yi  non  è  nnllo,  da  queste  equazioni  po- 

dCi    dCj!   dCs        .  ,  ,       .^ 

tremo  ncavare  -3—  ,  -r—  ,  -^ ,  e,  mtegrando,  ottenere  poi 

le  espressioni  di  Ci  C£  G3. 

§  444.  Teorema.  —  jSe  di  un'equazione  lineare  non  omo- 
genea si  conosce  una  soluzione  ^i,  facendo  la  sostituzione 
0/  =  j/i  -I-  jgf,  l'equazione  differenziale  in  z  sarà  omogenea. 

Abbiasi,  p.  es.,  l'eqaazione  lineare  non  omogenea 

Facendo  la  sostituzione  y  =  yi-^Zj  essa  diventa 


d^(yi  -^z)  _j,  d(yi  -H  z) 


ossia 


da^ 

à'yi 
dic« 

d'0 

=p 


do; 


Q  (2/1  +  ;?) -H  R , 


Q  (yi  +  i^)  +  R , 


ora,  essendo  yi  una  soluzione  dell'equazione  proposta,  si  ha 

da2         (la?       ^^  ' 

e  quindi  dalla  penultima  equazione  si  ricava 


dx^-^dx'^^^' 


la  quale  equazione  è  lineare  omogenea. 

P.  —  AtuUiH  infinitetimaU.  —  TOL.  zi.  -  20*. 


"T". 
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Alcune  volte  sì  scorge  facilmente  una  soluzione  dell'equa- 
zione. Così  se  nell'equazione 

d;^_    d;^  ^ 

M,  P,  ...  S,  T,  e  U  sono  polinomii  interi,  si  può  porre 

y  =  ao  ■*•  ai  a?  -H  ...  "4-  dm  cc% 

e  determinare  il  grado  m,  e  i  coefficienti  di  y  in  guisa  che 
si  abbia  una  identità. 

§  445.  Esempio.  —  Sìa  l'equazione 

ove  P  è  un  punto  mobile;  t  una  variabile  numerica,  che 
chiameremo  tempo;  onde  -37  o  -p-  sono  la  velocità  e  l'ac- 
celerazione di  P.  G  è  un  vettore  costante,  che  diremo  gra- 

dP 
vHà;  la  w  è  una  costante  positiva,  sicché  ~  ^-ji  rappre- 
senta un  vettore  diretto  secondo  la  velocità,  in  senso  opposto 
ad  essa,  e  proporzionale  alla  velocità  stessa  ;  questo  vettore 
può  rappresentare  l'accelerazione  dovuta  ad  un  mezzo  resi- 
stente, supposta  questa  resistenza  proporzionale  alla  velocità. 

L'equazione  (1)  è  un'equazione  dififerenziale  lineare  del  se- 
condo  ordine^  non  omogenea. 

Una  sua  soluzione  si  ottiene  facendo 

àt  ' 

dP      G 

da  cui  -jT-  =  — ,  poiché  allora  si  annulla  il  secondo  membro 
At       m^  ^ 

dP 
della  (1),  ed  essendo  ^  costante,  sarà  anche  nullo  il  primo 

membro  della  (1).  In  siffatta  soluzione  la  velocità  è  costante 


H'^ 
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in  grandezza,  direzione  e  verso,  onde  si  ricava 

m    ' 

e  si  ha  nn  moto  equabile  e  rettilineo. 
Per  integrare  la  (1)  pongasi 

P  =  Po  +  ^f-H^, 

ove  ;8r  è  un  vettore  incognito.  Si  avrà  in  z  l'equazione  li- 
neare omogenea 

d^z d? 

la  cui  equazione  caratteristica  è  &*  =  —  mfc,  avente  per  radici 
0,  e  — m;  onde  la  soluzione  generale  dell'equazione  in  0  sarà 

^  =  Ci  H-  Cge-"»', 

e  sostituendo  nella  espressione  di  P,  e  posto  Po  h-  Ci  =  A, 
e  C2  =  Bj  si  avrà 

P  =  Ah-  -f-f-Be-"»'  (2) 

ove  A  è  un  punto  e  B  un  vettore  costanti. 

Se  si  chiama  Po  e  Vo  la  posizione  di  P   e  il  valore  di 
dP/df  per  f  =  0,  si  avrà 

P  =  Po  +  ^^  +  f ^  —  -^,)  (1  -  e-*»').  (3) 

Ne  risulta  che  la  linea  descritta  da  P  è  contenuta  nel  piano 
PoVoG. 

L'equazione  (1)  si  può  pure  integrare  riducendola  a  forma 
normale  : 

dP-V 


—  310- 
conda  dì  queste  è  an'eqaazìoDe  differenziale  del  primo 
;  e  lineare;  si  ricava 


jtuendo  nella  prima,  e  integrando,  si  avrà  P. 

fero,  si  moltiplichi  la  (1)  per  d(,  e  si  ìntegri.  Sì  avrà 

^=  — fli(P  — A)-t-Gf, 

L  è  nn  pnnto  costante  arbitrario.  Questa  equazione  si 
iure  leggere 


(5) 


ale  è  in  P  —  A  del  primo  ordine  e  lineare;  onde  sì  ' 
era  colle  regole  note. 

46.  IrUegrazione  per  serie.  —  In  pochi  casi  si  sa  ìn- 
•e  sotto  forma  finita  una  eqnazione  differenziale.  Quindi 
<  molta  importanza  gli  sviluppi  in  serie  degli  integrali 
ae  esempio,  svilupperemo  in  serie  l'integrale  dell'equa- 
lineare  omogenea  del  secondo  ordine 

dtatto  in  questa  equazione  si  paò  far  sparire  il  se- 
termine.  Pongasi  invero  y  =  uz,  ove  «  è  la  nuova 
lile,  ed  u  è  una  funzione  di  x  che  ci  riserveremo  di 
aìnare.  L'equazione  diventa: 

■*^"-d^r' 


35 

-(-- 

^'£) 

l*(^l 

i  si 

determina 

u  in 

guisa  che 

P«- 

-2^  =  0, 

da  cui  M  =  fr/'M*/' ,  sparirà  il  termine  colla  derivata  p 
Quindi  potremo  limitarci  a  considerare  l'equazione 

ove  Q  è  nna  fìmzione  arbitraria  di  x.  Si  vuol  soddis 
qnesta  equazione  con  una  serie 

y  =:  Uà  •*-  ui  •*-  Us  •*■  ... 

Sapposto  che  questa  serie  si  possa  derivare  termine 
mine,  sostituendo  nella  (1),  si  dovrà  avere  l'identità 

d'Wo        d^i        d*!**  f\  r\  f\ 

la  quale  è  verificata  se  si  sappongono  verificate  le  seg 
eguaglianze: 

1F  =  '''    ■&-'*"'"    dS5-<3'">    a^-Q». 

Dalla  prima  si  ricava  uo  =  a  -h  hx,  ove  a  e  Ò  son 
stantì  arbitrarie;  dalla  seconda,  integrando  due  'v 
«i^/dir/Quodic;  e  così  sarà  noto  «i;  dalla  terza  i 
cava  «f  =/da5/Qttida;,  e  cmì  via. 

Si  tratta  ora  di  verificare  che  la  serie  cosi  ottenuta  è 
vergente,  e  che  è  derivabile  termine  a  termine,  onde  si 
chiuderà  che  la  y  data  dalla  (2)  soddisfa  alla  condizion 
Perciò  si  supponga  la  funzione  Q  contìnua  in  un  intei 
da  0  ad  X,  e  gli  integrali  sì  prendano  a  partire  da  0. 1 
m  il  massimo  valore  assoluto  di  Q  nell'intervallo  coi 
rato,  e  fatto  o  =  1,  6  =  0,  col  che  si  considererà  un 
graie  particolare,  si  avrà 

\    MO  =  1, 

„^" 
2m! 


■    r.  J-LT— "•  ■■  «rirp^««  TTrjyj 
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Ora  la  serie  il  cui  termine  generale  è  w^  a?*"/2n  !  è  con- 
vergente per  ogni  valore  di  a?;  dunque  è  anche  convergente 
la  serie  delle  u.  Inoltre,  siccome  derivando  due  volte  i  ter- 
mini della  serie  (2Ì  si  ottiene  la  serie  stessa  moltiplicata 
per  Q,  la  quale  è  convergente  insieme  alla  serie  formata 
coi  massimi  valori  assoluti  dei  termini,  si  conchiude  che  è 
permesso  di  derivarla  termine  a  termine. 

Un  ragionamento  analogo  si  può  ripetere  facendo  a  =  0, 
6  «=  1,  onde  «o  =  a^,  e  si  troverà  così  un  altro  integrale 
particolare.  Coi  due  integrali  particolari  si  può  formare 
l'integrale  generale. 

Variazioni. 

§  447.  Nel  piano  sono  dati  due  assi  ortogonali  OxeSiOy 
e  due  punti  A  e  B  di  coordinate  (a,  a')  e  (6, 6')-  Si  vuol  trac- 
ciare un  arco  di  curva  che  unisca  i  due 
y  «         punti  A  e  B,  e  tale  che  rotando  attorno 

all'asse  Ox  generi  l'area  minima.  L'area 
generata  dall'arco  vale 

e  la  questione  geometrica  è' così  ridotta 
a  determinare  una  funzione  y  di  a;,  de- 
finita nell'intervallo  a^&,  che  per  x  =  a  assuma  il  valore 
u'f  che  per  a;  =  &  assuma  il  valore  h\  e  tale  che  renda 
minimo  il  valore  dell'integrale  S.  Nelle  questioni  su  massimi 
e  minimi  precedentemente  trattate  si  avevano  a  determinare 
valori  di  variahili  che  rendevano  massima  o  minima  una 
loro  funzione;  qui  invece  si  tratta  di  determinare  la  natura 
d'una  funzione  che  renda  massimo  o  minimo  un  integrale. 
Sia  y  una  funzione  di  due  variabili  a?  e  l;  siano  y',y", 
...  t/^"J  le  sue  derivate  rispetto  ad  a?,  considerando  l  come 
costante,  e  sia 

Y=rf{x,y,j/,...y^-))Ax,  (1) 

Ja 


-»X 


Flg.  60. 
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ove  a  e  b  sono  costanti  rispetto  ad  a:.  Le  dei 

...  e  Y  rispetto  a  ^  si  chiamano  alcana  volta 

queste  fanzioni,  e  si  indicano  con  la  caratteris 

dV 
la  variazione  di  V  cioè  SV,  equivale  a  -n. 

La  variazione  di  V  si  può  anche  consideri 
incremento.  Sì  sostituiscano  infatti  a  y  due  ft 
colali  yo  e  i/1,  e  siano  Vo  e  Vi  i  valori  corrisp 
Pongasi  poi  inY,i/  =  po-*-'i(;ì/i~—ìfo);  V  divi 
della  variabile  l;  per  5^0,  V^  Voi  per  1  = 
quindi  per  la  formula  fondamentale  del  calcolo 
osservando  che  l'incremento  di  S  è  l'aoità,  si 

Vi-Vo  =  ^=5V, 

in  cai  però  i  ha  au  valore  compreso  fra  0  e( 
La  variazione  SV  dell'integrale  V  si  ottien 

la  nota  re^^ola  di  derivazione  di  un  integrale 
Supporremo  per  semplicità  i  limiti  a  e  l 

fissi,  cioè  indipendenti  da  t  Indicando  con  /ò,  f 

rivate  parziali  di  f  fatta  rispetto  alle  variabil 

ai  avrà: 

SV  =^'' [ASi/ + /*i5y' +  ...  + /-«Si/W]. 

Questa  espressione,  in  cui  compaiono  le  ' 
y,...  p'"'>  si  può  trasformare  in  un'altra  in  cai 
integrale  non  comparisca  che  la  variazione  di 
i  che 


»-/      d   d  d    d  d  ^ 

^=d|d^2'  =  dSdf^  =  dS^ 

-  ,„,      d  /  d  \-        /  d  \-  d         /  d 

Goll'integrazione  per  parti  il  secondo   tern 
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CoH'integrazione  per  parti  ripetuta  due  volte  si  trasforma 
terzo  termine 

l'ultimo  termine,  ripetendo  n  volte  la  integrazione  per 
arti,  ovvero  applicandovi  la  formula  (1)  del  §  229,  diventa 

IV,  a"->5i,     d/'nd—'S»  i—'f.,\    /"MY.,  . 

=U^"-d^-s-ds=^*-*Ti^^K  if:*?*'- 

Sostituendo  nell'espressione  (2)  di  5V,  essa  assume  la 
>rma: 

SV=  I  A-*-  f  Biyàx,  (3) 

re  si  è  fatto 


^  [ ,  d"-'By      dA  d"-^St/  ^      ^ 
['"  do?^'       da;  die"-*  "*"  "' 


d"-Y,g 
da;"     ' 


(4) 


^-'"      dirada;*      -  ^  da"  '  ^^^ 

La  forma  (3)  della  variazione  dell'integrale  è  quella  a 
ni  volevamo  arrivare.  Si  osservi  che  A  contiene  solamente 
i  variazione  di  y,  e  le  sue  derivate  fino  a  quella  d'ordine 

—  1  ;  e  quindi  il  primo  termine  di  S  V,  cioè      A   di- 

ende  dai  valori  di  questa  variazione  e  delle  sue  derivate  agli 
stremi  dell'intervallo  considerato.  La  espressione  B  conterrà 
oi  00,  y,  e  alcune  successive  derivate^  fìno,  al  più,  quella 
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d'ordìne  2»  ;  poiché  siccome  la  ^contiene  derivata  y<''\ 
fn  può  contenerla,  e  il  termine  ,^"  paò  contenere  i 
la  derirata  d'ordine  2». 

§  448.  Teorema.  —  Se  una  certa  funzione  yo  di  x 
V  integrate 


V=  £V(a:,3',y',...y'"')d{r 


massimo  o  minino,  ridotta  la  variazione  di  V  alla 

8V^     A  •+-   /  'Rtyàx,  la  funzione  y a  soddisfa  alVequ 

differenziale  B  ^  0. 

Infatti  sappongasi  che  B  non  sia  nailo  per  tatti  i 
di  a;  neirinterrallo  considerato.  Si  consideri  la  funzioi 


ove  z  sia  ana  fanzione  arbitraria  di  x  assoggettati 
coDdizioni   di   essere   positiva   nell'  interno  dell'iute 
(i~*  h,  e   di   annallarsi,  insieme   alle  sae  derivate 
...,{n — 1)'  agli  estremi  dell'intervallo.   Si   paò  far 
es.  i!  =  (fl!  —  o)"  (6  —  xY.  Allora  .y  è  ana  fanzione  di 


qnale  quantità  si  annoila  insieme  alle  sae  successive  de 
fino  all'ordine  n—\  agli  estremi  dell'iatervallo.  la 

gnenza  il  primo  termine     A  nell'espressione  di  5V  è 
e  si  avrà  semplicemente 

SV=  r^B'di», 


la  quale  quantità  è  positiva.  Àdanqae  la  derivata 
è  positiva,  perciò  la  fanzione  V  della  ^  è  crescente  ce 
scere  di  ^  ;  quindi  se  si  suppone  ^  positivo,  e  sufficiente 
piccolo,  il  valore  di  V  corrispondente  alla  funzione  y  = 
-I-  §*B  è  maggiore  del  valore  di  V  corrispondente  ad  y 


Terrà  l'opposto  se  g  è  negatira  Adunqne  Y  non  è  né 
jimo  né  minimo  per  5=0  cioè  per  y-=yo.  In  altre 
ile,  se  V  è  massimo  o  minimo  per  y  =  ya ,  dovrà  essere 
atto  l'intervallo  a^h,  B  =  0. 

449.  Esempio.  —  Vogliasi  determinare  la  cnrva  che 
ce  i  due  pauli  A  e  B  di  coordinate  (a,  a')  e  {h,  h')  e  che 
[e  minimo  l'integrale 

ippOQÌamo  che  in  qnesta  formala  y  sia  funzione  della 
ahile  X,  e  di  un'altra  variabile  t  Ad  ogni  valore  dì  ? 
isponderà  una  curva  nel  piano;  e  volendo  che  tutte 
ite  curve  passino  per  A  e  per  B,  si  dovrà  supporre  che 
a!="o  si  abbia  ^=0',  e  per  x^'b,y=^h',  qualunque 
il  valore  di  5.  Derivando  V  rispetto  a  5  si  ottiene: 


(2) 


5V  -f  (my«-% .  Vi  -I-  /*  +  r  yfy^)  ^■ 
oniamo  ^' stanga,  cioè  sia  «  l'angolo  che  la  tangente 


curva  fa  con  Ox\  sarà  '^ 


J gL 


cosa'yi  +  yB 
«no,  e  la  formala  precedente  diventa; 


sv 


luest'integrale  si  scinde  in  due  ;  consideriamo  il  secondo  e 
griamolo  per  parti  prendendo  come  fattore  a  integrarsi 
\x  =  dSy  ;  si  avrà  : 

/    ^senaSjf'da;  = 

^  r^    4  d«\ 

y^s&aoiby  —  I     Sy  ì  flìy"-' tangasena  -^  ^"cosa  ^  1  dx. 


Ora  peric=oepera;  =  b,  si  ha  per  ipotesi  y  =  t 
y  =  &',  vale  a  dire  y  ha  qd  valore  costante  indìpei 
\\  quindi,  per  x  =  a  e  per  x-='b,  S^  =  0;  onde 

termine      ^"senstSj/szO.  Sostituendo  quindi  in  S^ 

condo  termine  il  valore  ora  calcolato,  si  avrà: 

SV=y^  \^^ — mr-'tangasena-rcosag^ 

La  somma  dei  primi  doe  termini  vale  — — -■  (1 
*^  cosa  ^ 

«  I  xr  1  1         *       ■        ^"         da     ds 

=  my"-'  cosa.  Nel  terzo  termine  -r—  =  -j—   -r— ; 

1/p  la  curvatura  della  curva,  —r—  =  1/p,  e  ds/dcc  : 
onde,  sostituendo  : 


BV 


j    (»»y"-icosa  — ^  -jSydir 
SV  =  /    y*-'  ( tncosa  —  ?| Sj/dae. 


Ora  se  una  funzione  rende  minimo  V-,  dovrà  esi 
il  coefficiente  di  Sj/dac,  onde 


che  si  può  anche  leggere 

^       mcosa 

Ma  y/cosa  è  la  lunghezza  della  normale  cartesiani 
la  cnrva  che  rende  mìnimo  il  valore  dell'integralf 
ha  il  raggio  di  curvatura  eguale  airm"  parte  dell 
cartesiana.  Le  curve  aventi  questa  proprietà  (§  43 
numero  infinito.  La  loro  equazione  generale  contici 


-  sia- 
ti; sì  doTranno  determinare  le  dae  costanti  in  gnisa 
la  corra  passi  pei  dae  ponti  dati  A  e  B. 
)si  volendosi  la  corva  AB  che  rotando  attorno  Ox  descriva 
a  miairaa,  si  dovrà  rendere  minimo  Sit/y  Vi  -*-y'*da; 
i  minimo  V/y  \l-*-^*  ix,  che  si  ottiene  dal  precedente 
odo  m  =  1.  Qaesta  cnrva  ha  il  raggio  di  carvatora 
Je  alla  longhezza  della  normale,  e  quindi  è  la  catenaria 
la  corra  che  rende  minimo 

.  il  raggio  di  corvatora  egoale  alla  lunghezza  della 
lale,  moltiplicato  per  —  2,  e  qaindì  è  la  cicloide.  L'in- 
Ue  T,  snpposto  che  g  sia  la  gravità,  e  che  l'asse  delle 
i  diretto  nel  senso  della  gravità,  misura  il  tempo  im- 
ito da  OD  punto  materiale  pesante  a  percorrere  l'arco 
irva,  supposto  che  quando  esso  si  trova  sull'asse  Ox, 
la  velocità  sia  nulla.  La  curva  ottenuta  dicesi  perdo 
histocrona. 
:  si  fa  m  =  0,  si  avrà  la  linea  che  rende  /  V^  -t-y'^àx 

mo,  ossia  la  linea  più  breve  fra  i  punti  A  e  B  ;  la  (5) 
che  dovrà  essere  l/p  =  0,  ossia  la  linea  ha  curvatura 
i,  vale  a  dire  è  una  retta,  cosa  evidente  a  priori. 

450.  Ragionamenti  analoghi  sì  possono  fare  se  nell'in- 
ile 

>aiono  più  funzioni  della  variahile  x,  vale  a  dire  se  vi 
>arisce  un  nomerò  complesso  funzione  di  x.  Ne  faremo 


ì,  H  un  numero  funzione  della  posizione  d'on  punto  nella 
io  ;  e  sia  yu  il  suo  parametro  differenziale.  Vuoisi  cal- 
'e  la  variazione  di 

V=;«ds 
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esteso  ad  an  arco  di  corra.  Si  sapporrà  adanqae  che 
posizione  di  an  panto  P  dipenda  da  dae  variabili  t  « 
essendo  B  fisso,   il  punto  P   descrìve  nn  arco   di  cnr 

il  ds  =  mod  -TT-  àt.  Variando  6,  cambia  Tarco  di  curva,  > 

variazione  di  Y  è  la  saa  derivata  rispetto  a  6.  Si  a 
adunque: 

,dP\ 


Supposti  i  limiti  a  e  b  rispetto  a  t  fissi,  e  sopprìmem 
nelle  formole  seguenti,  si  avrà. 

5V  =Jìu .  ds  -^■fu  U  mod  ^\  it. 

Ora  Sm  =  ^=V«   jc  =vm|5P;  quindi  il  primo  tern 
vale 

Nel  secondo  termine 

dP  I  dSP 

ai 

indicando  con  T  = -n-/ mod -n-  il  vettore   di   lungbe 
runìtil,  e  diretto  secondo  la  tangente.  Qnindi 

/,-(.™a§)d,=/„T|fd<, 

e  integrando  per  parti,  prendendo  per  fattore  ad  integri 
■gr-  àtj  e  ricordando  che  dT  =  —  N,  ove  p  è  raggio 


irvatura  della  corra,  e  N  è  il  vettore  dì  lunghezza  ronità 
diretto  secondo  la  normale  pricipale,  si  avrà  : 

"wSmod  ^  di  =  r  mT  I SP  — /*(^  Td/  ^-  «  -  n]|SP.  (4) 

n  -^  d(  si  può  ancora  scrivere  sotto  la  forma  V"  rr*  ^  ^ 

:  V»  I  Tds.  Sostituendo  nella  (2)  ai  due  integrali  i  valori 
ati  dalle  (3)  e  (4)  si  otterrà; 

V=  r  mT  |5P  -H /"*(v«[8P  -  (V«1T)  (T[SP)  — iÌNlSP)ds 

V  =  1*  «T 1 5P  Ht  /"  V v«  —  (V»  i  T)  T  —  -  n)  I  SP  ds.     (5) 

\a  <J  a      \  9       1 

Ora  (vu  I  T)  T  rappresenta  la  proiezione  del  yu  sulla  tan- 
ente  alla  curva;  quindi  v«  —  {^u  |  T)  T  rappresenterà  la 
roiezione  di  ■^a  sul  piano  normale  alla  curva.  Indicando 
on  {vm)„  questa  proiezione  si  avrà: 

5V  =  r«T|SP4-/'*[{vM)n  — -NJlSPds.         (6) 

La  prima  parte     m  T  |  SP  contiene  la  variazione  di  P 

gli  estremi  dell'intervallo  considerato.  Essa  è  nulla  se  le 
arve  che  si  considerano  hanno  gli  estremi  fissi,  ovvero  se  le 
)ro  variazioni  SP  sono  normali  alle  Unee. 
Nella  seconda  parte  il  prodotto  geometrico  del  vettore 

7M)n  —  —  N  per  la  variazione  5P  sarà  positivo  o  negativo 

econdochè  l'angolo  di  questi  due  vettori  è  acuto  od  ottuso. 
Se  si  vuol  determinare  la  curva  che  passi  per  due  punti 
ssi,  e  renda  massimo  o  minimo  V,  il  SV,  che  si  riduce  al 
econdo  termine 

SV  =  r  "  f (vm)„  -  -  n1  I  5P  ds ,  (7) 


dovrà  essere  nallo  per  ogni  possibile  valore  della  i 
SP.  Se  la  corra  non  è  assoggettata  ad  altre  e 
dovrà  essere 


Se  la  carva  sta  sn  d'una  soperfìcie  fissa,  il  &P 
gente  a  qaesta  saperficie,  e  affinchè  SV  sia  nnllo 

variazione  di  P,  il  vettore  (v«)n N  dovrà  e 

male  alla  superficie. 

Esempio.  —  Vogliasi  rendere  massimo  l'/y"  di 
y  l'ordinata  d'nn  pnnto  della  cnrva. 

n  yy"  è  nn  vettore  di  lunghezza  my?"' ,  dirett 
l'asse  delle  y.  Detto  a  l'angolo  che  la  tangente  fa 
ossia  che  la  normale|fa  con  Oy,  la  componente  normi 

varrà  my"-^  cosa.  Quindi  dovrà  essere  my"-'  cosa  - 

da  cui  si  ritrova  p  =  — ~ — ,  come  al  §  449. 
^       m  cosa  '  ° 

§  451.  Se  nella  formula  (6)  del  §  precedente  si 
si  avrà  formula  che  dà  la  variazione  della  Inngli 
arco  di  curva: 


6/ds=rTl8P— /"'■^NISP. 

la         .y«  p 


II  primo  termine     T[SP  rappresenta  la  diifere 

proiezioni  tangenziali  delle  variazioni  degli  estremi 
esso  è  nullo  se  gli  estremi  sono  fissi. 

Dicesi  geodetica  sn  d'una  superficie  data  quella  f 
tracciate  sulla  superfìcie,  che  uniscono  due  punti  di 
che  è  di  lunghezza  minima. 

Considerando  le  linee  sulla  superficie,  le  quali  i: 
due  punti  fissi,  nella  variazione  di  pds  sparisce 


5/ds= -/"*  — N|5P. 


P 

,  per  ona  certa  carva,  il  rettore  N  oon  è  costante- 
rmale  alla  superficie,  dando  al  ponto  P  nna  variazione 
àccia  aogolo  acnto  con  N,  il  prodotto  14 1 5P  sarà 
quindi  S/ds  è  negatiro  e  la  Innghezza  dell'arco 
le,  perciò  la  linea  considerata  non  è  la  geodetica. 
:hiade  che  se  ana  linea  è  geodetica,  per  essa  il  rettore 
antemente  normale  alla  soperflcie;  Tale  a  dire  la 
principale  in  ogni  punto  d'una  geodetica  coincide 
mede  alla  superficie;  o  ancora  il  piano  osculatore 
geodetica  è  sempre  normale  alla  superficie. 


"ìi- 


NOTE 


Il  presente  libro,  destinato  ad  essere  guida  agli  allievi,  per  appren- 
dere i  fondamenti  dell'Analisi,  non  contiene  indicazioni  storiche  e  bi- 
bliografiche. Qui  mi  limiterò  a  menzionare  alcuni  lavori,  specialmente 
mìei,  dai  quali  il  lettore  può  ricavare  le  indicazioni  bibliografiche,  che 
si  riferiscono  a  quei  punti  in  cui  questo  libro  più  differisce  dagli  ordi- 
narli trattati. 

§  9.  Per  una  più  ampia  esposizione  delle  notazioni  di  logica  mate- 
matica, del  loro  uso,  e  della  loro  storia,  veggansi  i  volumi  della  Rivista 
di  Matematica. 

%  49.  Veggasi  il  mio  articolo  Sulla  Formula  di  Taylor^  Atti  R.  Ac- 
cadcQiia  delle  Scienze  di  Torino,  1891. 

§  75.  I  coefficienti  A,  B,  G, ...  K  nella  formula  d' interpolazione  di 
Newton,  si  chiamano  funzioni  interpolari,  e  si  indicano  con  f{x^)y  f(x^,  x^, 

Veggansi  le  mie  note  al  N.  84  del  Calcolo  differenziale  di  A.  Genocghi. 

§  103.  Gli  integrali  superiore  ed  inferiore  furono  introdotti  da  V.  Vol- 
terra, Sui  principii  del  calcolo  integrale;  Giornale  di  Matematiche 
di  Battaglini,  XIX. 

§  182.  I  resti  nelle  formule  di  quadratura  dei  trapezi,  di  Simpson, 
e  di  Gauss,  furono  pubblicati  nelle  mie  Applicazioni  geometriche  del  Cal- 
colo infinitesimale,  Torino,  1887,  pag.  202.  Il  resto  nelle  formule  di 
Gauss  fu  ottenuto  per  altra  via  dal  Mansion,  Bulletin  de  VAcadémie 
E.  de  Belgique,  1886,  pag.  293-307,  Pel  resto  nella  formula  del  §  189 
V.  Rivista  di  Matematica,  voi.  Ili,  pag.  17. 

Per  le  formule  del  §  191  v.  la  mia  nota:  Generalizzazione  della  for- 
mula di  Simpson^  *  Atti  Acc.  Scienze,  Torino,  1892  «.  Altre  formule  di 
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quadratura,  nelle  quali  le  ordinate  hanno  coefficienti  eguali,  sono  do- 
vute a  TcHEBYCHEFF,  SuT  les  quàdratures,  "  Journal  de  Liouville  „  1874, 
voi.  XIX. 

§  200.  Questa  definizione  del  limite  non  coincide  esattamente  con 
quella  comunemente  usata.  Vedasi  un  mio  articolo  StUla  definizione 
del  limite  d'una  funzione,  *^  Rivista  di  Matematica,  ^  voi.  Il,  pag.  77. 

§  242.  Vedasi  la  n^ia  nota: 

Sur  une  formule  d'approximation  potir  la  rectification  de  Véllipse, 
^  Gomptes-rendus  des  séances  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,,,  1889, 
p.  360. 

Con  processo  analogo  si  possono  trovare  formule  di  approssima- 
zione per  l'area  d'un  ellissoide:  Valori  approssifnati  per  Varea  d*un 
ellissoide^  '^  Rendiconti  R.  Acc.  dei  Lincei,  „  1890. 

§  248.  Oltre  le  notizie  bibliografiche  sui  numeri  complessi,  sui  vet- 
tori, ecc.,  contenute  nei  miei  libri: 

Calcolo  geometrico^  secondo  V Ausdehnungslehre  di  H.  Grassmann, 
Torino,  1888,  e 

Die  Grundzilge  des  Geometrischen  CalculSy  Leipzig,  1891, 
veggansi  : 

Kraft,  Abriss  des  Geometrischen  Kalkiils,  Leipzig,  1893. 

E.  Garvallo,  La  méthode  de  Grassmann^  **  Nouv.  Annales  de  Ma- 
thématiques, ,  1892,  pag.  8. 

§  342.  Veggansi  gli  articoli  di  Lampe  e  Gastellano,  nella  Rivista 
di  Matematica,  voi.  II,  pag.  81  e  82. 

§  399.  Sulla  definizione  dell'area  d'una  superfìcie  vedasi  Sghwarz, 
Mathematische  Ahhandlungefi,  li,  pag.  309  e  369  ;  e  la  mia  nota,  negli 
*  Atti  dell'Accademia  dei  Lincei,  „  voi.  VI,  serie  4',  pag,  54. 

§  406.  Vedasi  la  mia  nota:  Démonstration  de  Vintégrabilité  des 
équations  différ enti eì les  ordinaires.  *  Mathematische  Annalen,  ,  Bd. 
XXXVII,  pag.  182;  e  Sur  le  théorème  general  relatif  à  Vexistence  des 
intégrales  des  équations  différentielles  ordinaires,  *  Nouv.  Annales,  , 
1892,  pag.  79. 
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